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AVER  T  I  S  S  E  ME  NT 

DU     LIBRAIRE. 

^0  MME  on  nous  a  redemandé  de  toutes  pans  ce  Cours  de  Matké-- 
madque^  de  M.  CAbbé  Deidier  ,  dont  l'édition  étoit  épuijee  depuis 
quelque  tems  ;  &  que  plujieurs  Profejfeurs  qui  en  connoijfoient  le  rrUr' 
rite  nous  ont  foUicités  de  le  faire  réimprimer  :  pour  nous  prêter  à  leurs 
vues  &  au  dejîr  du  public  ^  nous  nous  fommes  déterminés  à  donrur 
cetu  nouvelie  édition  exécutée  avec  toute  texoBitudt  &  la  correSion 
poffihUs. 

La  Préface  de  la  première  édition  que  nousjoiffions  à  la  fuite  de  eu 
Avfrtijfement^  en  fait  connottre  t. objet ,  le  fond ^  &  U  manière.  Chacun 
fait  que  le  caraStere  diftinStifdes  écrits  de  notre  Autejtr^  celui  qui  Us 
fait  le  plus  reckércher  ^  4fefi  ùl  cUrtéjoinu  à  iafoiidixi  :  qualités 
ejjintielies  dans  tous  les  genres ,  mais  Jur^-toat  d^ns  le  genre  nfoiké^ 
jnatique. 

Cette  nouvelle  édition  a  éléiUrigée'&reâifiée^  &  ^  en  plufkurs  ai^ 
droits  yfimplijiée  &  peffeSionnée  par  un  Auteur  dont  le  puiUc  çp^moit 
&  les  lumières  &  le  goût ^  &  nous  en  avons  revu  nous-^mêmes  les  épreuves 
avec  le  plus  grand  foin.  £j^  comparant  cette  édition  avec  la  précé-- 
derue ,  on  verra  combien  il  importe  à  un  ouvrage  fcieritifique  d'être 
imprime  avecrpn  ordre  &  une  méthode  propres  à  en  rendre  la  lumière 
plus  vive  &  pîus  fkillante  ^  &  ^  en  faire  valoir  toute  la  richeffe. 

On  a  eu  une  atuntionf pédale  à  ne  faire  dans  cette  nouvelle  édition 
que  le  moins  de  changemens  &  d'additions  qu  il  étoit  pojjible ,  de  crainte 
de  tomber  dans  le  défaut  de  certains  éditeurs  qui  altèrent  &  défigurent 
les  ouvrages  des  grands  maures  y  foit  en  y  inférant  de  longs  comment 
laires  y  fouvent  inutiles  :  foit  en  dérangeant  Tordre  &  t  enchaînement 
de  leurs  idées  ,  qui  en  fait  ordinairement  le  mériu  caraSériJlique  :foit 
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enfin  en  y  inurcalant  hors  de  propos  ou  fans  néceffîtéf  leurs  propres: 
fpécuTations  &  leurs  lumières  particulières  ,Joityene  peu  propres  à  Je 
fondre  &  à  s' incorporer  avec  celles  de  ces  hommes  céUhres;  enforte  que 
dans  un  ancien  ouvrage  qui  reparoîtfous  une  nouvelle  forme  ,  on 
cherche  quelquefois  vainement  &  t ouvrage  même  &fon  Auteur.  Darts 
eeiu  nouvelle  édition  du  Cours  de  Mathématique  de  M.  fahéé  Dei- 
dier,  on  a  le  Cours  même  de  cet  auteur  :  lorfqi^on  a  été  obligé  d'y  faire 
piques  changemens  ou  additions ,  on.  a  eu  foin  d'en  prévenir  le  lec- 
teur par  une  note. 

Le  Traité  de  PdrJpeSive  qui  terminoit  l'ancienne  édition  de  ee 
Cours  de  Mathématique  j  a  été  fupprimé  dans  celle-ci ,  comme  étant 
■  trop  étranger  aux  militaires  pour  lefquels  il  a.  été  principalement  com- 
pofe.  Cependant j comme  ce  Traité,. hon  Sf  utile  par  lui-même,  peut 
convenir  à  desperjbruus  d'une  aiare  état,  &  jiir-toiu  aux  artifies-, . 
pour  ne  rien  perdre  des  écrits  précieux  de  cet  Auteur  ^  noits  E avons 
réiiTwrimé  à  part  t  enrichi  de  quelques  notes  infiruSives  par  M.  Cot 
chin,defp.namirÇf  ff-aveuT  du  premier  mérite,  qiâ  joint  à  Ces  rares 
talens  ,  une  connoiffance  profonde  de  La  perfpeSive  :  ce  traité  Je  ven-^ 
cb-ajeparément  â  ceux  qui  Je  trouveront  dans  le  cas  d'en  avoir  kefoin^ 


P  RÊ  F  A  C  E. 


A.  PRÈS  tous  les  Traités  que  j'ai  mis  au  jour  fur  prefquc 
toutes  les  parties  des  Mathématiques ,  on  feroit  fans  doute 
furpris  de  voir  paroître  de  nouveaux  Élémens  de  ma  &- 
çon ,  fi  je  ne  rapportois  les  motifs  qui  m'ont  engagé  à 
entreprendre  ce  travail  Loifque  je  compofai  mon  Cours 
en  cinq  volumes ,  mon  deffein  étoit  d'écrire  pour  l'inf- 
truâion  du  Public  en  général,  &  par  confequent  pour 
toutes  les  profeffions  &  pour  tous  les  états  auxquels  les 
Sciences  Mathématiques  peuvent  être  de  quelque  fecours:: 
de-là  cette  efpece  de  difFufion,  ou  pour  mieux  dire,  ces 
longs  détails  dont  il  ne  m'étoit  pas  poilible  de  me  dirpei> 
ùs  dès  que  je  voulois  me  rendre  utile  également  à  tous. 
Jnijourd'hui  mes  vues  font  bien  différentes:  les  perfonnes 
pour  qui  principalement  je  me  fuis  attaché  à  cet  Ouvrage  j      lOt  gén^rafe 
ibnt  des  Militaires  deftinés  à  un  Service  qui  demande  des   ^*  *"  o»v»ï?- 
connoiflânces  particulières  ôc  beaucoup  de  fa  voir..  On 
conçoit  dabordaifément  qu'il  faut  ici  du  choix,  dans  ks 
matières  :  qu'il  en  efl  beaucoup  que  je  dois  paffer  fous 
iilence,,ou  ne  traiter  que  légèrement;  &  d'autres  au 
contraire  que  je  ne  faurois  trop  éclaircir.  -  A  quoi  fervi- 
loit,  par  exemple,  de  faire  de  grands  difcours  &  de  longues 
diflertations  furies  nouvelles  Méthodes,  furie  Calcul  dif- 
férentiel &  intégral  ?.  Les  belles  &  fubtiles  recherches  qu« 
Ton  fait  aujourd'hui  fur  les  différentes  courbes,  qui  font  le 
principal  objet  de  ces  calculs  »  fur  les  différens  ordres  de: 
ces  courbes,. fur  la  route  que  prennent  leurs  branches:, , 
iiir.les  points  d'inflexion  éc  de  rebrouilbment,.  fu£.  lés 
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{)oints  {impies  &  multiples ,  fur  leur  reâiiication ,  &  fur 
a  quadrature  des  efpaces  qu'elles  renferment,  font  des 
connoifTances  aufli  inutiles  à  des  Guerriers ,  que  le  feroit 
la  découverte  d'un  nouveau  Satellite  autour  dé  Jupiter, 
ou  de  quelque  calcul  qui  flxeroit  le  retour  périodique 
d'une  Comète.  Ces  fortes  de  fujets  n*ont  rien  de  com- 
mun avec  le  bien  que  les  Militaires  doivent  procurer  à 
l'Etat  ;  &  l'on  peut  fort  bien  ians  eux ,  parvenir  à  la  gloire 
<&  aux  récompenfes  que  méritent  l'application  à  ^oa  de- 
voir &  les  belles  aâions. 

Il  n'en  eft  pas  de  même  des  Calculs  ordinaires ,  de  la 
■Géométrie ,  de  la  Trigonométrie ,  de  Tufage  que  l'on  fait 
de  cette  Science  fur  le  terrein ,  du  Nivellement ,  de  la 
Mefure  des  furfaces  planes ,  de  leurs  rapports  entre  elles , 
àq  leurs  changemens ,  de  leurs  divifions ,  de  la  Mefure 
<des  folides ,  du  Tpifé  des  furfaces  ôc  des  folides ,  des  fec- 
tions  coniques,  de  la  iciencedu  mouvement,  de  la  con- 
noiflànce  des  Machines,  des  propriétés  des  Fluides,,^ 
«mre  autres  de  celles  de  l'Air  &  de  l'eau.  Ceft  (iir  les 
principes  de  la  plupart  de  ces  chofes ,  qu'eft  fondé  le 
grand  Art  de  la  (îuerre  ;  &  s'il  eft  permis  à  quelques  Offi- 
îciers-de  n  en  avoir  que  des  légères  notions ,  il  en  eft  beau- 
coup au  contraire  qui  ne  fauroient  remplir  leurs  poftes 
avec  diftinâion  &  honneur ,  s'ils  négligeoient  -d'en  ac- 

3uerir  de  profondes  &  folides  connoiuànces.  La  plupart 
es  manœuvres  militaires  fe  font  avec  -l^eaucoup  de 
.promptitude  :  il  faut  fouvent  fe  décider  fans  avoir  le  tems 
•de  faire  de  longues  réflexions  :  comment -voudroit-on 
qu'un  homme  fuperficiel,  &  qui  ne  fe  :fercMt-pas  fait  un 
aifage  de  favoir  fe  Tetourner  félon  'les  occurrences ,  put 
éprendre  le  parti  convencâsle  ,à  moins  ^e^ç^hfalàiid  ôc  Ifi 
ibrtune  n'y  euâ*ent  la  meilkui^^art  ^ 

L'Ëtabliftement  des  Ecoles  d' Artillerie,  '&  '\f£&  «vap- 
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tages  que  l'Etat  en  retire ,  font  aujourd'hui  connus  de 
tout  le  inonde.  On  fait  que  ces  Ecoles  font,  pour  ainfi 
dire,  autant  de  pépinières  d'où  fortent  grand  nombre 
d'Officiers  en  qui  la  Science  &  la  Valeur  lemblent  fe  dif- 

fmter  à  l'envi  la  gloire  de  les  rendre  utiles  au  fervice  de 
eur  Prince,  &  au  bien  duRoyaume<  Or  dans  ces  Ecoles, 
où  Meffieurs  les  Commandans  prennent  un  extrême  foin 
que  les  Officiers  foient  infbuits ,  &  fàfTent  des  progrès 
dans  les  parties  des  Mathématiques  qui  conviennent  à 
leur  état ,  il  a  été  réglé  que  l'on  enfeigneroit  un  mêmt 
Cours  :  afin  que  les  Officiers  du  Corps  Royal  d'Artillerie  « 
qui  Te  tranfplantent  d'une  Garnifon  à  l'autre ,  ne  fuflent 
pas  retardés  dans  leurs  Etudes  par  les  changemens  de 
Méthodes,  &  par  les  différentes  manières  d'enfeignen 
Cependant  comme  ce  Cours ,  de  Taveu  même  de  Ton 
Auteur,  n'a  pas  toute  la  perfeÛion  qu  ilauroit  pu  lui  don- 
ner; que  les  matières  y  font  quelquefois  traitées  d'une  ma- 
nière trop  reflerrée  &  trop  feche ,  qui  ne  laifle  point  eib 
trevoir  les  ufages  auxquels  elles  peuvent  fervir;  &  qu'il 
s'en  trouve  d'autres  qui  demanderoient  des  démon{ba« 
tîons  plus  nettes  &  plus  exaôes  ;  il  n  eft  pas  furprenant 
que  les  Profefleurs ,  lans  vouloir  déroger  au  fage  Règle- 
ment qui  a  été  fait,  mais  uniquement  pour  mieux  ré- 
pondre aux  intentions  de  TAugufte  Prince  qui  leur  a 
confié  rinftru6Hon  de  Tes  Officiers,  fe  foient  toujours 
crus  obligés  d'ajouter  à  cet  Ouvrage  les  réflexions  &  les 
commentaires  qui  peuvent  en  corriger  les  défauts  ^  ôc 
procurer  l'avancement  de  ceux  à  qui  ils  ont  l'honneur  de 
montrer. 

Le  propre  des  mathématiques ,  efl  d'étendre  les  lu- 
mières de  l'efprit,  de  le  perfeâionner,  &  de  le  rendre 
inventif.  Tout  homme  <]ui  à  ^affez  de  génie  pour  comr 
prendre  les  démonfbrations  que  cette  Science  emploie,  ea 
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auroit  certainement  afièz  pour  en  faifir  la  Méthode  ;  ôc 
s*il  n'arrive  pas  à  tous  ceux  qui  s'y  appliquent  de  parve- 
nir jufques-là ,  c'eft  qu'on  étudie  d'une  façon  plutôt  hifto^ 
rique  que  judicieufe;  &  qu'on  s'imagine  avoir  tout  fait; 
lorfqu'au  bout  d'un  certain  tems  on  a  amafTé  dans  Ton  e(^ 
prit  un  tas  mal  arrangé  de  Proportions  iSc  de  Problêmes 
dont  on  ne  connoît  les  tenans  &  les  aboutiflans ,  qu'à  tra- 
vers un  nuage  rempli  d'obfcurité.  Il  ne  s'agit  donc  pas  ici 
d'aller  avec  précipitation ,  ni  de  faire  de  grands  pas ,  qui 
ne  mènent  à  rien  :  c'eft  à  l'ordre  &  à  la  liaifon  des  ma- 
tières qu'il  feut  être  attentif  autant  ôcjplus  qu'aux  matières 
même  ;  &  pourvu  qu'on  fe  gêne  à  marcher  av€c  cette 

}>récaution ,  on  éprouvera  bientôt  qije  la  Géométrie  & 
es  Mathématiques  offrent  un  vafle  champ ,  où  il  efl  per- 
mis à  tout  homme  qui  v€ut  travailler  de  partager  la  gloire 
d'une  riche  moifTon. 
Méthode aaaiy^  Quoiquc  cc  foit  aujourd'hui  un  ufage  prefque  géné- 
51  ^  rai  de  mettre  de  l'Algèbre  par-tout ,  &  de  ne  rien  dé- 
montrer qu'en  employant  les  règles  de  ce  calcul  ;  il  m'a 
paru  cependant  qu'il  m'étoit  permis  de  ne  me  pas  con- 
former à  cette  efpece  de  loi ,  pour  de  bonnes  railons  qu'il 
efl  à  propos  que  je  rapporte  :  afin  qu'on  ne  dife  pas  que 
c'efl  par  caprice  ou  par  défaut  de  lumière,  que  je  refufe 
d'acquiefcer  à  im  Sentiment  qui  paroît  avoir  pris  le 
defTus. 

En  premier  lieii ,  l'Algèbre  fuppofe  la  formation  des 
figures  auxquelles  on  l'applique ,  &  la  connoiflance  de 
leurs  principales  propriétés  ;  c'efl  par  le  moyen  de  celles- 
ci  qu  elle  parvient  à  en  découvrir  d'autres  qui  demande- 
Toient  de  plus  féiîeufes  réflexions.  Il  faut  donc  laifTer  à 
ceux  qui  commencent,  le  loifir  de  confidérer  attentive- 
ment ces  figures,  de  déduire  de  leur  formation  les  pro- 
priétés qu'ils  ont  befoin  de  connoître ,  6c  de  s'en  tracer 

dans 


PREFACE.  ùç 


dans  le  cerveau  des  images  familières  &  nettes ,  fans  lef- 
qnelles  il  eft  impoflible  qu'on  puifle  fuivre  le  fil  d'un  rai- 
fonneraent  géométrique.  Le  Calcul  qu'on  voudroit  join- 
dre ici  par  trop  de  précipitation,  ne  ferviroit  qu'à  les 
jetter  dans  un  nouvel  embarras ,  non-feulement  par  les 
dénominations  différentes  qu'il  donne  aux  mêmes  gran- 
deurs ,  mais  encore  par  l'attention  qu'il  faut  faire  pour 
ne  pas  commettre  d'erreur  dans  fes  opérations.  L'Efprit 
humain  veut  être  ménagé  :  ce  n  eft  pas  le  connoître  à 
fond ,  que  de  lui  proposer  de  plein  faut ,  tant  de  difficul- 
tés à  furmonter  à  la  fois. 

£n  fécond  lieu ,  la  {implicite  des  principes  fur  lefquels 
le  Calcul  Algébrique  eft  fondé ,  donne  une  certitude  par- 
faite à  fes  réiultats  ;  mais  elle  ne  fatisfait ,  ni  n  éclaire  Tef^ 
prit.  On  fait  après  avoir  examiné  fi  l'on  ne  s'eft  point 
trompé ,  que  les  chofes  doivent  être  comme  on  les  a  trou- 
vées par  le  calcul ,  fans  favoir  les  raifons  qui  doivent  les 
rendre  telles  \  &  dès-lors  l'efprit  toujours  curieux  de  con- 
noître les  caufes  des  effets  qui  fe  préfentent  à  lui ,  s'agite 
&  ne  cefte  d'être  dans  l'inquiétude ,  à  moins  qu'on  ne  lui 
doniie  des  démonftrations  tirées  de  la  nature  même 
du  fujet.  Il  faudroit  donc  pour  le  tranquillifer,  avoir  re- 
cours à  ces  démonftrations  ;  &  c'eft  ce  qu'on  n'a  garde 
de  faire  :  puifqu'on  n'emploie  le  calcul  que  pour  ne  pas 
fe  jetter  dans  ces  difficultés.  S'il  eft  vrai,  comme  Wîdlis 
&  quelques  Savans  de  notre  fiecle  l'ont  penfé ,  que  les 
Anciens  aient  eu  une  Analyfe  affez  femblable  à  la  nôtre, 
pour  faire  les  découvertes  qu'ils  nous  ont  laiftees;  je 
trouve  qu'ils  ont  pris  le  bon  parti ,  en  fubftituant  à  cette 
Analyfe  les  démonftrations  que  nous  trouvons  dans  leurs 
Ouvrages  :  ils  fe  font  rendus  plus  intelligibles  &  plus  con- 
yaincans,  &  de  plus  ils  ont  fermé  la  porte  aux  difputes 
qui  ne  font  que  trop  fréquentes  de  nos  jours ,  au  grand 
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fcandale  de  bien  des  gens,  &-  à  la  honte  d*unë  Séience, 
iqui  autrefois  unique  dépofitaire  de  la  veritë  entre  les 
ociences  humaines ,  ne  peut  maintenant  fe  garantir  des 
préjugés  &  des  opinion^  qui  tyrannifent  les  autres.  Un 
Auteur  aujourd'hui  entreprend  de  traiter  un  certain  fu- 
jet,  &  y  emploie  une  certaine  méthode  :  fon  calcul  fait, 
il  tire  de  fon  réfultat  les  conféquences  qu'il  croit  pouvoir 
en  déduire ,  ôf  nous  donne  ces  conféquences  &  ce  réfultat,* 
comme  autant  de  vérités  dont  on  ne  peut  douter.  Un 
amre  dans  le  même  tems ,  s'applique  à  la  même  queftioh, 
mais  par  une  autre  voie  :  fon  réfultat  &  fes  conféquences 
font  oifTérentes.  Grande  difpute  là-defliis  :  on  répond ,  on 
réplique  ;  les  écrits  fe  multiplient,  &  la  difficulté  loin 
d'être  éclaircie ,  s'embrouille  de  plus  en  plus.  D'où  peu- 
vent venir  ces  fortes  de  difputes,  dont  il  feroit  aife  de 
donner  des  exemples  récens?  Ceft,  s'il  m'eft  permis  de 
dire  mon  avis ,  qu'en  pareil  cas  les  uns  ni  les  autres  né 
cherchent  point  à  réfôudre  la  queflion  par  la  voie  qiii 
feule  pourroit  la  terminer.  Si  les  calculs  font  juftes  & 
èxa6h ,  fi  les  conféquences  qu'on  en  tire  ne  font  pas  for- 
cées ;  tout  ce  qu'on  avance  doit  pouvoir  fe  déduire  des 
propriétés  de  la  figure  fur  laquelle  on  travaille.  Pourquoi 
donc  après  le  calcul,  ne  pas  chercher  dans  cette  mêm'e 
figure ,  ce  que  l'on  a  cru  trouver  dans  fes  opérations  ?  Ce  . 
feroit  fans  doute  le  moyen  le  plus  naturel ,  ou  même  l'u- 
nique ,  de  donner  une  entière  évidence  à  la  découverte 
qu'on  a  faite  ;  &  de  foire  naître  dans  l'efprit  de  tout  le 
monde,  une  parfaite  conviôion. 

.  Ceux  qui  font  du  fentiment  qu'avant  les  nouvelles  Mé- 
thodes ,  il  n'y  avoit  d'autre  voie  d'invention  que  la  fyii- 
thefe,  par  la  raifon  qu'on  ne  trouve  aucun  veflige  de 
calcul  dans  les  écrits  des  fiecles  pafl*és ,  difent  ordinaire- 
jnent  que  les  Anciens  ne  travailloient  qu'à  force  de  tête  ^ 
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&  c'eft  à  mon  avis ,  le  plus  bel  éloge  qu'on  puiflè  leur 
donner.  En  effet,  s'ils  ne  font  parvenus  aux  connoifT^ces» 
que  nous  admirons  dans  leurs  Ouvrages ,  que  par  les  prin- 
cipes les  plus  iîmples  de  la  Géométrie  ,.&  par  une  fuiie  d^ 
bngs  railonnemensqui  cependant  ne  les  ont  jamais  jettes 
dans  Terreur;  je  ne  vois, rien  qui. marque  miejux  llélévai 
tion  de  leur  génie ,  &  rien  aiîffi  qui  Toit  plus,  humiliant 
pour  nous,  que  l'étonnement  où  nous  fommes  à  la  vue  de 
leurs  produûions.  Ne  vaudroit-il  pas. encore  mieux  nô 
travailler  qu'à  force  de  tête ,  que  de  ne  travailler  qu.'à  fprc^ 
de  calcul^  &  de  fe  repofer  fur  nos  opérations  jufqu^au  point 
de  fentir  ime  efpece  d^engourdiflement ,  lorfqu'on  exige 
que  nous  failions  ufage  de  notre  raifon?  Ceft  anéantir  \p 
but  des  Mathématiques  que  d'en  agir  ain{i  ;  &  pouf  peu 
que  le  goût  du  calciil  fe  perpétue,  on  verra  que  cette  bèUô 
Géométrie ,  que  l'on  difoitfi  utile  à  la  perfeûion  de.refr 
prit,  ne  fera  plus  qu*un  art  dans  lequel  il  ne  s*agira.pour 
réuilîr  mieux ,  que  d  avoir  acquis  une  plus  grande  nabi* 
tude  de  calculer. 

Ce  que  je  viens  de  dire  touchant  Tufage  immodé^ré  d« 
l'Algèbre  que  Ton  fait  dans  les  Mathématiques,  eft. ap- 
puyé fur  le  féntiment  des  plus  grands  Géomètres  de 
notre  fiecle.  Onne.refufera  certamement  pas  ce  titre  à 
Meflîeurs  de  Fermât  &  Ne.wton ,  ni  la  gloire  d'avoir  été 
de  grand  Calculateurs  chacun  dans  fon  efpece.  Cepen- 
dant M.  de  Fernut  dans  une  Lettre  écrite  à  un  favant 
Anglois  (*),  demande  qu'on  donne  la  folution  des  pro- 
blèmes géométriques  qu'il  propofe ,  à  la  façon  d.'Euclide 
&  indépendamment  de  l'Algèbre  ;  &  fi  Ton  veut  favoir 
quelle  enèft  la  raifon ,  c'efl ,  dit-il,  de  peur  qu'on  ne  laifTe 


^  (*)  Cette  Lettre  fe  trouve  dans  le  f«cond  volume  des  Œuvres  MathéoM<; 
âguesde  Vallis,  page  8j9. 
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périr  infenfiblement  l'élégance  des  conAruâions  &  desc 
démonAraticns  dont  les  Anciens  étoient  fî  j  aloux.  M  New- 
ton, au  rapport  de  Pemberton  fon  Commentateur,  seft 
fouvent  repenti  d'avoir  trop  tôt  pafle  à  la  Géométrie  de 
M.  Defcartes ,  &  à  la  leâure  des  Traités  analytiques  des 
Modernes ,  lorfqu'il  commençoit  à  étudier  les  Mathéma- 
tiques :  &  c'eA  fans  doute  pour  cette  raifon  que ,  quoi- 
qu'il eût  compofé  beaucoup  d'Ouvrages  algébriques ,  qui 
ont  extrêmement  enrichi  nos  Méthodes  avant  de  travail- 
ler à  Tes  Prinâpes  Mathématiques  de  la  Philofophie  natu^ 
retle;  il  n'a  cependant  employé  dans  celui-ci,  que  la  Mé- 
thode des  Anciens.  M.  W olf,  l'un  des  plus  grands  Géo- 
mètres que  l'Allemagne  ait  produit ,  foutient  que  lorf^ 
qu'on  étudie  les  Mathématiques  pour  cultiver  l'eiprit , 
&  pour  acquérir  la  jufteflè  du  raifpnnement,  il  fauts'at- 
tacner  Ibeaucoup  à  démontrer  à  la  manière  d'Euclide  : 
ique  les  démonftrations  analytiques  peuvent  à  la  vérité 
conduire  en  quelque  façon  i  cette  fin ,  mais  qu'il  s'en 
faut  de  beaucoup  qu'elles  aient  la  même  utilité  :  qu'il  pa* 
roît  par  quelques  écrits  de  Meffieurs  Defcartes ,  Newton , 
&  Herman ,  que  leurs  raifonnemens  auroient  été  bien 
plus  folides ,  s'ils  avoient  eu  un  peu  plus  d'ufage  de  la  fyn- 
thefe  ;  enfin ,  qu'on  ne  doit  pas  regarder  comme  puérile 
ce  qu'il  dit  en  faveur  de  la  Méthode  des  Anciens ,  puifl 
t]ue  les  plus  grands  génies  auroient  fait  beaucoup  mieux 
s'ils  s'étoient  un  peu  plus  accoutumés  à  cette  façon  de 
raifonner.  Je  n'ai  point  traduit  littéralement  les  termes 
de  cet  Auteur ,  de  peur  d'être  trop  long  :  mais  on  les 
trouvera  en  fubftance  dans  le  cinquième  volume  de  fes 
£lémens  de  Mathématique ,  imprimé  à  Genève ,  au  (t- 
cçnd  chapitre  de  la  Diuertation  où  il  eA  traité  de  la  fa- 
çon d'étudier  cette  Science.  Je  poùrrois  rapporter  le  fen- 
timent  de  grand  nombre  d^autres  Auteurs  modernes ,  qui 
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penfent  à  peu  près  de  même  :  mais  ceci  fuffit  pcmr  faire 
voir  de  quelle  manière  il  faut  ufer  des  différentes  Mé- 
thodes, pour  ne  pas  tomber  dans  des  abus  qui  méritent 
d'être  blâmés.  On  peut,  &  on  Êiit  même  bien  de  calcu- 
ler ,  lorfqu'on  a  acquis  toutes  les  connoiflances  néceiïaires 
pour  s'en  tirer  avec  fuccès  :  cette  voie  foulage  Fefprit 
dans  fes  recherches ,  &  abrège  beaucoup  le  travail.  Mais 
après  avoir  trouvé  ce  qu'on  cherche ,  il  faut ,  autant 
qu'on  peut,  l'appuyer  fur  de  bonnes  démonftrations ;  ôç 
ne  pas  compter  que  les  opérations  que  l'on  a  faites ,  puifr 
fent  tenir  lieu  d'un  raifonnement  qui  entraîne  l'évidence 
&  la  conviâion. 

Au  refte ,  je  n'ai  garde  de  penfer  qu'on  doive  bannir 
entièrement  de  nos  Ecoles ,  l'Âlgebre  &  la  connoiflànce 
des  nouvelles  Méthodes.  Je  fais  qu'il  y  a  beaucoup  d'Of- 
ficiers très*capables  d'y  faire  de  grands  progrès ,  &  de 
s'en  fervir  même  avec  utilité.  Mais  comme  ces  calcuk  ^. 
fbuvent  plus  curieux  que  néceflaires ,  font  extrêmement 
attray  ans ,  au  point  même  qu'on  a  vu  bien  des  perfonnes 
quitter  tout  pour  s'y  attacher ,  je  crois  qu'il  efl  bon  d'en 
parler  fobrement ,  &  qu'il  vaut  mieux  faire  des  Géomè- 
tres confommés  dans  la  pratique  de  leur  métier ,  que  de 
i&ire  des  Savans  abftraits  qui  prendroient  du  dégoût  pour 

frand  nombre  de  détaik  dont  ils  ne  peuvent  fe  difpenfer. 
lais  il  eft  tems  de  donner  ici  le  plan  de  mon  Ouvrage.. 
Je  le  dï  vife  en  trois  Livres  :  le  premier  contient  les      DiviCon  de  cet 
Elémens  de  l'Arithmétique ,  de  l'Algèbre ,  de  l'Analyfe ,    <^"^"««- 
des  Raifons ,  Proponions ,  &  Progreflions  arithmétiques 
&  géométriques ,  avec  un  petit  Traité  des  Logarithmes. 
Le  fécond  renferme  les  Elémens  de  la  Géométrie ,  de  la 
Trigonométrie,  du  Nivellement,  de  la Planimétrie ,  de 
la  Stéréométrie ,  des  Se£iions  coniques ,  le  Toifé  de  la 
Maçonnerie  &  celui  des  BoisiËRfin-,  j'ai  compl-ii  dans 
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fleglé  de  Société ,  &  à  celle  d'Alliage ,  &  les  queftions 
numériques  que  j'y  ai  ajoutées,  diffiperont  beaucoup 
Tennui  que  refprit  en  foufire  ordinairement  ;  &  fi  l'on 
veut  en  bannir  toute  abftraéHon ,  èc  joindre,  une  parité 
clarté  à  une  entière  certitude,  je  confeille  à  ceux  qui  s'y 
appliqueront  de  fubflituer  dans  chaque  Proposition  des 
nombres,  au  lieu  des  lettres  de  l'Alphabet  ;  ce  que  jcî 
n'ai  pas  toujours  fait ,  pour  éviter  d'être  trop  long. 

Il  fe  trouve  dans  les  Mathématiques  des  grandeurs  qu'oa 
ixovam&Jburaes ,  irrationnelles ,  ou  incommenfurables  :  parce 
qu'on  ne  peut  exprimer  en  nombre  le  rapport  qu'elles  ont 
à  des  grandeurs  connues.  Les  fignes  que  1  on  emploie  pour 
marquer  ces  grandeurs  fe  nomment  Signes  radicaux ,  6c 
la  manière  dont  on  fait  les  opérations  de  l'Arithmétique 
furlesincommenfurables,  fe  nomme  Calcul  des  radiaux. 
Quoique  cette  matière  ne  foit  pas  d'un  ufage  fort  fré- 
quent, j'ai  cru  cependant  ne  devoir  pas  l'omettre  :  afin 
que  dans  les  occafions  qui  peuvent  fe  préfenter,  on  n'y 
trouve  aucun  embarras.  C'efl  pour  la  même  raifon  que 
j'explique  aufli  le  Calcul  des  £xpofans  qui  apprend  à  fe 

{>afler  quelquefois  des  fignes  radicaux  :  d'autant  plus  que 
es  règles  de  ce  Calcul  font  les  mêmes  que  celles  des  Lo-> 
garithmes  dont  l'ufage  abrège  beaucoup  le  travail  dans 
Je  Calcul  Trigonométrique.  Au  moyen  de  ce  que  je  viens 
de  dire,  on  peut  s'afliirer  de  trouver  dans  ce  premier 
Livre ,  qui  certainement  n'e{l;  pas  bien  long,  tout  ce  qu'il 
y  a  d'eflentiel  à  favoir  fur  l'Arithmétique  &  l'Algèbre  , 
]oint  à  bien  des  queflions  utiles  &  néceâàires  à  l'Artilleit 
rie.  Par  exemple  ;  j'ai  fait  voir  comment,  par  le  moyen, 
de  la  fimple  addition ,  on  peut  former  facilement  des  Ta* 
blés  pour  trouver  tout  d'un  coup  le  nombre  de  boulets 
contenus  dans  une  pile,  de  quelque  figure  qu'elle  foit  : 
comment  auflt  on  peut  découvrir  la  même  chofe  indé- 
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pendamment  des  Tables  ,.  par  Fe  moyen  de  quelques^ 
fpnnules  algébriques  très^ûmples  &  faciles  à  conftruire  : 
comment  on  peut  connoitre  u  dans  une  pièce  de  Canon> 
qu'on  veut  refondre,  Talliage  a  été  bien  fait ,  Ôcc. 

C'eft  une  queftion  qui  n!eft  pa^  encore  bien  décidée  ^j-JJ^**^*  *^* 
parmi  les  Sçavans  de  nos  jours ,  favoir,^?  l'on  peut  trùter 
les  EUmens  de  la  Géométrie  dune  façon  différente  de  celle 
dEuclide.  Il  eft  confiant  que  cet  Auteur  n'a  penfé  qu  a 
ranger  fes  Proportions  de  manière  qu'elles  fe  ferviflent 
de  preuve  les  unes  aux  autres  yàc  qu'il  y  a  très- bien  réuf» 
fl.:  maisà  cela  près ,  il  y  a  fi  peu  d'ordre  dans  les  matières? 
qu'il  traite ,  qu'il  n'en  faudroit  pas  davantage  ponr  accou' 
tumer  refprit  au  défordre  &  à  la  confufion.  D'un  autre 
côté,. il  efl  fur  que  quelques  Auteurs  modernes- ont  m\& 
dans  leurs  écrits  l'ordre  &  l'arrangement  le  phis  naturel 
&>lè  plus  fimple  qu'on  puifTe  fouhaiter  ;  ôc  delà ,  il  femble 
d'abord  qu'on  ne  doive  point  héfitcr  de  préférer  leurs 
ouvrages  à  celui  d'Euclide,  malgré  la  vénération  que  les 
Anciens  lui  ont  toujours  portée.  Cependant  comme  ces 
Auteorsont  cru  pouvoir  fe  difpenfer  de  démontrer  certain- 
nés  chofesqui  apparemment  leur  paroiâbient  tomber  fur 
le  bon  fens  ;  d'autres  Auteurs  non  moins  célèbres  qu'eux , 
&  entre  autres  M.  "Wolf  dans  le  cinquième  tome  de  fes  Elé- 
mens,  fe  font  récriés  contre  leur  Méthode,  pour  des  raifons 
qui  ne  font  pas  abfolument  à  méprifer.  Le  véritable  efprit 
de  la  Géométrie ,  difent-ils ,  efl  de  démontrer  tout  ce  qui 
n'efl:  pas  d'une  entière  évidence  ;  de'  façon  que  tout 
homme  raifonnable  qui  voudra  y  faire  attention ,  foit 
forcé  «de  donner  fon  acquiefcement  :  les  pïreuves  qu'on 
établit  fur  ce  qu'on  a  coutume  de  nommer  le  bon  fens  «  nô 
fauroient  p;roduire  cet  'effet.  Les  hommes  difputent  tous 
les  jour^i^rpe  s'accordent  prefqpe  jamais  \  qyoiqutil  n'y 
§it  ai^ui^  d^ëntre  eux  qui  ne  s'ima.o^ine  que  le  bon  fens  ôc 
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la  raifon  lui  donnent  gain  de  caufe  :  il  faut  donc  des  raifon- 
nemens  plus  précis  &  moins  vagues,  pour  parler  en  vrai 
Géomètre  ;  &  prendre  garde  que  les  négligences  que 
l'on  commettroit  en  ceci ,  introduiroient  le  doute  &  l'm- 
certitude  dans  une  Science  que  l'on  a  toujours  regar- 
dée comme  la  feule  qui  puifle  bannir  le  pirrhoniîme 
du  milieu  de  nos  fociétés.  Cette  diverfité  de  fentimens 
entre  tant  de  célèbres  Auteurs ,  m'a  tenu  long-tems  dans 
la  perplexité  fur  le  choix  que  je  devois  faire  d'une  Mé- 
thode :  mais  enfin  m'étant  apperçu  qu'on  pouvoit  fort 
bien  fuivre  l'ordre  des  Modernes;  &  démontrer  avec  au- 
tant ôc  plus  de  rigueur  qu'Euclide  l'a  fait ,  je  n'ai'plus 
balancé  de  prendre  un  parti  qui  doit  faire  marcher  en- 
femble  la  force  du  raifonnement  &  la  beauté  de  l'ordre 
naturel.  M.  Wolf  a  porté  fon  jugement  avec  trop  de  pré- 
cipitation ,  lorfqu'il  s'eft  avancé  jufqu'à  dire  qu'on  ne 
pouvoit  abandonner  la  marche  qu'Euclide  a  tenue ,  fans 
aibandonner  en  même  tems  la  rigueur  des  démonftrations. 
S'il  avoit  bien  voulu  y  réfléchir  plus  mûrement ,  l'éten- 
due de  fon  génie  lui  auroit  bien-tôt  fait  voir  que  les  né- 
gligences de  nos  Modernes  ne  font  que  de  légères  taches 
qu'on  peut  fort  aifément  eflacer  de  leurs  Ouvrages ,  fans 
toucher  à  l'élégance  de  leur  Méthode.  Ce  feroit  après 
tout  une  chofe  bien  étrange,  &  qui  marqueroit  bien  la 
foiblefle  de  l'elprit  humain,  fi  pour  raifonner  jufte  il  nous 
iàlloit  abfolument  pafler  des  triangles  aux  lignes,  du  com^ 
pofé  au  fimple ,  &  prendre  par  conféquent  des  routes  G. 
oppofées  à  celles  que  la  Nature  ne  manque  jamais  de  te- 
nir. J'ai  été  bien  aife  de  faire  obferver  ceci ,  afin  qu'on  ne 
foit  pas  étonné  fi  je  mets  au  nombre  des  Propofitions  géo- 
métriques ,  des  chofes  qui  paroiflent  à  bien  des  gens  n'a- 
voir pas  befoin  d'être  démontrées ,  parce  qu  elles  n'ont 
pas  trouvé  de  contradiâeurs.  Il  eu.  plus  difficile  qu'on  ne 
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penfe  de  faire  des  £lémens  de  Géométrie ,  quand  on  ne 
veut  établir  d'autres  fuppoiitions ,  que  celles  qu'on  ne 
peut  abfolument  conteAer;  ôcquoiqu'en  veuille  dire  les 
Partifans  d'Euclide ,  le  huitième  axiome  de  Tes  Ëlémens 
qu*on  lui  a  toujours  reproché  avec  raifon ,  fait  afTez  voir 
que  fa  Méthode  n'eft  pas  fl  parfaite  qu'on  ne  puifle  faire 
mieux. 

L'étendue  en  longueur  ,  largeur  &  profondeur  ^  LxGioMtTwi. 
eft  l'objet  de  la  Géométrie.  Chacune  de  ces  dimen- 
fions  prifé  à  part,  fe  nomme  ligne  droite  ou  courbe, 
félon  quelle  fuit  toujours  la  même  route,  ou  qu'elle  en 
change  à  tous  momens  en  prenant  à  droite  ou  a  gauche^ 
Les  grandeurs  comprifes  fous  deux  dimensions  fe  nom- 
mQnt fur  faces  \  &  celles  qui  font  comprifes  fous  les  trois^ 
fe  nomment  folides  ou  corps. 

Pour  fuivre  donc  l'ordre  que  je  me  fuis  prefcrit,  je 
confidere  d'abord  les  propriétés  des  lignes  droites  félon  les 
différentes  pofitions  qu'on  peut  leur  donner,  &  les  diffé- 
rentes figures  qu'elles  peuvent  former  par  leur  rencontre. 
J'examine  auffî  les  rapports  qu'elles  ont  entre  elles,  félon 
les  diôerentes  manières  dont  elles  fe  coupent,  &  de*là  je 
pafle  à  la  ligne  circulaire  qui  efl  la  feule  courbe  dont  on 
traite  dans  la  Géométrie  fimple ,  à  caufe  que  c'efl  la  feule 
qu'on  puiffe  décrire  avec  le  compas  :  j'en  rapporte  grand 
nombre  de  propriétés  qu'on  pafle  ordinairement  fous  fi- 
lence  dans  les  Ëlémens  ;  &  ce  qui  m'a  obligé  d'en  ufer 
ainfl ,  c'efl  que  ces  propriétés  aflez  curieuies  par  elles- 
mêmes,  &  ^ci les  à  démontrer,  peuvent  conduire  fans 
beaucoup -de  peine  à  la  connoiflance  par&ite  des  feétions 
coniques  que  l'on  a  toujours  regardée  comme  la  partie  la 
plus  abflraite  de  la  Géométrie  ;  ce  qui  lui  a  donné  le  nom 
de  Géométrie  compofée.  Après  ceci,  j'explique  les  prin- 
cipes de  la  Trigonométrie,  c'efl-à-dire ,  de  la  fcience  qui 

cij 


XX  P  £   E  P  A  t  È, 


l 


apprend  à  connoitre  des  -côtés  i&  les  angles  À'unfttnim\t 
parda  connoifl^ce  de  quelques  unes  de  ces  chofes.  Je'nis 
voir  lufage  qu'on  en  peut  faire  fur  le  terrein ,  pour  lever 
des  Plans  &  des  Cartes ,  &  pour  mefurea*  des  ^iiâances 
iicceffibles  ou  inaecdlîbles  :  d'où  Ion  peut  juger aîréroeisc 
defon  utilité  pour  TApt  de  la  Guerre,  &  pour  les  Sièges 
des  Places  où  l'Affiégé  ne  permet  jamais  de  Tabonler  de 
irop  près  '.lenfin  je  termine  ce  qui  concerne  les  lignes  par 
4e  Nivellement. 
LesSuiûces.       Les  furfaces  ibnt  ou  planes ,  ou  courbes  :  les  âar£ices 

planes  font  celles  dont  toutes  les  parties  ne  baiflentni  rit 
nauiTent  pas  plus  les  unes  que  les  autres ,  comme  la  furface  ' 
■d'un  miroir  ordinaire,  d'im  plancher  bienuni^  &<:  :  &  les 
âirfaces  courbes  font -celles  <donft  toutes  les  parties  tie  ù}nt 
•as  difpofées  comme  il  vient  d'>étre  dit  -,  tdic  eu.  ia  ifw- 
ce  4'une  coionne ,  d'une  boule ,  d'un  pain  de  (ucre ,  ^c 
Je  donne  les  régies  qui  apprennent  à  mefurer  les  furfaces 
-planes;  4  juger  de  leur  rapport  ;  à  ieur  donner  difierentes 
.âgures  &ns  changer  leur  grandeur;  à  lesdivifer  en  tel 
nombre  de  parties  égales  ou  inégales,  dans  telle  raifon 
-qu  en  jugera  à  propos  ;  &  à  connokre  entre  les  iurfaces 
mil  ont  un  mente  circuit,  quelles  font  les  plus  grandes. 
C  eft  à  Foccafion  de  ceci ,  que  je'  fais  voir  qu'entre  les 
magciiins  qui  ont  un  même  contour ,  ceux  qui  â^nt  faits 
-  en  quarrés-longs ,  ont  moins  de  capacité  que  ceux  dont 
•  la  figure  eft  <|uarrée  ;  que  les  quarrés  contiennent  moins 
que  ceux  qui  feroient  faits  en  polygones  réguliers  d'un 
plus  grand  nombre  de  côtés  ;  àc  enfin  que  les  ronds  ont 
Beaucoup  plus  de  capacité  que  les  autres.  D'où  j'ai  in- 
féré que  pourvu  que  les  Magasins  ronds  foient  pro- 
pres aux  uiàges  auxquels  on  les  dëôine ,  on  doit  les 
préférer  à  tous  les  autres  ;  d^autant  plus  que  leurs 
▼oûtes  étant  moins  expofées  au. choc  direâ  des  Bombes  , 
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doivent  réâfter  plas  long-tems  à  leurs  efforts. 

J*ai  tenu  à  peu  près  la  même  méthode  à  l'égard  des  fo- 
lides  &  de  leurs  iiirfaces ,  ^i  compremient  ce  qui  regarde 
les  {urfaces  courbes  ;  &  j'en  ai  dit  beaucoup  plus  fur  ces 
fDatieres,  qu'on  nVi  coutume  d'en  dire  dans  les  Elémeos 
où  l'on  (k  borne  aux  prifines.,  aux  cylindres ,  aux  pyrami- 
des ,  aux  cônes ,  &  4  la  fphere.  Toute  cette  Géométrie 
eA  entremêlée  de  grand  nombre  de  Problêmes,  qui  joi- 
gent  la  théorie  à  la  pratique  ;  &  qui  épaignent  à  l'eipHt  la 
contention  trop  forcée,  qu'une  longue  &  continuelle 
tbéorie  iie  ^nanqueroit  pas  de  lui  cauler. 

Jb  fais  iiicoéckr  immédiatement  à  la  Géométrie  la  doc-  .^  Seaions 
irine  des  feétions  comques.  Appollonius ,  &  la  plupart  des 
anciens  Géomètres,  om  extrêmemeiiit  approfondi  ces 
courl)es  ;  &  ne  nous  auroiem  rien  laifle  à  defirer,  fi  la 
confufîon  &  le  défordre  qui  régnent  dans  leurs  Ecrits ,  ne 
dégoutoient  le  Leâeur  de  la  âtigante  attention  qu'il  fau- 
droit  leur  donner,  La  plupart  des  Modernes ,  prévenus  en 
faveur  de  l'Algèbre ,  le  font  imaginés  qu'il  n'y  avoit  que 
cette  voie  pour  bien  traiter  cette  matière;  &  malheureu- 
fement  il  efl  arrivé ,  qu*à  Fexception  des  propriétés  de 
l'axe  qu'ils  ont  déduites  aifément  de  la  formation  des 
courbes ,  ils  n'ont  pu  parvenir  à  démontrer  les  autres  que 
par  des  détours  peu  naturels  &  des  calculs  embarraâans, 
dont  on  efl  rebuté  d'autant  plus  qu'on  ne  voit  qu'avec 
beaucoup  de  peine  la  liaifon  &  l'enchaînement  que  la  Na- 
ture a  mifes  entre  ces  propriétés.  Le  parti  qu'il  m'a  femblé 
devoir  prendre,  a  été  de  montrer  d'abord  comment  il  faut 
couper  un  cône  pour  y  former  les  trois  feâions  coniques, 
&  de  quelle  manière  on  y  découvre  leur  principale  pro- 
priété :  de  faire  voir  enfuite  comment  on  peut  tracer  fur 
un  plan  ces  mêmes  courbes  ;  &  déduire  de  leurs  forma- 
tions, grand  ncMnbre  d'autres  vérités  importantes,  en 
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n'employant  prefque  jamais  que  les  propriétés  du  cercle 
dont  j'ai  parlé  ci-deflus.  Par  ce  moyen,  l'étude  abftraite 
des  feâions  coniques  fe  change  eu  une  efpece  d'agréable 
amufement  très-propre  à  faire  connoître  l'admirable  fé- 
condité qui  naît  de  l'application  des  principes,  &  l'en- 
chaînement naturel  qui  fe  trouve  entre  les  différentes  par- 
ties des  Mathématiques.  L'expérience  que  j*en  ai  faite  à 
l'Ecole  de  1?  Fere ,  parle  avantageufement  en  faveur  de 
ma  méthode  :  il  n'eft  aucun  de  nos  Meflieurs  qui  en  peu 
de  tems  n'ait  acquis  beaucoup  plus  de  connoiflànces  fur 
cette  matière ,  qu'il  n'en  avoit  acquis  par  une  longue  ap- 
plication aux  formules  algébriques  qui,  de  leur  propre 
aveu,  leur  a  voit  inipiré  beaucoup  de  dégoût.  Je  ne  m'ar- 
rêterai pas  ici  à  faire  voir  l'utilité  des  feâions  coniques  : 
il  fuffira  de  dire  qu'on  trouve  ces  courbes  prefqu'à  chaque 
pas ,  dès  qu'on  veut  pouder  fon  étude  au-delà  des  fimples 
Èlémens;  &  qu'en  particulier  l'on  ne  pourroitrien  flatuer 
de  certain  fur  l'art  de  tirer  le  Canon  &  de  jetter  les  Bom- 
bes, &ns  la  connoiflànce  de  la  parabole  &  de  fes  proprié- 
tés. 

Sur  la  fin  de  ce  fécond  livre ,  j'explique  le  Calcul  du 
Toifé  des  furfaces  &  des  folides;  &  celui  du  Toifé  des 
Bois ,  dont  l'ufage  eft  prefque  journalier  dans  la  plupart 
de  nos  Arfenaux. 
l'Aritbmé.  L'Arithmétique  des  Infinis  dont  je  traite  au  commen- 
TiQUEDEs  UiFi-  çç,„enj  ^jy  troificmc  Livre ,  efl  une  extenfion  de  la  Mé- 
thode des  Indivisibles  de  Cavallerius  ;  &  c'eft  elle  qui  a 
donné  naiflance  à  nos  nouveaux  Calculs;  je  veux  dire  le 
différentiel  &  l'intégral.  L'objet  de  cette  Science ,  appli- 
quée à  la  Géométrie,  efl  de  trouver  la  mefure  des  lur- 
faces  &  des  folides  ;  par  la  connoiflance  du  rapport  qu'ont 
entre  eux  les  Elémens  dont  on  conçoit  que  ces  quantités 
font  compofées.  Son  étendue  n'efl  pas  à  la  vérité  fi  grande 
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que  celle  des  nouveaux  Calculs  :  mais  elle  a  l'avantage 
d  avoir  des  principes  plus  clairs  âc  plus  commodes  pour 
la  pratique  ;  &  de  plus^  Ci  les  nouveaux  calculs  vont  plus 
loin ,  ce  n'eA  qu'à  la  faveur  des  fériés  infinies  qu'ils  em- 
ploient, &  qui  après  tout,  ne  font  que  des  approxima- 
tions. J'ai  reflerré  cette  matière,  autant  qu'il  m'a  été  pof- 
(ible  :  mais  comme  j'y  ai  mis  beaucoup  d'exemples  qui  en 
font  voir  l'ufage ,  j'en  ai  aflez  dit  pour  qu'on  puiffe  en 
déduire  grand  nombre  de  conféquences  qui  en  feront  fen- 
tir  toute  l'utilité. 

La  Méchanique  en  général ,  eft  la  Science  duMouve-  LAMécHANi. 
ment  :  elle  contient  les  règles  des  difFérens  mouvemens  , 
la  Statique  ou  l'équilibre  des  corps  folides;  l'Hydroftati- 
que  ou  l'équilibre  des  corps  folides  plongés  dans  les  fluides  ; 
l'Airométrie  ou  la  connoiflânce  des  dinérens  changemens 
qui  arrivent  à  Tair ,  &  l'Hydraulique  ou  les  règles  du 
mouvement  des  fluides. 

Il  y  a  des  mouvemens  que  je  nomme  Ms,  parce  qu'ils  J^^****®"^* 
exiftent  dans  h  Nature,;  &  d'autres  que  je  nomme  mou- 
\  tmtns Jyftématiq  ues ,  parce  que  nous  ne  fa  vous  pas  s'ils 
exiflent  réellement,  &  que  nous  ne  les  connoiflTons  que 
par  les  hypothefes  que  quelques  Auteurs  ont  faites  pour 
expliquer  les  diflferens  phénomènes  du  Monde  matériel. 
Je  n'entre  point  dans  l'explication  des  mouvemens  (y^é- 
matiques  :  cela  me  jetteroit  dans  des  détails  inutiles  à  nos 
Ecoles ,  &  qu'il  faut  laiflTer  aux  Aftronomes  &  aux  Phy- 
flciens.  Je  me  borne  aux  loix  du  mouvement  uniforme , 
du  mouvement  uniformément  accéléré  ou  retardé ,  du 
mouvement  compofé  de  deux  ou  pluiieurs  forces  uni- 
formes, &  du  mouvement  compofé  de  deux  forces,  dont 
l'une  eft  uniforme ,  &  l'autre  uniformément  accélérée, 
ou  pour  mieux  dire  accélérante. 

Ceft  fur  ce  dernier  mouvement  queil  fondé  l'art  de 
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Jet  des  Bombes,  jet^er  les  Bombes  ;  &  ronr<  peut  dire- que  ce  feroit  la  dé*^ 

couverte  la  plus  belle  &  là  plus  intéfei^nte*  qu'on  eût  pu 
^ir^ ,  (î  dans  la  pratique  grand  nombre  d'accidens  n'en 
aâbibliflbit  la  certitude.  L'aiv  réMe  au  mouvement  du 
mobile  avec  difTérens degrés  de  force,  cauféspar  les  alté^ 
rations  qu'il  fouâre ,  félon  les  diffërens  degrés  de  chaleur , 
de  froideur ,  de  fécherefle ,  &  d'humidité ,  dont  il  eCt  fuf-^ 
ceptible.  Les  Bombes  &  les  Mortiers ,  quoique  coulés 
avec  beaucoup  de  foin,  ne  peuvent  être  faits  avec  cette 
extrême  juftcfle  qui  empécheroit  qu'il  n'en  provînt  aucun 
dérangement.  La  poudre  eft  fu jette  aux  altérations- de 
r^ir  ;  oc  de  plus,  les  matières  qui  la  compofent  ne  fe  mê- 
lent jàhiais  ubien,  qu'elle  puiiTe  être  homogène  &  uni- 
forme dans  toutes  fes  parties  :  ce  qui  produit  des  inflam- 
.  mations  plus  ou  moins  promptes ,  èc  par  conféquent  diffé- 
rons degrés  de  vîteflè  dans  le  mobile.  La  manœuvre ,  quel- 
qu'attention  qu'on  ait,  ne  fauroit  fe  faire  dans  la  précifion 
géométrique  ;  &  tous  ces  accidens  venant  à  fe  combiner 
d'une  infinité  de  façons ,  produifent  aufli  une  infinité  d'ef- 
fets difTérens ,  que  les  règles  de  la  théorie  ne  peuvent  ga- 
rantir ,  qu'autant  qu'un  Officier  intelligent  &  habile  s'ap- 
plique à  connoître  ce  qui  les  altère ,  pour  parvenir  plus 
iurement  à  fon  but  à  travers  tant  de  variations» 
*  Une  longue  pratique ,  &  des  épreuves  fouvent  réité- 
rées ,  font  ici  d'une  grande  utilité  :  mais  il  faut  prendre 
garde  que  ces  épreuves  étant  toujours  accompagnées  de 
quelques-unes  des  circonflances  dont  on  vient  de  parler, 
ne  ferviroient  qu'à  faire  imaginer  de  vains  fyflêmes ,  Ci 
lk)n  ne  partoit  d'un  point  fixe  &c  affuré  qu'on  n'abandonne 
jamais  de  vue.  Pour  n'avoir  pas  pris  cette  précaution.  Ri- 
vant ,  Tartaglia ,  Diego  Ufano ,  CoUado ,  &  prefque  tous 
les  Auteurs  qui  ont  écrit  fur  l'Artillerie  &.fur  les  portées- 
des  pièces,  nous  oqt  débité  de  groffieres  erreurs  qui  au- 
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loient  peut-être  encore*  aùjourdliin  des  Partifans,  fi  M,. 
fiiondel  dans  fon  excellent  Traité  de  l'Art  de  >etterles 
Bombés,  n'en  avoit  découvert  toute  la  fauffeté;  De  toutes 
le»  voies  qui  peuvent  conduire  à  là  connoiflânce  du  vt^^' 
il  n'en  eft  point  de  plus  fufpeâe  que  celle  de  certaines 
expériences  :  leurs  effets  fe  montrent  aux  yeux,  m^ks 
caufes  qui  les  produifent  font  un  peu  plus  enveloppées ,  2c 
ne  fe  découvrent  pas  aifément.  Cependant  on  v^ut.ril«t 
fonnei* ,  &  avoir  la  gloire  de  la  découverte  :  on  forme  dofic 
des  conjeâures ,  fans  fe  donner  le  tems  d'examiner  totttfeS: 
les  çi'rconftances  :  les  conjeéhires  mènent  au  (yAême  ;  6c 
le  (yflême  une  fois  imaginé ,  on  Texpofe  aux  yeux  du.Pu- 
blic.  L'adreÛê  confide  à  le  préfenter  du  plus  beau  cdté,  à 
diÏÏimuler  ce  qu'il  y  a  de  foible ,  &  à  mettre  fouyent  âir 
le  tapis  le  petit  détail  des  expériences  :  nioyennant  cela  on 
éblouit  les  eijpriils  peu  éclairés;  la  préfomption  fait  les  fyAê- 
mès,  &  l'ignorance  trop  crédule  les  adopte.Mais  qu'arrive- 
t-il?  Lavéritéprend  enfin  le  .deffus  :1a  çhsmere.fediinpe  8c 
s'évanouit,  Ôc  h  çonfunoh en  refte  àl'AuteUrôc àfespar- 
tifans ,  qui  font  tous'  étonnés  d'avoir  été  féduitsi  La  Nature 
èft  une  e^ere  de  Protéé,bren  différent  de  celui  qu'I^omere 
nous  déi>eifM:  ii  ^gréabléhiibht.  Il  fat^t  Joi  (iiivre  fans,  reiâcfaie; 
éclaîïeir'Tes: 'déhïïrt;hés7'ôç* Uf^pcçr  à^ près  :  Rf^b; dès 
qa.dnv<vit  làrgaîrotkr,,  6c  raflujét^lr  àJes  r^ifonnchiëiis 
toujours^  bornée;'  *^e 'Réchappe v  ÔÇ:  par  ceût  ncftivelles 
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Les  nôùveâutéi  en  fait  d'^rtiUeriç  font  foûv^nt  ii.per- 
nicieufes  à  l'Etat,  qu'on  ne  feuroit  être  trop  fur  ft$ 
gardes  pour  n'en  produire  que  de  la  bonne  façon.         = 
'  Il  fetrouve  toujours  entre  plufieurs  corps,  oujeotrèUs  fcrf&wf^sS 
pâmes  d'un  mên^e  corps ,  un  point  qu  og  noipine  ceiiixe  iMÉ 
id'équilibre ,  loriqult  s'agir  de  pludeurs  corps;  &  centr^ 
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^'de-gravité,  lorfqu'il  eftqueftioii  des  parties  d'un  même 
/  cotps.  Sa  propriété  confifte  en  ce  que  les  çofp's ,  ou  les 
'  Parties  d'un  même' corps,  fe  tiennent  en  équîlubre  autour 
i  :de  lui ,  dès  qu'il  n'a  point  de  .mouvement.  Je  commence 
<  ibi  Statique  par  la  recnerche  4e  ces  fortes  de  points  ;  je  fois 
«•..vôirleur  utilité  pour  la  connoîflTance  des  foTces  mouvan- 
i  ieis,  &lès  avantages  qui  en  proviennent  à  la  Géométrie, 
^iidésptliç  que  le  fî.  Gulcfin  Jefuite;,^  a  déçpuyeri;  .qu'il  fuffi- 
-ifoit'-dé^c^çïflrioîtré^  le^  centré  dé  gravité,  fl'ûne  lîgure  plane , 
c j&Mà  valeur  tfé.  cette  figure ,  pour  connoîtré  aiftment  le 
c^lidéqu'iéllé  produit",  lôrfqu*éllé  tourn^  autour  d'une 
>ligâe  prife  pour  axe  de  mouvement.  CetteTMéthode  s'é- 
-Jtertd  àtiffi  à  la  mefùre  de  t8ns~  tés  on^êts*  ^^  tron- 

j:que«5  ôc'c'eft  pour  cette  tâifoii  que  je  nie  fiis  arrêté  beau- 


ib  à  chercher  les^ centres  de  gr-ayitë,4ç^ grand  nombre 
r  de  furfeces  planes.  De-là  je  pafle  à  ce  qui  concerne  l'é- 
-  quilibre  des  corps  qui  font  fur  des  plans  inclinés,  6c  de 
•  ceux  qui  fe  foutienneÂt  avec  des  cordes  ;  &  je  viens  en&i 
:  à  Teï^plication  dp$  diiTérentes  machines.  Je  n'en  rapporte 
-qu'un  certain  nombre ,  telles  que  font  les  difFérenjtes'  ef- 
'  peces  de  leviers  v- la  Balance  Romaine,  la  Balafice  0141". 
:  naire,  la  Pouliéfvlés  Mouffles,  la  Roiie  dans  ion  aifljieu,' 
,  ;les  Roues  dentées,  la  Chèvre ,  la  Vis,  &.  le-Ço^  :  mais  ce 

<  -que  j*enfeighé  touchant  la  manière  de  /aTc^lér  le  rapport 

<  de  lapuillance  au  poids  dans  cetles-ci ,  fervira  également 
r  pour  le  calcul  des  Machines  plus  compofées,  qui  n'en  font 
a  que  dés  répétitions  Sc'des  différentes  combinaifons. 

^l'Hydndtaï  .:!  DansITiydroftatique,  on  apprendra  à  ^  connoîtré  ce* 
^'  ^que  c'ôft^e  là  ma0e  d'un  cérjps ,  fon  voîuqiie  ,*  fji  deiriité  ,' 

lU  pefanteur  abfolue^  ôc.fa  pèfanteur fpécifique  'ycoaçmeat 
on  trouve  les  pfanteûrsfoécifiques  des  fluides  &  desfo* 

'lîdes  ;  -Xîé  oui  le  paffe  lorkm^ûn  corps  eft  plongé  dans  un 

^Jmm  qm  s  {(tus  ou  nxomsd^  Jpefanteur  rjp.egiique  que  lu^i 
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de  quelle  manière  on  peut  faire  flotter  un  corps  qui  devroit 
naturellement  aller  à  fond,  &  en  faire  enfoncer  un  autre 
qui  devroit  fumager.  Ceis  connoiflances  font  fort  utiles 
pour  TArt  de  la  Guerres  on  efl:  fodvent  obligé  de  faire 
paflTer  une  Anméé  fur  <lôs  Ponts  jettes  fur  une  rivière  ;  de 
tranfporter  des  Equipages ,  dés  Canons  &  des  Mortiers  fur 
des  batteaux  :  il  ^  donc  à  propos  de  connoître  câ  que 

;xes^onts-peuyeîjt'fappOFterj  k^charge  qu'on  peut  mettre 
dans  les  batteaux  iàns  les  &iré  Aibmergér)  &  le  mc^en 

•  de  lès  élevep  fur  Téau-,  lorfque  par  quelque  accident  ils 

-  ibnt  coulés*  à  fond.        '  . 

L'Airométrie:  traite  des  propriétés  de  l'air,  de  fa  pe-  •  L'Airométr.e.! 
.fauteur,  de  fonréflbft,  de  fon  n^çuvflîmieHt , -&  ^eà  diffé- 
rentes condenfakiiDns  &  raréfgâi^ftâ  que  caufent  dans  lui 
le  âroidy  le  xrhaud,  l'humidité,  la  fééhéreflè,  &  lès  va- 
peurs ôc  exhàlaifons  qui  fortent  chi  fein  de  la  Terre.  Les 
Inflmmens  dont  on  fe  fert  pour  juger  plus  aifément  de  la 
plupart  de  ceschofes,  font  le  Baromètre ,  le  Thermome- 
:  tr e ,  le  Manomètre ,  &  l'Hygromètre  :  mais  comme  c' eft 
encore  ici  une  matière  de  rhyfique  ,  où  la  variété  des 
accidens  peut  détourner  la  plus  fine  théorie ,  il  faut  être 
attentif  à  ne  rien  ftatuer  avec  trop  de  précipitation  fiir  la 
foi  de  ces  Inârumens ,  ni  des  expériences  qu'on  pourroit 
avoir  ^tes. 

-* 

Dans  l'Hydraulique  enfin,  j'explique  quelle  eft  la  na-  L'Hy*ffliî<ïue.M 
ture  du  mouvement  de  l'eau ,  comment  on  peut  calculer 
la  dépenfe  qui  s'en  fait  par  Torificènd'un  vafe ,  ou  par  l'ou- 
verture d'une  rivière ,  ou  d'un  canal  ;  de  quelle  manière 
pn  peut  fe  fervir  utilement  de  l'air  pour  élever  l'eau  au- 
Hemis  dé  fon  niveau,  ce  q^i  renferme  l'explication  des 
Machines  hydrauliques ,  &  Ai  façon  de  calculer  la  réfîf- 
tance  que  l'eau  oppofe  aux  corps  fblides. 

Il  femble  qu'avant  de  finir  ce  Cours  de  Mathématique^ 
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:  j'aurois  dû  y  ajouter  des  réflexions  &  des  maximes  fur  la 
Conftruâion ,  T Attaque,  ôc  la  PéfeoCe  das Places.  M^s 
comme  ce  fujet  demande  d*étre.  traité  avec  tme  certaine 
étendue ,  &  que  d'ailleurs  je  viens  dô  donner,  àii  Public 
une  féconde  Edition  du  Parfait  Ingénieur.  François ^  où  je 
n'ai  rien  omis  de  tout  ce  qu'on  pouvoit  fouhaiter  là-dd- 
fus  ;  j 'ai  cru  qu'il  valoit  mieux  y  renvoyer  le  Leâeur ,  que 
de  grpffir  ce  Traité  par  des  maneres  tr6p  reffené« ,  &  qw 
par  conféquent  n  auroient  pu  être  d'une  grande  utilité. 

Au  r  ede ,  cet  Ouvrage  eft  bien,éloigné  d'être  un  Abrégé 
-de  mon  Cours  en  cinq  V  olumes.  Il  s'y  trouve  bien  des  cbo- 
fes  que  mon  Cour$  ne  renferme  point  ;  de  même  que  le 
Çoursenrenferme  un  grandnombre  d'autres  que  j;a?pairé 
fous  iilence  dans  cet  ouvrage  pour  les  raifbns  que  j'ai  rap- 
portées ci-defiiis  :  quant  à  celles  qui  font  communes  à  l'un 
&  M*autre ,  ejÙes  font  traitées  ici  d'une  manière  toute  dif- 
férente; ce  qu  on  verra  aifément  dans  la  Géométrie  >  dans 
lès  feâions  coniques ,  &c.  Un  Auteur  qui  ne  cèfle  de  tra- 
vailler ;  ne  peut  manquer  d'avoirde  nouvelles  idées ,  6c 
d'acquérir  des  connoiuances  qu'il  n'àvoit-pas  auparavant. 
Ceft  donc  ici  uneefpece  de  fupplément  à  mes  autres 
Ecrits  ;  &  ce  fupplément  ne  peut  manquer  d'être  d'une 
^grande  utilité  pour. ceux  mêmes  qui. auront  lii  ou  qui  fe.^ 
ront  biênaifes  de  lire  ces  Ouvrages. 
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DES   PRINCIPALES   PARTIES 
DES    MATHÉMATIQUES. 

LIVRE     PREMIER. 

Contenant  les  Elémens  de  V Arithmétique  &  de  t Algèbre, 


CHAPITRE      PREMIER. 

DÉFINITIONS     ET     PRINCIPES. 

I,  Xj'ARiTHMéTiQUE  Ç&.  la  fciencedes  nombres ,ou]'aitde  compter. 
2.  Cette  fcience  étant  extrêmement  nécellàire  dans  l'ufage  de  la 
vie,  il  n'efl  point  de  nation  qui  n'ait  imaginé  des  caraâeres  pour 
exprimer  les  dilFérens  nombres ,  &  pour  faire  alfëment  les  calculs. 
Mais  ceux  que  les  Arabes  ont  ïnventis  y  ayant  pairu  les  plus  com- 
modes ,  ont  enfin  emporté  le  deflus  ;  &  il  y  a  déjà  long-tems  que  tous 
les  peuples  de  l'Europe  s'en  fervent  ooa-£êulement  dans  le  conanercfi, 
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a        ELÉMENS    DE    MATHÉMATIQUES. 
mais  encore  dans  ce  qui  concerne  les  Sciences  &  les  beaux  Arts. 

Chiffrer  en  cara3ercs  numériques. 

3.  Les  Chiffres  ou  les  caraâeres  nnmériques  font  au  nombre  dè^ 
dix  9  tels  qu'on  les  voit  ici.  Les  neuf  premiers  expriment  les 
nombres/  c^eft-à-dire,  j^n,  deux^  trois,  Sac.  &  s -appel-  i ,  un 
lent  unités  ;  parce  que  chacun  pris  folitàirement  j  n'ex-  x  y  deux 
prime  que  des  unités.  Le  caraâere  6 ,  par  exemple ,  3 ,  trois 
marque  fix  unités ,  &  ainfi  des  autres.  Le  dernier  carac-  4 ,  quatre^ 
tere  o,  qu'on  nomme  jéro,  ne  fignifierien  par  lui-même  :  y  ,  cinq 
mais ,  àhs  qu'il  eft  joint  avec  les  autres^  il  eft  d'une  grande  6 ,  fix 
utilité ,  comme  on  le  verra  bientôt.  7  jfept 

4.  Lorfqu'on  écrit  fur  une  même  ligne  plufieurs     ^  y  huit 
des  Caraâeres  dont  nous  venons  de  parler ,  alors  leur    9 ,  neuf 
valeur  change  félon  le  rang  qu'ils  occupent.  Le  premier     o,  [éro 
a  droitaV  vaut  toujours  des  unités  :  le  fécond,  en  tirant  ver» 

la  gauche,  vaut  des  dixaines ,  c'eft-à-dire,  dix  fois  plus  qu'il  ne  vau- 
droit  s'il  étoit  fëul  ;  le  troifîéme  devient  encore  dix  fois  plus  grand , 
&  vaut  par  confëquent  des  centaines;  puifque  dix  fois  dix  font  cenc 
le  quatrième  augmente  encore  fa  valeur  de  dix  fois  plus ,  &  vaut  des 
mille  \  parce  qMC  dix  fois  cent  font  mille  :  le  cinquième ,  par  la  même 
raifoa,.  vaut  des  dixaines  de  mille;  le  fîxiéme,  descentaines.de 
mille  ;  le  feptiéme  des  millions,  &  ainfî  de  fuite ,  augmentant  tou- 
jours les.  valeurs  de  dix  fois  plus,  comme  on  voit  dans  la  table  fui^ 
vante. 
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^>  8  3  9,  5   o  4,  6  8  7,  42  5,782,  375. 

5 .  Au  moyen  de  ceci ,  il  eft  facile  de  fupputer  &  d'écrire  tel  nombre 
que  l'on  voudra.  Soit ,  par  exemple ,  le  nombre  78,5  67,9  ^-3.  Je  nomme 
le  premier  caraâere  à  droite  unités,  le  fécond  en  tirant  vers  la  gauche 
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.dixainesj  lecroifîeme  centaines^  le  quatrième  mille  y  le  cinquième 
dixaines  de  mille  ,  le  (îxîeme  centaines  de  mille ,  le  feptieme  mil-^ 
liions^  &  enfin  le  huitième  dixMne  de  millions^  ce  qui  me  fait  voir 
qu'en  revenant  de  gauche  à  droite^  le  nombre  contint  fept  dixain» 
de  millions  j  ou  foixante-dix  millions ,  huit  millions^  cinq  cens  mille, 
fix  dixaines  de  mille^  ou  foixante  mille  ^  fêpc  mille ,  neuf  cens ,  icinq 
idixaines  d'unités,  ou  .cinquante ,  &  trois.  D*où  j'infcre  que  ce  nombre 
vaut  en  tout,  foixante-dix-huit millions  cinq  x:ens  foixance-fèpt  mille 
jieuf  cens  cinquante-trois. 

Que  fi  le  nombre  propofë  contenait  un  ou  plufieurs  zéros.,  xela 
fîgnifieroit  que  ce  nombre  ne  contiendroit  point  les  quantités  donc 
les  zéros  occupent  la  place.  Par  exemple ,  dans  le  nombre  780,004, 
x>n;verroit  en  allant  de  droite  à  gauche ,  que  ce  nombre  contient  quatre 
unités,  point  de  dixaines,  point  de  centaines,  point  de  mille,  huit 
dixaines  .de  mille,  <&  (èpt  centaines  de  mille  :  &  par  confëquent  en 
revenant  de  gauche  k  droite,  on  diroit  que  xe  nombre  .contient  fepc 
cens  quatre-Vinçt  mille  &  quatre  unités. 

De  même,  i\  on  vouloit  écrire  le  nombre  trois  millions  fix  cent 
:quarance-trois  mille  fept  cens  cinquante-deux ,  >on  écriroit  d'abord 
-un  3  pour  les  trois  millions  :  puis  allant  de  gauche  à  droite ,  on  écri- 
joit  un  6  pour  les  (îx  cens  mille,  un  4  pour  les  quarante. mille.,  un  3 
pour  lies  trois  mille ,  un  7  pour  les  fept  cens ,  un  5  pour  les  cinquante, 
un  2  pour  Jes  deux.unités,;  &  l'on  auroit  3964397^^9  qui  exprime- 
jrqit  le  nombre  demandé* 

Que  fi  le  nombre  propofé  étoit  deux  millions  quarante  mille  trois 
•cens  trente  ;  on  écriroit  d'abord  un  x  pour  deux  millions  :  enfuitç  cift 
venant  de  gauche  k  droite,  on  mettroit  un  zéro  ;  parceque  le  nombre 
propoiëyne  oondent  point  de  centaines  de  mille  :  enfuite  un  4  pour 
Jes  quarante  nulle  :  puis  un  zéro ,  parce  que  le  nombre  propofê  ne 
•contient  point  d'unités  de  mille  :  puis  un  3  pour  les  trois  cens  :  enfuite 
un  3  pour  les  trente  :  &  enfin  un  o ,  parce  que  le  nombre  propofe.ne 
^contient  point  d'unités  :  &  l'on  auroit  2,040,130 ,  &  ainfi  des  autres. 
D'où  l'on  voit  que  le  zéro,  en  occupant  la  place  des  quantités  qu'uo 
«ombre  ne  contient  pas,  confbrve  Jerang,  &  par  cooféquent  la  va- 
leur de  /celles  qu'il  contient. 

VdliL  ea  quoi  confîfle  tout  1  artifice  des  caraâeres  arabes;  artifice 
i^u'on  peut  regarder  comme  l'une  des  plus  belles  inventions  de  l'efprit 
humain  :  puifqu'au  moyen  de  dix  caraâer&s  très-fimples ,  on  vient  à 
bout  non-feulement  d'écrire trës-aifémenc  touteTorte  dénombre,  mais 
^core  de  les  augmenter,  de  les  multiplier,  &  de  faire  en  un  mot  toutes 
Jies  opérations  nçceflairesdans  les  difi^erens  cas  quipeuvent  (epréfenter^ 

A  îj 
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IdU  générale  &  dlvijîon  des  nombres^ 

6.  Les  nombres  en  eux-mêmes  fonc  des  idées  abftraîtes ,.  qui  ont  à 
la  vérité  une  valeur  fixe  &  confiante  y  mais  qui  ne  fignifient  rien  de 
détemûné.  Far  exemple,  le  nombre  lo  vaut  toujours  vingt  unités 
ou  deux  dixaines  ;  mais  il  ne  £gnifie  pas  plus  vingt  hommes  que 
vingt  chevaux  ou  vingt  écus^À  ainfi  du  re(te.  C'efl  pourquoi  quahd 
on  veut  déterminer  la  Hgnificacioû  des  nombres ,  il  faut  nécenaire* 
ment  écrire  après  eux,  ce  qu'on  veut  qu'ils  fignifient  :  pour  dire  xo 
louis,  il  faut  non-feulement  écrire  20,  mais  encore  il  laut  écrire  le 
mot  de  louis  ;  &  ainfi  des  autres. 

7*  Les  nombres  dont  la  fjgnification  eft  déterminée ,  peuvent  être 
ou  de  même  ejpece^  ou  de  differenu  efpece  :  félon  que  les  chofes  qu'ils^ 
lignifient ,  font  de  même  nature  ou  de  différente  nature,  o  écus ,  & 
&  écus  fonc  des  nombres  de  mime  efpece  :.  9  écus  &  9  toifesfont  des. 
nombres  de  differenu  efpece. 

8,  L'ufiige  a  voulu  qu'on  ait  fait  des  divifîons  &  des  fous-dîvi- 
fions  de  certaines  chofes  r  par  exemple ,  on  a  divifé  la  livre  en  la 
parties  nommées  folis;  &  le  fol  en  \i  parties  nommées  deniers.  De 
même,  on  a  divifé  la  toife  en  lix  parties  ou  pieds;  le  pied  en  12  par- 
ties ou  pouces  ;  le  pouce  en  1%  parties  ou  lignes  ^^  la  ligne  en  ix 
parties  nommées  points;  &  ainfi  de  grand  nombre  d'autres  chofes. 
Ces  fqus-diyinon$  k  nommant  foiiS'efpeces..Q}X2Lnà  on  dit  une  livre 
fîx  fols  quatre  deniers  y  les  fîx  fols  quatre  deniers  font  des  fous-efpeces 
de  ia  livre. 

9.  TcHit  nombt^ ,  fbit  que  fk  f^nification  fbit  déterminée ,  on 
qu'elle  ne  le  foit  paç ,  eft  ou  entier,  ou  rompu ,  autrement  dit  fraâioir. 

'  Un  nombre  entier  eft  un  nombre  qui  par  lui-même  ne  nous  donne 
point  ridée  d'un  tout  dont  il  faf&  partie.  L'unité  &  tous  les  nombres 
au-deflus  de  l'unité,  font  de  cette  nature  :  car  quand  on  dit,  par 
exemple ,  a  ou  2  écus  ;.  ce  nombre  %  ne  nous  préfente  l'idée  que 
de  deux  unités  ou  de  deux  écus,  fans  aucun  rapport  à  quelque  autre 
nombre  dont  ces  dtux  unités  ot)  ces  deux  écus  faftent  partie. 

Au  contraire,  le  nômèfe  rompu  y  ovt\2L  fraSion  ^  eft  un  nombre 
qui  porte  avec  lui  l'idée  d'un  tout ,  dont  ce  nombre  n'eft  qu'une 
partie.  De  cette  efpece  font  tous  les  nombres  qu'on  nomme  un 
tiers  y  un  cinquième  y  Mvtjixiemey  &c.  :  car  ces  nombres  nous  pré- 
fentent  toujours  l'idée  d'un  tota  plus  grand  qu'eux. 

Delà  il  luit  qvi^ une  fraSion  proprement  dite  eft  toujours  moindre 
que  le  tout  eu  1  <întier  dont  elle  eft  partie  ;  &  que  fi  quelquefois  on 
fe  ferede.ces  façons,  de  parler  ^^w^  moitiés  ^  quatre  tiers  ^  &c.  qui- 
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expriment  des  nombres  plus  grands  que  leur  tout  ;  ces  fortes  de  frac- 
tions font  àits  frayons  improprement  dites.  Car  au  lieu  de  dire  trois 
moitiés  ^  on  devroit  dire  à  proprement  parler  un  &  demi  :  puifque 
trois  moitiés  font  la  même  chofe  que  deux  moitiés ,  c^eft-àrdire  l'en- 
tier ou  le  tout  j  plus  la  moitié  d'un  entier  \  &  ainfi  des  autres. 

lo.  Les  nombres  fe  divisent  encore  en  nombres  (impies  &  en 
nombres  compofés. 

Le  nombre  fimple  efl:  celui  qui  ne  contient  que  des  chofes  de  la 
même  efpece  :  20  unités  ou  ao  écus  eft  un  nombre  fimple  ;  parce 
qu'il  ne  contient  que  %o  unités  de  même  nature  ^  ou  xo  écus  :  de 
même  trois  quarts  efl:  un  nombre  iimpk  \  parce  qu'il  contient  des 
parties  d'un  tout  de  même  efpece.. 

Le  nombre  compofé  efl  un  nombre  qui  contient  dc^ Jbus-ejpeces: 
20  &  un  quart  efl  un  nombre  compofé  ;  à  caufe  qu'il  contient  vingt 
unités  y  &  un  quart  d'unité  ou  une  fcHis-divifion  d'unité.  De  même  ,. 
%o  livres  4  fols  efl  un  nombre  compofë  j  puifqu'outre  hè  livres,  il 
contient  des  fous ,  c'eft-à-dire  des  fousrefpeces  de  la  livre. 

Au  refte  y  il  faut  prendre  garde  qu'on  ne  doit  appeller  nombre 
compojly  que  ceux  qui  font  compofés  d'^efpeces  &  de  (bus-eipeces, 
ou  d'unités  &  de  fraâions  de  ces  mêmes  unîtes  :  20  écus  &  3  toifes 
ne  font  pas  un  nombre  compofé^.  non  plus  que  20  fols  &  trois  quarts^ 
de  toifes. 

Les  cpatre  règles  de  F Aritbmmq'ug. 

Ti.  Les  principales  Opérations  de  l'Arithmétique,  font  VAddi" 
don  3  la  SouflraBion  ,  la  Multiplication  ,  &  la  Divijîon. 

Ajouter  y  c'eA  faire  un  tout,  de  deux  ou  plufieuirs  nombres  da 
même  efpece  :  ce  tout  fe  nomme  fommc^ 

Soufirairej  c'efl  retrancher  un  nombre ,  d^un  autre  de  même  ef^ 
pece  :  ce  qui  refle  après  l'opération ,  fe  nomme  rejle  pu  différence  t 
parce  que  la  différence  de  deux  nombres  inégaux,  n'eft  autre  chofe 
que  ce  qui  refle  lorfqu'on  a  retranché  le  plus  petit  du  plus  grand 

Multiplier  y  c'efè  prendre  un  nombre  autant  de  fois,  qu'il  y  a- 
d'unités  dans  le  nombre  qui  le  multiplie.  Quand  on  multiplie  2  par  ^  : 
on  prend  deux  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  trois  j  c'efl-a- 
djœ,  on  le  prend  trois  fois..  Le  nombre  x,  fe  nomme  le  multipli- 
cande; le  nombre  3,  le  multiplicateur  \ài  le  nombre  6,  quiprovient 
de  cette  multiplication ,  fe  nomme  \^  produit.  Il  efl  indifférent  de 
prendre  le  multiplicande  pour  le  multiplicateur,  ou  le  multiplicai- 
teur  pour  le  multiplicande  :  car  il  eft  vifîble  que  fî  l'on  multiplie: 
%  par  3 ,  ou  3  par  x,  le  produit  fera  toujours  6.» 
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Divifer,  c'eft retrancher  un  nombre,  d'un  autre  autant  de  Fois 
qu'il  y  eft  contenu.  Quand  on  dtvife  6  par  x ,  on  cherche  combieia 
de  fois  X  eft  contenu  dans  6.  Le  nombre  6  fe  nomme  le  dividende  : 
le  nombre  %  fe  nomme  divifeur;  Se  le  nombre  3 ,  qui  marque  conv- 
bien  de  fois  le  divifeur  2  çfl  contenu  dans  le  dividende  6^  fe  nomme 
le  quotient. 

1 2,  Ces  quatre  opérations  peuvent  (e  faire  fur  les  nombres  entiers^ 
fur  les  nombres  rompus,  fur  les  nombres  (impies,  &  fur  les  nombres 
compofés.  Nous  allons  expliquer  dans  le  chapitre  fiiivant  l'addition 
&  la  fouftraâion  des  nombres  entiers ,  (impies  &c  compofës  ;  la  muU 
tipIicadon&  la  div^fion  des  nombres  entiers  (impies  :  après  quoi  nous 
parlerons  dans  les  chapitres  fuivans ,  de  la  manière  de  faire  les  mêmes 
opérations  fur  les  fradions ,  &  de  la  multiplication  &  divi(ion  com^ 
ppfçe. 

AXIOME. 

i^.l/n  tout  e/l  égal  à  fes  parties  prifes  enfemkU.  Les  parties  du 
nombre  5  font  x  &  3  :  il  eft  vifible  qu'en  ajoutant  .enfemble  x  &  3 1 
on  aura  ^ ,  égal  au  nombre  %  qui  eft  compofé  de  ces  deux  parties. 

CHAPITRE     SECOND. 

LES  QUATRE  PREMIERES  REGLES  D'ARITHMÉTIQUE. 

AdDITIOîC      SIMPI.E;. 

14.  JlOUR  ajouter  enfemhle  plujieurs  grandeurs Jîmples  ^  on  les  écrit 
les  unes  fous  les  autres  en  mettant  les  unités  fous  les  unités ,  les 
dixaines  fous  les  dixaines,  les  centaines  fous  les  centaines ,  &c.  après 
quoi  on  opère ,  comme  on  va  voir  dans  l'exemple  ou  dans  le  pro-* 
blême  fuivant. 

FROBLéME.  Il  y  (t  dans  une  armée  4J38  hommes  d^ infanterie , 
1)10  carabiniers,  ^^%'^  cavaliers  &  ii^i  dragons  y  on  demanda 
combien  il  y  a  d'hommes  en  tout. 

Solution,     J'écris  tous  ces  nombres  les  uns  (bus  \eg  aji;itres^ 

comme  il  vient  d'être  dit.  Aprte  quoi  ^        .^.^  famaffins, 

commençant  par  la  colonne  à  droite ,  J  ^   J^  J     carJiniers, 

)  ajoute  tous  les  nombres  au  elle  con.  |  |     ^   "^  ças^aliers, 

^lent^en  dilant  ;  8  &  9  font  17  &  3  ^  f§    zx/lz  drapons 

font  xo  &  X  font  %z ,  c'eft-à-dire  deux    —5 ^         &      * 

dixaines  &  4eux  unités  :  âç  comme  cettç  Somme  ;  i  ^;ix  hommes. 


CALCUL.  L'ARITHMÉTIQUE.  Addition,      j 


«h 


mtm 


colonne  ne  peut  contenir  que  des  unités,  je  mené  une  ligne  par  de(^ 
fous  ;  &  j'écris  z  fous  cette  colonne  ^  transportant  les  deux  dixaines  à 
la  colonne  fuivante. 

Je  viens  donC  à  la  colonne  fuivanre,  &  je  dis  :  i  que  fe  trânfporte 
&  trois  font  ^  &  i  font  G  àc  x  font  8  de  4  font  1 2  ;  c'eft-à-dîre 
douze  diicaines^  ou  cent  &  deux  dixaines  :  &  comme  cette  colonne 
ne  peut  contenir  que  des  dixaines ,  j'écris  par-deiTous  x,  ou  deux 
dixaines;  &  je  tranfporte  une  centaine  à  la  colonne  fuivante.  . 

Je  paÔe  a  cette  troifieme  colonne ,  &  je  dis  :  i  que  je  tranfporte 
&  5  font  ^  &  5  font  1 1  &  3  font  14  &  2  font  16  ;  c'eft-à-dire  16 
centaines,  ou  un  mille  &  fix  centaines  :  &  comme  cette  colonne  ne 
peut  contenir  que  des  centaines,  j'écris  par-de(ïbus  ^,  &  je  tranf^ 
porte  un  mille  à  la  coloitne  iuivante. 

Je  dis  donc  i  &  4  font  5  &  1  font  ^  &  ^  font.  9  &  2  font  11  ; 
c'eft-à--dire  onze  mille ,  ou  une  dixaine  de  mille  &  un  miUe  :  j*écris  i 
fous  cette  colonne,  &  j'avance  x  ou  une  dixaine  de  mille  vers  la 
gauche^  &  la  fomme  totale  eft  ii^ix. 

La  démonftraiion  de  cette  opération  eft  évidente  par  elle-^même. 
Car  il  eft  viuble  qu'en  opérant  comme  j'ai  fait ,  j'ai  formé  un  tout 
ui  comprend  tous  les  nombres  propofés  :  or  le  tout  eft  égal  à  toutes 
•es  parties  prifes  enfcmble  (i  3)  :  donc  le  tout  que  j'ai  trouvé  eft  égal 
à  toutes  fès  parties  prifes  enfcmble. 

15.  On  donne  plufieurs  manières  de  faire  h  preuve  de  C addition^ 
^eft-â-dire,.  de  voir  fi  on  ne  s'eft  point  trompé  :  mais  là  meilleure 
eft  de  recommencer  de  nouveau ,  non  plus  en  ajoutant  chaque  co« 
lonne  de  haut  en  bas  ^  comme  nous  avons  fait,  mais  de  bas  en  haut. 
On  dira  donc  2  &  3  font  5  &  9  font  14  &  8  font  22  :  ainfî  on  verra 
qu'on  ne  s'eft  pas  trompé  en  écrivant  2  fous  cette  colon  ne ,  &  en 
tranfportant  deux  dixaines  à  la  colonne  fuivante;  &  continuant  de  la 
même  façon ,  on  découvrira  aifément  fi  on  a  commis  quelque  erreur. 

Addition    composiêb. 

1 6.  JJ addition  compofée  fè  fait  en  écrivant  d'abord  chaque  fous- 
efpece  fons  la  fous-efpece  femblable  ;  après  quoi  on  opère  comme 
on  va  voir  dans  l'exemple  ou  dans  le  problême  qui  fuit. 

Problème.  Un  homme  a  reçu  de  tun  defes  créanciers ,  365  livres 
1^  fols  II  deniers;  dun  autre  y  432  livres  i^fols  10  deniers;  d'un 
troifieme,  ^  ^^  livres  i()Jbls  9  deniers;  &  d  un  quatrième  G'^^  livres 
T^fi)ls  lojl deniers  :  combien  a-t^il  reçu  en  tout? 

Solution.    Après  avoir  écrit  ces    nombres  les  uns  fous  les 


? 
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autres,  comme  on  voie  ici ,  Je  commence  par  les  deniers  j  &  comme 
il  en  faut  ix  pour  faire  un  fol ,  je  dis  :  ii  &  lO  font  li  ,  c'eft-à-dire 
un  fol  &  neuf  deniers  :  je  mets  un  point  /Ç^  l     e  f       A 

à  côte  du  lo,  pour  marqua  que  j*ai  un      g^      3  jL  151.  ii    . 
fol ,  &  je  continue  en  difant  :  9  deniers     •€  g      ^^^     ^^     ^^' 
que  j'ai  au-delTus  d*un  fol,  &  9  qui      o^      ^34     ^9       9* 

viennent  après  font  18,  c'efl-à-dire  un  _5 ^^     '       ^^* 

fol  &  6  deniers  :  je  mets  un  point  a  côté  Somme  19^9  9  4  - 
du  9,  pour  marquer  que  j'ai  encore  un 

fol,  &  je  dis  :  6  deniers  que  j'ai  au*deflus  d'un  fol  &  10  font  16^  où, 
un  fol  quatre  deniers  :  je  mets  un  point  k  côté  du  10,  &  j'écris  4  au* 
deâbus  de  la  ligne. 

Les  trois  points  que  j'ai  marqués,  me  faifant  voir  que  j'ai  trois 
fols ,  je  porte  ces  trois  fols  au  rang  des  fols ,  &  je  dis  :  3  &  5  font  o 
&  4  font  1 2  &  9  font  21  &  8  font  29 ,  ou  deux  dizaines  &c  neuf 
fols  :  j'écris  9  fous  la  ligne ,  &  je  porte  2  au  rang  des  dixaines ,  en 
difant  :  2  &  I  font  3  &  i  font  4  &  i  font  5  &  i  font  6  dixaines  : 
or  il  en  faut  deux  pour  faire  une  livre ,  je  prends  donc  la  moitié  de 
éi  qui.eft  3  ,  &  par  conféquent  j'ai  3  livres;  &  comme  il  ne  me  reflfc 
point  de  dixaines,  je  n'écris  rien  fous  le  rang  des  dixaines  de  fols. 

Je  porte  mes  3  livres  au  rang  des  livres ,  en  difant  ;  3  &  5  font  8 
&  2  font  10,  &c;  &  achevant  le  refte  comme  dans  l'exemple  prér 
icrédent ,  j'ai  la  fomme  totale  demandée. 

Si  au  lieu  de  6  dixaines  de  fols,  j'avois  eu  un  nombre  impair 
comme  7 ,  j'aurois  pris  la  moitié  de  fept  qui  efl  3  livres ,  &  par  con- 
féquent j'aurois  porté  3  au  rang  des  livres  :  mais  comme  il  me  feroit 
tti\é  une  dixaine ,  j'aurois  écrit  i  fous  le  rang  des  dixaines  de  fols. 
Tout  ceci  n'a  pas  befoin  de  démonftration. 

Soustraction  simplb» 

17.  Problêmb  I.  Il  Y  tf  Jans  une  place  9^8^  hommes  ;  on  veut 
en  faire  fordr  A^yj^  y  combien  en  refiera-uil  ? 

Solution.  J'écris  le  plus  petit  nombre  fous  le     958(5 
grand,  en  mettant  les  unités  fous  les  unités,  les  di-     4374 
xaines  fous  le$  dixaines  ,  &  aînfî  du  rçfte  ;  >&  tirant     J2      ^n    ' 
une  ligne  par-defTous,  je  commence  à  droite  ,  &  je     ^  >       ^    '>•  - 
dis  :  de  G  retranchez  4,  il  refte  2  que  j'écris  fous  la     ^<^%G  preuve^ 
ligne  :  de  8  retranchez  7 ,  il  refte  i  que  j'écris  de 
même  :  &  agiflànt  de  la  même  façon  aux  autres  colonnes,  je  trouve 
^u'il  reftera  5212  hommes  dans  fk  place. 

18.  Pour 


Calcul    L'ARITHMÉTIQUE.  ^Addition. 


i8.  -Pc>x^ryi/>^/a/>rei/ve,j*ajoutecnfemblelerefte  avec  le  nombre 
des  hommes  qu^on  veut  faire  lortir  ;  &  fi  la  fomme  fe  trouve  égale 
au  nombre  total  d'hommes  qui  étoit  dans  la  place,  la  règle  eft  jufte  : 
puifqu'il  eft  évident  que  la  fomme  totale  n'eft  autre  chofe  que  le 
nombre  des  hommes  qui  fortent,  joint  au  nombre  de  ceux  qui 
reftent. 

De  même  que  l'addition  (êrt  de  preuve  k  la  fouftraâion  ;  de  même 
auffi  là  fouftraâion  fert  de  preuve  à  l'addition.  Car  fi  dans  l'exemple 
que  nous  venons  de  donner,  les  4374  hommes  qui  doivent  fortir, 
joints  aux  ^212  qui  doivent  refter,  font  véritablement  la  fomme  de 
9$ 8^  ;  il  eft  clair  qu'en  retranchant  de  cette  fomme  le  nombre  4374, 
Je  refte  doit  être  5  212  :  &  de  même  fi  on  retranch/e  de  cette  même 
fomme  9^8^^  le  nombre  ^212  ;  le  refte  doit  être  4374:  donc  fi  en 
faifant  l'une  ou  l'autre  de  ces  fouftraâions,  on  ne  retrouve  pas  Tun  ou 
l'autre  de  ces  deux  reftes.,  ce  fera  une  marque  que  l'addition  aura 
été  mal  faite. 

Problème  II.  Un  homme  a  reçu  et  une  partjod&i  livres  ^  &  de 
t autre  il  a  payé  $876^  livres  ^  combien  lui  r^Jle-t-ilf 

SoLUTiOK.  J'écris  ces  nombres  comme  il  vient  d'être  70082 
dit,  Enfuite  je  dis  :  de  x  retranchez  <,  cela  ne  fe  peut  :  58765 
c*eft  pourquoi  j'emprunte  une  dixame  au  rang  des  di-  ' 

zaines,  &  je  mets  un  point  fur  le  8 ,  pour  marquer  qu'il  ^  ' 
ne  vaudra  plus  que  7,  Je  dis  donc  :  une  dixaine  que  j'ai  empruntée  & 
deux  ilnités  font  douze  unités  ;  &  de  1 2  retranchez  5  il  refte  7,  que  j'é-* 
cris  fous  la  ligne.  Je  paffe  aux  dixaines  en  difanc  ;  de  7  ôtez  G ,  il  refte 
I  que  j'écris  :  enfuite  de  o  retranchez  7,  ceîa  ne  fe  peut;  c  eft  pour-, 
quoi  j'emprunte  une  unité  du  rang  fuivant  :  mais  comme  il  n'en  a 
point ,  je  pafle  à  Tautre  fur  lequel  je  metz  un  point.  Or  les  unités  de 
ce  rang  valent  dix  dixaines  de  mille,  ainfi  l'unité  que  j'ai  emprun- 
tée vaut  dix  mille.  Mais  dix  mille  eft  trop  grand  pour  retrancher  7,* 
c'eft-à-dire  7  centaines  dans  le  rang  où  je  dois  opérer  :  c'eft  pour- 
quoi je  laifïe  9  mille  fur  le  rang  des  mille,  en  mettant  un  point  fur 
le  ïéro  de  ce  rang ,  pour  marquer  que  ce  zéro  vaudra  9  >  &  il  ne  me 
refte  plus  qu'un  mille  ou  dix  centaines.  Je  dis  donc  :  de  10  cen* 
taines  ôtez  7^  il  refte  3  que  j'écris  fous  la  ligne  :  enfuite  de  9  ôtez 
8 ,  il  refte  i  ;  &  enfin  de  G  ôtez  ^ ,  il  refte  i  ;  &  par  conféquent  il 
cefte  à  cet  homme  11317  livres. 

La  règle  eft  donc,  lorfqu  il  fe  trouve  plufieurs  iéros  dans  les  rangs 
où  l'on  veut  emprunter ,  de  pafler  jufqu'au  rang  où  il  fe  trouve  des 
unités  ;  de  ny ttre  des  points  fur  ce  rang  &  fur  les  zéros  de  ceux 
TombL  B 
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où  on  n^a  pas  pu  emprunter;  &  de  faire  valoir  9  y  chacun  de  ces 
zéros. 

Ainfi  pour  retrancher  3^42  de  6001  ;  on  dira  d'abord  :  de     •  *  • 
I  ôcez  deux  ^  cela  ne  fe  peut  ;  on  empruntera  donc  une  dixaine.  ^ 

Mais  le  rang  des  dixaines  n'en  ayant  point ,  non  plus  que  3i4 
celui  des  centaines  9  on  pafTera  au  rang  des  mille  ^  &  l'on  24*}^ 
empruntera  un  mille  ou  i  o  centaines  :  &  comme  10  cen- 
taines font  trop  grandes  pour  ne  retrancher  que  deux  unités ,  en 
laiiïera  9  centaines  au  rang  des  centaines ,  &  de  la  centaine  reftaate 
on  laiiïera  9  dixaines  au  rang  des  dixaines  ;^  &  il  ne  reftera  plus 
qu'une  dîxain^y  laquelle  jointe  à  l'unité  qu'on  a,  fera  11*  On  dira 
donc  :  de  i  j  ôcex  2 ,  il  relie  9;  de  9  otez  4,  il  refîe  5  ;  de  9  ôtez  5  ^ 
il  refte  4;  &  de  ^  otez  3^  il  refte  2. 

SOHSTRACTIOK     COMPOSEE. 

19.  Problème  L  Sur  98^  livres  1  ^  fols  8  deniers^  onveut payer 
754  livres  ^fols  6  deniers  :  que  reftua<-il? 

SoLUTïOir.  J'écris  le  moindre  nombre  fous  le     98^ L  i^C8d. 
plus  grande  les  deniers  fous  les  deniers,  les  fols     754       9     C 
fous  les  fols ,  les  livres  fous  les  livres  ;  &  je  dis  :  de     7TI       7    T 
8  deniers  ôtez  ^,  il  refle  2  :  de  i  ^  fois  ôtez  9 ,  il       ^ 
refte  é  :  de  Ç  livres  ôc)ez.4,  il  refte  2^  &  achevant  k  refte  de  même 
que  dans  la  fouftraâion  fimple  ,  je  trouve  qu'il  reftera  232  livre& 
G  fols  2  denier»» 

Problème  II.  De  ^(00  livresf  8  fols  G  deniers^  on  veut  oter 

7^(34  livres  i  ifqh  10  deniers  :  quel  fera  le  refle  / 

•  ••  •         »■ 

SoLUTiOBT^  Après^avoir  écrit  ces  deux  nombres  9<ïoo  L    8  f.    ^  dl 
\  la  manière  accoutumée  y  je  dis  :  de  (j  deniers  7<)64     12     10 
Otez  iQ,  cela  ne  (è  peut  :  j'emprunte  un  folau  rang  ~       0^ 

des  fols ,  ce  qui  feit  1 2  deniers,  &  fix  que  j'ai  font       ^^        ' 
i8;&dB  18  ôtez  10,  il  refte  8-^ 

Je  pafte  au  rang  des  fols ,  &  comme  de  7  on  ne  peut  ôter  11,. 
j'emprunte  une  livre  ou  20  fols  au  rang  des  unités  de  livres.  Mais  ce 
rang  n'en- ayant  point,  non  plus  que  les  dixaines,  J'emprunte  un  cent 
au  rang  des  centaines  où  je  mets  un  point.  De  cette  centaine ,  je 
laifte  9  dixaines  au  rang  des  dixaines  ^  en  mettant  un  point  fur  le  zéro^ 
pour  marquer  qu'il  vaudra  9  ;  de  la  dixaine  reftante  >  je  latfte  9  uni* 
tés ,  en  mettant  un  poins  fur  le  zéro  de  ce  rang  ;  &  if  me  refte  une 
unité  de  livres,  ou  20  ^s ,  lefquels  joints  au  7  que  j'tî  déjà ,  foor 
27  j  &  de  2.7  ôtez  12  il  reite  15;^. 
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Je  pailè  aux  livres  ^  en  difant  :  de  o  6tez  4^  il  refte  5  ;  de  9  6cez  6, 
il  reftc  3;  de  5  ôtcx  ^^ ilrefte  o,  &de  9  ôcez  7,  ilrefle  2. 

pROBLâMB  III.  Un  hommt  doit  900QO  livres ,  il  en  paie  7^4321 

livres  12/bls  6  deniers  :  que  lui  rejle^uil  encore  à  foyer f 

•  •  •  •  •        • 

Solution,  récrk  les  deux  nombres  à  la  îzr  90000 1.  f.  d. 
çoQ  ordinaire ^  &  comme  dans  le  nombre  fupé-  75432  \%  ^ 
rieur  il  nY  a  ni  fols,  ni  dem'ers,  ni  unités  de         ^  ^ 

livres,  ni  dixaines,  ni  centaines,  ni  mille,  j'em-  t*'  7  7 
pninte  fur  le  9  une  dixaine  de  mille  :  de  cette  dixaine  pen  laide  9 
mille  fur  les  mille,  en  mettant  un  point  fur  le  zéro  de  ce  rang  \  dtt 
mille  reftant,  je  laifle  9  centaines  fur  le  rang  des  centaines,  en  mec^ 
tant  un  point  lur  le  zéro  de  ce  rang  ;  de  la  centaine  reftante ,  je  laiffe 
9  dixaines  fur  le  rang  des  dixaines,  en  mettant  unpoint  fur  k  zéro; 
de  la  dixaine  reftante,  je  laiâè  9  unités  au  rang  des  unités  en  met*- 
tarit  un  point  fur  fon  zéro,  &  il  me  refte  une  livre  ou  20  fols.  Or 
pour  pafler aux  deniers,  je  n'aîbelbin  que  d*un  fol  ou^de  11  deniers, 
c'eft  pourquoi  je  laiiTe  19  au  rang  des  fols,  ce  que  je  marque  en  y 
nettaoe  un  point  :  après  quoi  je  dis  :  de  i  fol  qui  me  refte  ou  de  1 2 
dettîers  6tez  6 ,  il  rel!te  6  ;  de  19  fols  6tez  12,}}  refte  7  ;  de  9  livres 
âtez  2,  il  refte  7;  de  9  ôtez  tl  ,  il  refte  ^;  de  9  6tez  4,  il  refte  ^ ;  de 
9  ôtez  $ ,  il  refte  4  ;  &  de  8  ocez  7 ,  il  refte  i  :  donc  cet  homme  eft 
encore  redevable  de  145^^  livres  7  fok  6  deniers. 

MUX-TIPLICATION      SIMPLE. 

aïO.  FROBLé^B^I.  3^  aunes  d étoffe  à  4  livres  t aune  ^  combien 
vaUnt-etles  i 

* 

Solution.  Fuifque  chaque  aune  vaut  4  livres,  3^  aunes  vau- 
dront 4  fois  36^  c'eft-'à^ire  ,  il  faudra  prendre  36  quatre  fois, 
ou  amant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  4  \  donc  c'eft  ici  une 
Blukiplication.  (  1 1-  ) 

J'écris  d'iabord  le  nombre  3^  aunes ,  qui  eft  le  36*""^ 

nombre  à  multiplier;  6c  par«deftbo8  j'écris  le  mal-  4  K 

fi^Ucaieur  4  ,  fous  les  unités  é  du  nombre  36.  En-  Produit  \à.à^  ' 
iuite  je  mené  u^e  ligne ,  &  je  dis  :  4  fois  hx  font  ^^ 

24,  cVli^dife  2  ducsûnss  âc  4  unités  ;  j'écris  4  unités  fous  la  ligne, 
&  îe  lerienfit  ^  diiiaines.  Je  dis  4  fois  3  dixaines  font  1 2  &  2  que  je 
wckms  £ont:  14  :  i^écris  4  fous  les  dii^ines,  &  j'avance  f  au  rang  des 
centsûnes.  Âinli  \zi  144  liv.  pour  la  valeurde3^au»es  à4livres  l'aune. 

Pour*4émoncrer  ceci,  il  n'y  a  qu'à  faire  attention  que  le  nom- 

Bij 
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bre  36  eft  la  même  chofe  que  3  dixaines  &  6  unités  :  or  en  mul- 
tipliant 6  unités  par  4  y  j'ai  pris  6  unités  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'unités  dans  4  ;  &  en  mulpliant  3  dixaines  par  4  ,  j'ai  auffi  pris  3 
dixaines  autant  de  fois  qu'il  y  a  d  unités  dans  4.  Donc  j'ai  pris  le 
nombre  3^  autant  de  fois  qu'il  y  a  d^unités  dans  4  ;  &  par  con- 
féquent  j'ai  fait  la  multiplication  demandée.  (  1 1.  ) 

Problème  II.  Un  homme  a  fait  236  toifcs  ^ovrages  à  28  livres 
la  toife  :  combien  lui  revient-il.^ 

Solution.  Fuifque  chaque  toife  vaut  28  livnes^,  il  fau^-      2^6  ^^ 
dru  donc  prendre  236,  vingt  &  huit  fois,  ou  autant  de         28 
fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  28  y  pour  avoir  la  valeur  de       ^j^j^ 

236toifes:  ainfi  c'eft  encore  une  multiplication,  C'eft  ^ 

pourquoi  j'écris  d'abord  le  nombre  k  multiplier  236 ,  &  ^'^^ 


enfuite  le  multiplicateur  28 ,  en  mettant  Les  unités  fous     ^^08 
les  unités ,  &  les  dixaines  fous  les  dixaines.  Après  quoi 
je  multiplie  d'abord  le  nombre  23,6  y  par  les  unités  8  du  multipli- 
cateur.. 

Enfuite  je  multiplie  le  même  nombre  23^  par  les  dixaines  2  du 
multiplicateur,  en  difant  :  2  fois  6  font  12,  c'efl-à-dire  12  divines; 
parce  que  le  multiplicateur  2  fignifie  des  dixaines  :  ainfi  j'écris  2  di- 
xaines fouslesdixaines  8  dupremier  produit  i888,&  je  retiens  i  :  deux 
fois  3  font  ^  &  un  de  retenu  font  7,  &  j'écris  7 : 2  fois  2  font  4,  &  j'écris 
4;  ainfi  ce  fécond  produit  efl  472.  J'ajoute  enfemble  ces  deux  produits 
1888  &  472^  tels  qu'ils  font  rangés  :  c'eft-k-dire  y  j'écris  d'abord  8  ^ 
enfuite  je  dis  :  8  &  2  font  10,  j'écris  o  &  retiens  i  :  i  de  retenu  & 
8  font  9  &  7  font  16,  j*écris  6  St  retiens  i  r  i  de  retenu  &  i  font 
2  &  4  font  6  y  j'écris  6  ;  &  le  produit  total  6608  y  efi:  la  valeur  dés 
23.^  toifes. 

Pour  comprendre  la  raîfbn  dte  ceci,  on  eonfidérera  que  le  multi^ 
plicateur  20  eft  la  même  chofe  que  2  dixaines*  &  8  unités,  ôr 
en  multipliant  236  d'abord  par  8 ,  j'ai  pris  ce  nombre  autant  de 
fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  8  ;  &  en  le  multipliant  enfiiite  par  2 
dixaines  y  je  l'ai  pris  2  dixaines  de  fois  ;  à  caule  que  ^'ai  avancé  le 
produit  d'un  rang  vers  la  gauche  r  ce  qui  le  fait  valoir  dix  fois  plus 
qu'il  ne  vaudroit^  fi  je  ne  l'avois  pas  avancé.  Donc  j'ai  pris  le  nom-* 
bre  236 ,  2  dixaines  de  fois  &  8  fois,  c'eft-à-dire  x8  fois  ^  &  pat 
conféquent  j:'ai  fait  la  multiplication  requife.  Ajoutant  donc  en--^ 
femble  les  deux  produits ,  en  confervant  leur  rang  ;  j'ai  eu  nécdC^ 
iairement  le  produit  totaL 
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Table  pour  la  Multiplication. 

21  .Four  faire  plus  commodément  la  multiplication,  on  fe  fert 
d'une  Table  nommée  Quarré  de  Pythagore  y  du  nom  de  (on  Auteur, 
On  la  conftruit  en  faifant  d'abord  un  grand  quarré  ,  que  l'on  par- 
tage en  dix  rangs  égaux  de  gauche  à  droite,  &  en  dix  autres  de 
haut  en  bas  :  de  façon  que  tout  le  quarré  eft  partagé  en  i  oo  pe^ 
tits  quarrés  ou  cellules ,  que  l'on  voit  ici. 

On  écrit  dans  les  dix  cellules  fr 
à  gauche  de  haut  en  bas,  les 
dix  nombres  i ,  2  ,  3 ,  &  ainfi  de 
fuite  jufqu'à  10  ;  &  l'on  fait  la 
même  chofe  dans  les  dix  cellules 
fupérieures  de  gauche  a  droite. 
Enfuite  dans  les  dix  cellules,  du 
fécond  rang  de  haut  en  bas ,  à 
la  tête  duquel  eft  le  nombre  2  y 
oh  écrit  les  nombres  2,4,6, 
&c.  en  augmentant  toujours  de  i^, 
2.  De  même  dans  les  cellules     ' 


mMmm 
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du  troifienie  rang  dé  haut  en  bas ,  à  la  tête  duquel  ed  le  nombre  3  ,. 
on  écrit  les  nombres  3,  6,  9,  12,  &c,  en  augmentant  toujours 
de  3.  De  même  encore  dans  les  cellules  du  quatrième  rang  de  haut 
en  bas,  à  la  tête  duquel  efl  le  nombre  4^  on  écrit  les  nombres  4,8, 
12 ,  &c.  en  augmentant  toujours  de  4  :  &  faifant  la  même  chofe  k 
r^ard  des  autres  rangs  de  haut  en  bas ,  la  table  fè  troiive  conf^ 
truite. 

Ppur  faire  ufage  de  cette  Table  ^  fî  Ton  veut  par  exemple  y  fça- 
voir  ce  que  fait  6  fois  7  j  on  cherche  d'abord  dans  la  première  co- 
lonne de  haut  en  bas ,  à  gauche ,  la  cellule  oji  je  nombre  6  fe 
trouve  écrit ,  &  dans  le  rang  fuperieur  de  tr^  *  ''^^^'••sJa  cel- 
lule on  fe  trouve  le  nombre  7.  Après  qi 
rang  de  g^niche  à  droite ,  qui  commence  f 
rang  (jie  haut  en  bas  qui  commence  par  77 
rangs  s'entrecoupent ,  contient  42  :  ce  quî^ 
font  42  ;.  &  la  raifon  en  eft  évidente  par  \i 
We.  Car  il  eft  vifible  qu'en  formant  le  n 
commence  par  7  ^  la  féconde  cellule  col 
troifiéme  3  fois. 7  ou  21 ,  &c  :  de  forte,  q^ 
au  rang  de  gauche  à  la  droite  qui  comm9 
Kment  contenir  6  fois  7  ou.  42».  / 
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De  même  fi  on  vouloir  trouver  ce  que  vaw  7  fois  9  ;  on  pren- 
droît  le  rang  de  gauche  à  droite  qui  commence  par  7 ,  &  le  rang 
de  hain  en  bas  qui  commence  par  9  :  âc  l'endroit  oii  ces  deux 
iraBgs  fe  couperoîent^  cantioxdrok  63  ;  qui  efl  le  produit  de  7  par 
^  y  &  ainfi  des  autres* 

^^«  1a  preuve  (b  la  mtdtiplkamm  y  c'eft-à-dire  la  man^re  de 
.voir  6  Qci  oe  s'efV  poine  trompé  en  faifant  Topération  ^  (e  £ût  par 
la  divifion  y  qui  ef{  une  opération  toute  contraire  ;  comme  oi;^  ver« 
ra  bien-tôt. 

Division    simbls. 

23,  FnouÊME  I.  On  veut  partager  6^  livras  à  3  Soldats  j^  com^ 
bien  reviendrait* il  à  chacun  deux  / 

Solution^  It  oSt  vifibte  que  pour  répondre  k  cette  quefliiori  ^ 
il  faut  partager  le  nombre  69  en  3  ;  &  par  confequeat  examiner 
combien  de  fois  3  ed  dans  69.  Car  s'il  s'y  trouve  par  exempte  23 
fois  fansrelïe ,  i)  fera  vrai  de  dire  que  7.jy  pris  trois  £w  font  ^9  : 
puifque  k  tout  eu  égal  à  Tes  parties  pri&s  enfemble  (t^);  &  qi^ain^ 
23  fera  la  partie  qui  reviendra  à  Chaque  Soldats  C'ei^  donc  ki  una 
divifion  (11). 

Pour  cela  j'écris  le  nombre  \  divi&r  dç^  &  te  divifeuv  3  k  côcé 
de  ce  nombre,  en.  les.  fëpaiant  pîar  une  ligne  00  par  un  crochet  : 
après  quoi  je  tire  imc  ligne  au-defïbus  de  ces  deux  nombres  \  & 
je  placerai  le  quùtHm  que  je  cherche  y  fous  le  dlvifcnr.  Cela  fait , 
je  dis  :  en  6  ODmbien  de  fois  '^yèc  trou**^ 

vantjqa!i)  y:  eâ  x  fisis  ^j'çcns  z  au  quo-  J>is^i^i£r,|    JOtivifiur , 
tient;  &  je  dis  2  fois  3  font  ^,  6c  du  ca-  69 

raâerc  é  du  dii^idende  ône»  é ,  il.  ne  refie  ^~^   .        ^ 

rien.  Je  divife  F  autre  cacaûerc  9  du  divi-  |   ^3  ^^(^^^^ 

dende  de  la  méms  façon  ;^  &  jç  dis  r  çn  9  combien  de  fois  3 ,  £6 
trouvant  qu'il  y  eft  3  fois,  j'écris  3  au  q^ocîent  ^  &  je  dist3  fois  3  €om 
9 ,  &  du  caraéœre  9  du  dividende  ôtez  ^y^  il  ne  refte  rien  4  &  comme 
â  n'^  a  plus  de  caraâere  au  dividende ,  Topécacton  eâ  fiœcu  Âinfi  il 
revient  23  livres  à  chaque  fiildaL 

La  r^fon  de  ceci  paraîtra  claiœ^  fi  Vcm  confîdere  que  lorfqu'ei» 
^£nc  la  première  opétacion,  fat  dit  ea  6  combîea  dé  fois  3 ,  il 
m'eft  venu  x  dixaînes  ou  2a.  Car  â  dixaines  contsennent  3,  vingt 
fois  9  oa  deux  dixaines  de  fois.  :  ain£l.  en  muHtipliant  ledivifeinr  y 
par  le  premier  qcRDcient  2,  ce  qui  fait  6  dixames ,  &  retranchant 
ces .  6  dixaines  du  dividende.  ^  iJ  a'eft  fias  rèâé  au  dividende  que> 
9  unités.  Or  par  la  féconde  opéraciça:  ay^nc  drouvé  que  le  divi^ 


^.WVi«W* 
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leur  étok  3  fois  dans  œs  9  unîcés ,  j'ai  multiplié  le  divifenr  3  par  le 
iecond  quotient  3  ;  &  j'ai  retranché  le  produit  9,  -des  9  unités  dtt 
-dividende  :  ainfi  il  n^eû  refté  rien  aa  dividende.  Donc  j'ai  retrati«- 
ché  du  dividende  te  divi&ur  3  ^  autant  de  fois  qu'il  y  étoit  contenu  , 
&  par  conféquent  fai  &k  la  divifîon  demandée  (  1 1  ). 

%^.  La  preuve  dt  cette  règle  k  fait  par  la  nuslciplic&tion.  Car  B 
eft  dair  que  fi  h  divifeur  3  eft  contenu  a3  fois  dans  le  dividende 
^9  ;  le  même  divîfëlir  3 ,  pris  ^3  fcHS  ou  multiplié  par  ^3 ,  doit 
être  égal  au  dividende  :  puifque  la  fomme  des  parties  eft  toujours 
égale  2sa  tout  qui  le  contient  {13)*  Donc  fi  après  avoir  nïuitiplié 
k  divi&ur  par  le  quotient  ^  on  ne  retrouvoit  pas  le  dividende  ^  ce 
ièroit  marque  qu'on  aurok  mat  <^ré.  Oci  kipposfe  qu'il  ne  refte 
rien  au  dividende  qui  ne  puifle  plus  être  ditifë  par  le  divifènr  : 
car  fî  cela  arrivoit^  il  faudroit ,  pour  faire  la  preuve,  multiplier  le 
divifeur  par  le  quotient ,  &  ajouter  au  produit  ce  qui  fcroit  tefté 
éa  dividende ,  &  la  fomme  devroit  être  égale  au  dividende. 

De  même  que  la  multiplication  fert  de  preuve  à  la  divïfîon ,  àt 
n^me  auflî  la  divifion  fert  de  preuve  k  la  multiplication.  Car  on; 
voit  bien  que  (î  en  nniltipliant  3  par  23  ,  on  trouve  un  produtt^p 
il  s'enfiût  nécei&trenient  qu'en  divifant  69  par  3  ^  on  doitretroi^ 
23  au  quotient,  ou  qu^en  divifant  le  même  69  par  ^3  >  le  quotient 
doit  donner  3.  . 

Problème  II.  l/n  Marchand  a  employé  î!>6ox4  livres  à  acheter 
des  étoffes  qui  lui  coûtent  6  livres  Vaune  ^  combien  d'aunes  eft 
Oriil  acheté  / 

Solution*  Puifque  l'aune  vaut  €  livres ,  le  ^[arcliand  a  adieté 
autant  d'aunes  que  le  nombre  6  eft  contenu  de  fois  dans  la  fomme 
1^6014  livres  qu'il  a  déboursée.  Pour  répondre  donc  à  la  qutftion 
propofée ,  il  faut  voir  combien  de  fois  £  eft 
contenu  dans  1 560x4  y  &  par  confôqucnt  il 
faut  faire  une  divifion. 

J'écris  le  nombre  à  divî(êr  15^024^  (bus 
lequel  je  tire  une  ligne ,  &  une  autre  à  droite, 
pour  féparer  le  dividende  du  divife w.  £n-* 
fuite  j'écris  le  divifeur  à  côté  du  dividende 
à  droite. 

Comme  6  n^cft  pas  contenu  dans  le 
premier  caraâere  i  du  dividende ,  je  prends 
pour  premier  membre  de  la  divifion^  les 
deux  premiers  chi£Bres  i  \. 


Dividende. 
15.60x4 


DivifeuK 
6 


12 


3^ 
3^ 


>•  i  ■  *  *■ 


16  004 
.Quûiienu 


00 


24. 
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25.  Je  dis  donc  :  en  15,  combien  de  fois  6  ?  &  trouvant  qu'il  ne 
peut  y  être  que  a  fois ,  j'écris  2  au  quotient.  Je  multiplie  le  divifeur  6 
par  le  quotient  2  ;  ce  qui  fait  1 2  :  &  de  la  partie  1 5  du  dividende  re- 
tranchant le  produit  i  z,  il  refte  3  que  j'écris  fous  le  caraftere  ^. 

A  côté  du  refte  3 ,  je  place  le  troifiemexaraftere  6  du  dividende  ; 
&  je  dis  :  en  36 ,  combien  de  fois  6}  &c  trouvant  qu'il  y  eft  6  fois  ^ 
j'écris  6  au  quotient.  Je  multiplie  ce  quotient  6,  par  le  divifeur  6  ; 
ce  ^ui  fait  36  :  &  retranchant  ce  produit  des  deux  caraâeres  ^6  du 
dividende  y  il  ne  refte  rien. 

J'abaiife  le  quatrième  caraftere  o  du  dividende  y  &  je  vois  qu'au 
lieu  des  quatre  premiers  caraâeres  1 560  du  dividende ,  je  n'ai  plus 
que  00.  Je  dis  donc  en  zéro  combien  de  fois  6;  &  trouvant  qu'il  n'y 
eftpointy  j'écris  un  zéro  au  quotient.  Je  multiplie  le  divifeur  6 ,  par 
ce  quotient  zéro  :  ce  qui  donne  zéro.  Je  retranche  ce  j>roduit  zéro 
des  caraâere  00  du  dividende  ^  &  le  refte  eft  o. 

J'abbaiiTe  le  cinquième  caraâere  2  du  dividende,  &  je  trouve 
qu  au  lieu  des  cinq  premiers  caraâeres  i  ^60%  du  dividende ,  je  n'ai 
plus  que  ox ,  c'eft-à-dire  x  :  car  le  zéro  qui  le  précède  ne  fignific 
rien.  Je  dis  donc  :  en  x ,  combien  de  fois  6f  &c  trouvant  qu'il  n  y 
efl^oint ,  j'écris  encore  zéro  au  quotient.  Je  multiplie  le  divi- 
feur 6  par  le  quotient  zéro ,  ce  qui  fait  zéro ,  &  retranchant  ce 
produit  du  cara6lere  z  du  dividende ,  le  refte  eft  2  ;  car  de  x  retran- 
thez  zéro ,  le  refte  eft  z. 

J'abbaiffc  le  dernier  caraâere  4  du  dividende  fous  le  divifeur , 
&  je  trouve  qu'au  lieu  du  dividende  1^60x4,  je  n'ai  plus  que  24, 
Je  dis  en  X4,  combien  de  fois  6  ?  &  trouvant  qu'il  y  eft  4  fois,  j'é- 
cris 4  au  quotient.  Je  multiplie  le  divifeur  6  par  ce  quotient  4,  ce 
qui  donne  X4  ;  &*  retranchant  ce  produit  des  caraâeres  24  du  di- 
vidende ,  le  refte  eft  zéro ,  que  j'écris  au-deflbus ,  &  comme  il  ne 
refte  plus  rien  au  dividende,  la  divifion  eft  finie.  Par  conféquent 
le  quotient  2^004  marque  le  nonjbre  d'aunes  que  ce  Marchand 
a  acheté. 

Lorfqu'en  retranchant  des  caraéteres  du  dividende ,  le  produit 
du  divifeur  par  l'un  des  quotients ,  il  ne  refte  rien  ;  on  peut  fe  dif^' 
penfcr  d'écrire  o  par  deffous  :  car  ce  caraâcre  au  commencement 
d'un  nombre  ne  fignific  rien. 

Il  faut  obferver,  à  mefure  qu'on  abbaîfle  un  caraftere  du  *divi-f 
dende  fous  ce  divifeur ,  de  mettte  un  pQint  fur  ce  caraâ;ere  pour 
marquer  qu'il  a  été  abbaifTéf 


Froblêmx 
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Problêmb  III.  On  veut  partager  à  z6  perfonnes  lafomme  de 
15  45 18  livres  y  combien  reviendrait' il  à  chacune 

Solution.  Cette  queftion  (e  réfout  comme  les  deux  précédentes , 
&  il  n'y  a  de  différence  qu'en  ce  que  le  divifeur  26  a  deux  carafteres: 
or  voici  ce  qu'ion  fait. 

J'écris  le  dividende  1^^4518^  &  le  divifeur  %G  comme  ci- 
deffus.  Enfoite  je  prends  pour  premier  membre  de  la  divifion  ,  les 
trois  premiers  chiffres  i<4  du  dividende ,  ^^mW^n^/..!  Divifeur. 
&  je  cherche  combien  de  rois  x6  elt  con-  - .  ^ ,  «     ^r 

tenu  dans  ces  trots  prenuers  caraaeres  i<4  '^J^ 

du  dividende.  Mais  comme  cet  examen  fe-         130 
loit  embarraflant,  je  ne  fais  d'abord  atten-  2.a< 


1943. 
Quotient. 


tion  qu'au  premier  chiffre  du  divifeur  &  aux  2.  -•  4 

deux  premiers  cliiffres  du  dividende  ;  &  je  *-^ — 

.dis  :  en  I  ç  combien  de  fois  x  ?  il  y  eft  fept  m 

fois.  Le  clîifire  7  eft  le  nombre  que  je  deftinjc  ï  04 

MU  quotient  :  mais  avant  que  de  l'y  mettre ,  je  ^o 

Féprouve  par  la  multiplication.  Ayant  donc  ^g 

multiplié  le  divifeur  16  par  7 ,  j'ai  pour  pro-  Z— 

duic  182,  plus  grand  que  le  premier  mem-  (  o 

bre  I  ^  4  du  dividende.  Te  diminue  donc  ce 

nombre  7  d'une  unité  fucceflivement ,  jufqu'k'  ce  qu'en  multi* 
pliant  le  divifeiir  /il  donne.un  produit  qui  puiflè  être  extrait  du  pre« 
mier  membre  x  54.  Quand  on  eft  un  peu  exercé  à  faire  des  divifions^ 
on  voit  tout  de  fuite  quelle  doit  être  la  valeur  du  chif&e  qu'on  def- 
tine  au  quotient.  Je  dis  donc  ici  de  nouveau,  eni^,  combien xiç 
(ois  2?  il  y  eft  cinq  fois.  Multipliant  le  divifeur  16  par  ^  ,  j'ai  pour 
produit  i3o^que  jefouflrais  de  1^4  :  il  refte  24 ,  à  côté  duquel 
î'abaifle  le  <  du  dividende. 

Je  dis  enluite  ::  en  245 ,  combien  de  fois  16  ;  ou  comme  ci-deffus , 
en  24  combien  de  fois  2?  Il  y  eft  9  fois  ;  &  mulèipliant  le  divifeur 
26  par  9 ,  j'ai  pour  produit  234 ,  que  je  (buftrait  de  24$  :  il  refte  11, 
à  côté  duquel  f  abailTe  le  i  du  dividende. 

Je  dîs  eniûite  :  en  1 1  ^  combien  de  fois  2  >  il  y  fêroît  5  fois  :  mais 
voyant  ou  éprouvant  que  le  ^  feroit  trop  grand ,  je  mets  4  au  quo- 
tient; &  multipliant  le  divifeur  lépar  4,  j^ai  pour  produit  104,  que 
je  fouftrais  de  1 1 1  :  le  refte  eft  7  ;  à  côté  duquel  j'abaifTe  le  8  du  divi^ 
dende. 

Je  dis  enluite  :  en  7 ,  combien  de  fois  2  ?  il  y  eft  trois  fois.  Je  mett 
3  au  quotient ,  Ôc  ayant  fait  la  multiplication  &  ia  fouftraâion ,  il  ne 
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refte  rien  i  6ç  la  divifion  çft  achevée.  Le  quotient  total  ^43  marque 
ce  qui  revient  à  chacune  des  z6  perfonnes. 

2^.  Il  y  a  donc  trois  chofes  à  obferver  dans  chaque  opération 


Œie  l'on  fait  en  divifant.  La  première  eft  d'examiner  combien  de 
rois  le  divifeur  eft  dans  les  caraâeres  du  dividende  ^  qu'il  doit"  di- 
vifer  ;  &  d'écrire  ce  nombre  de  fois  au  quotient  :  la  féconde  eft 


de  multiplier  le  quotient  par  le  diVifèur  ;  &  la  troiHeme  efl  de  re- 
trancher le  produit  qu'on  a  trouvé  des  caractères  du  dividende 
qui  lui  répondent  fuccefEvement  dans  les  difFérenos  membres  du^ 
dividende. 

26.  Lorfque  la  divifion  (e  fait  exaétement  &  (ans      434' 
refte  copime  dans  les  exemples  précédens ,  on  dit     ~  , 

que  le  divifeur  ejl  exaU  :  mais  lorfqu'il  fe  trouve  un  ^  l  ^44**'î; 
refte  qui  ne  peut  plus  être  divifé,  on  dit  que  le  éUvi-  , 

feur  rieflfos  exaSt.  Qu'on  propofe^par  exemple,  le        14 
nombre  434  à  divifer  par  3.  On  trouvera , après  avoir        1 2 
fait  toutes  les  opérations,  un  refte  2,  qui  ne  fâuroit      "^ 
fe  divifer  par  3  ;  puifque  3  n'eft  pas  contenu  dans  2.         ^^' 
Ainfi  le  divifeur  n'cft  pas  exaâ;  &  dans  ce  cas ^  fi  l'on  vouloîc  faire 
la  preuve ,  on  multiplieroit  le  divifeur  3  par  le  quotient  144  :  ce  quir 
donneroit  le  produit  432,  auquel  on  ajouteroit  le  refte  2  pour  avoir 
le  dividende  434.  Ce  quotient  144+ f^^^™^  144  unités, plusr 
deux  tiers  d'une  unité. 

17*  Lorfque  le  divifeur  n'eft.  pas  exaâ ,  le  rejh  ejï  une  fraSiorù 
Aiiui  dans  l'exemple  que  nous  venons  de  donner,  le  nombre  n 
eft.une  fra£tion  :  car  ce  nombre  fîgnifie  2  unités  qu^il  faut  parta-^ 

?^er  en  trois,  ou  deux  tiers  d'unité.  Suppofbns , par  exemple,  que^ 
'on  veuille  partager  x  écus  à  3  perfonnes  :  il  eft  fur  que  fi  l'on  par- 
tage chaque  écu  en  3  parties  égales,  les  deux  écus  feront  compofé^ 
de  fix  parties  égales ,  dont  chacune  vaudra  le  tiers  d'un  ^u.  Ainfi 
divifant  ce  nombre  6 ,  par  le  nombre  3  des  perfonnes;  le  quotient 
%  marquera  que  chaque  perfonne  aura  deux  de  ces  6  parties ,  & 
par  coaféquent  deux  tiers  d'écu.  Donc  2  écus  à  partager  entre  troi» 
perfonnes ,  eft  la  même  chofe  que  deux  tiers  d'écu  :  or  2.  tiers 
d'écu:  eft  une  fraâion:  :  donc  le  refle  d^une  diviiîon  eft  un& 
fraâion. 

28.  De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  touchant  I2  multqilica^ 
don  &  la  divifion ,  on  doit  tirer  les  conféquences  fuivantés  : 

Dans  tome  multiplication,  (i  Von  divife  le  produit  par  le.  nom* 
brt  à  multiplier ,  le  quotient  fera  égai  au  muldplicaieur  ;  &  JiCon 
^&yife  le  même  produit  par  le  mulsipIicoÊCu^ ,  le.  quçùcmfera.é^al 
au  nombre  à  multiplier  î^x^). 
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29.  Dans  toute  divijion  exaSe  ^  le  produit  du  (^uonent  par  le  divi* 
feur  tfl  égal  au  dividende  ;  &  dans  toute  divijion  qui  nefipas  exaSe  , 
Je  produit  du  quotient  par  le  divifeur  étant  ajouté  au  rtjte  de  la  di^ 
yijion  ,  donne  unefomme  égale  au  dividende  ^  ou  nombre  à  divi^ 
fer(x^) 

Il  y  a  donc  deux  di(Ferentes  règles  ^  l'une  pouf,  la  di^îfion  exaâe^ 
&  l'autre  pour  celle  qui  ne  Teft  pas.  Mais  il  fauc  obferyer  que  ces 
deux  règles  peuvent  le  réduire  à  une  (eule  :  car  le  refte  d'une  di- 
vifion  non-exaâe  étant  une  fraÂibn  (xy)  ;  fi  j'écris  le  refte  à 
côté  du  quotient  en  guife  de  fraâion ,  comme  on  verra  bien-tôc 
dans  te  Chapiti;e  fuivant ,  le  quotient  &  la  ftaâion  étant  raulti^ 
plies  par  le  divifeur,  donneront  un  produit  égal  ail  dividende. 
Soit^par  exemple,  le  nombre  14  à  divifer  pa*:  3  :  lequo- 
tient  eft  4  ;  &  le  refte  2  eft  une  fraâion  qui  fignifiç  Jeux     14 
tiers (ij).  Or  deux  tiers  s'écrivent  de  cette  façon  f  (30);  -"- 
ainfi  j'écris  f  à  côté  du  quotient  4;  ce  qui  fait  4  j.  Je  .^ 
multiplie  47,  par  le  divifeu/3  ;  en  difaht  :  3  fois  deux     (2 
tiers  font  (ix  tiers,  &  fîx  tiers  font  deux  entiers;  car    ' 
chaque  entier  contient  trois  tiers  :  donc  je  n'ai  plus  de 
fraftion  &  je  retiens  deux  entiers.  3  fois  4  font  12  en-  ^^* 

tiers,  &  2  de  retenu  font  14  :  ainn  le  produit  eft  14,  &  ce  produit 
eft  égal  au  dividende.  D'où  l'on  voit  que  dans  la  divijion  non-exaSe, 
de  même  que  dans  la  divijion  exaSe  ,  le  produit  du  divijeur  par  le 
quotient  total  ^  c^ejl^-'dire  par  le  quotient  &  la  fraSion  qui  exprime  le 
rejle,  ejlégal  au  dividende;  &  par  conféquent  la  même  règle  (crt 
pour  l'un  &  Tautre  cas. 
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CHAPITRE      III. 

DES      FRACTIONS, 

30.  LJ N  E  fraBion  nous  préfente  toujours  deux  idées ,  dont 
l'une  eft  l'idée  du  nombre  des  parties  qui  compoiènt  l'entier, 
&  l'autre  eft  celle  du  nombre  des  parties  que  l'on  prend.  Quand 
on  dit  deux  tiers  d'écu,  on  conçoit  qu'un  écu  eft  partagé  en  trois 
parties  égales ,  &  qu'on  en  prend  ^  j  &  ainfi  des  autres.  D'où  il  fuit 
qu'il  faut  néceflairement  employer  deux  expreffions  qui  répondent 
k  ces  deux  idées  ;  or  voici  comme  on  fait. 

Pour  exprimer  deux  tiers ,  oh  écrit  d  abord  le  nombre  1 ,  fous 
lequel  on  mené  une  petite  ligne  ^  &  (bus  cette  ligne  ^ori  met  le 

Cij 
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nombre  3  :  ainfi  on  écrit  \.  De  même  pour  exprimer  trois  quarts , 
quatre  cinquièmes ,  &c.  on  écrit  7 ,  f ,  &c.  Le  nombre  écrit  au- 
defTus  de  la  petite  ligne  fe  nomme  le  numérateur;  parce  qu'il  mar- 
que combien  on  prend  des  parties  de  Tentîer,  &  celui  qui  eft  fous 
la  ligne  fe  nomme  dénominateur;  parce  qu'il  exprime  en  com- 
bien de  parties  égales  on  conçoit  que  l'entier  eft  divifé,  &  que  par 
conféquent  il  détermine  l'efpece  de  la  fraftion. 

31.  Deux  ou  plufieurs  fraftions  de  différente  efpece ,  c'eft-4- 
dire,  dont  les  dénominateurs  font  différents  ^  ne  peuvent  ni  être 
ajoutées  enfetnble ,  ni  être  fouftraites  les  unes  des  autres^  par  exeoi-* 
pie ,  7  d'écus  &  7  d'écus  ne  peuvent  faire  ni  \  ni  ^.  Car  quoiqu'on 
prenne  d'un  côté  2  parties  d'un  écu ,  &  de  l'autre  3  ,  ce  qui  fait  J  ; 
cependant  on- ne  peut  pas  dire  que  ces  cinq  parties  font  toutes  ou  des 
tiers  Ou  des  quarts.  Far  la  même  raifon ,  on  ne  fçaurok  retrancher 
la  fraâion  \  de  la  fraAion  f .  C'eft  pourquoi  fi  l'on  veut  faire  ces  opéra- 
tions fur  ces  fortes  de  fraftions,  il  faut  nécefTairement  les  réduire  à 
avoir  une  même  dénomination  ^  fans  cependant  changer  leur  valeur  \ 
&  c'eft  ce' que  nous  alltons  voir^  après  que  j'aurai  pofe  les  principes 
fuivans. 

32.  Principe  I.5Ï  l'on  multiplie  deux  nombres  par  un  même  nom^ 
bre;  les  produits  feront  entre  eux  comme  les  nombres  à  multiplier:  cUft^ 
à-dire  ,  le  premier  produit  fera  contenu  dans  le  fécond  ^  ou  le  contiens 
Ara  j  autant  de  fois  que  le  premier  nombre  à  multiplier  fera  contenu 
dans  le  fécond  ,  ou  contiendra  le  féconde 

DiéMONSTRATiON.  Soicut  les  nombrcs  à  muItîplTer  4  8 
4  &  8,  &  le  multiplicateur  3,  Les  produits  feront  3  3 
1 2  &  24 ,  &  il  eft  vifible  que  le  nombre  4  étant  conte-     "  """"*" 

nu  deux  fois  dans  8,  le  même  4  pris  3  fois,  c'eft-à-dire       '  ^ 

1 2 ,  fera  auflî  contenu  deux  fois  dans  le  nombre  8  pris  trois  fois,  c'eft- 
à-dire  24;  ainfî  12  fera  à  24,  comme  4  eft  à  8.  Z.a 

33.  Principe  II.  Si  ton  divife  deux  nombres  par  un  même  nom- 
bre^ les  quotiens  feront  en  même  raifon  que  les  nombres  à  divifer^ 

DEMONSTRATION.  Soîcnt  Ics  nombres  12  &48 


\  divifer  par  3  ;  les  quoriens  feront  4&16.  Ori2  ti 
étant  le  quart  de  48  ;  il  eft  clair  que  le  tiers  de  douze,  ~ 
c'eft-à-dire  le  quotient  4,  doit  être  le  quart  du  tiers 
de  48,  c'eft-à-dire  du  quotient  16. 


i 
4 


48(3 


-w 


34.  Principe  III,  Lorfque  ton  multiplie  un  nombre  fuccejjîvenunt 
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par  vLuJicurs  mulùplicauurs  ;  le  produit  que  ton  trouve  efi  égal  au 
produit  que  F  on  auroit^Ji  ton  tnuUiplioit  tout  d'un  coup  le  nom^ 
brt  propofi  par  le  produit  de  tous  les  mulfiplicateurs. 

DEMONSTRATION,  Soîc  le  nombre  a,  à  multiplier      42        6 
fuccedivement  par  2  &  3  :  le  produit  lera  24.  Car  4       ?«      3        4 
multiplié  par  2  donne  8  ;  &  8  multiplié  par  3  donne    "^   *^      xa 
14.  D'autre  part,  fi  je  multiplie  le  multiplicateur  2       ^- 
parle  multiplicateur  3 ,  ce  qui  fait  6  ;  &  que  je  mul-     — 
tiplie  le  nombre  propôfè  4  par  ce  produit ,  j*aî  auffi       ^ 
24. 

Et  la  raîfon  en  eft  évidente.  Car  en  multipliant  4  par  le  pre- 
mier multiplicateur  2 ,  je  prends  4  deux  fois  ;  c'eft-à-dire  je  le  rends 
double  de  lui-même  :  &  dans  cet  état,  en  le  multipliant  par  3  ,  je 
le  prends  3  fois ,  de  forte  qu'en  tout  je  le  prends  2  fois  ^  rois ,  c'efl- 
à-dîre  6  fois.  Or  lorfqu'après  avoir  fait  le  produit  6  des  multi- 
plicateurs 2  &  3 ,  je  multiplie  4  par  6  ;  je  prends  auflî  4  fix  fois: 
donc  de  part  &  a  autre,  je  fais  la  même  chofe  j  &  le  produit  doit 
être  le  même. 

3  y .  Principe  IV.  Lorfqu^on  divife  urt  nombre  fuccejjîvement  par 
plujieurs  divifeurs  ,  le  quotient  que  ton  trouve  ejl  le  même  que  celui 
qu'on  trouveroit ,  fi  ton  divifoit  tout  d^un  coup  le  nombre  propoje 

par  le  produit  de  tous  les  divifeurs, 

24 

Démonstration.   Soit  le  nombre  24  k  di- 

vifer  par  2  &  3  :  le  quotient  fera  4.  Car  24  di-     ; 

vi/e  par  2  donne  12;  &  12  divifé  par  3  donne  4.       12 
D'autre  part ,  le  produit  des  deux  divifeurs  2  & 
3 ,  efl  6  ;  &  fi  je  divife  24  par  ^ ,  j'ai  aufli  4 
pour  quotient 


2 

Ï2. 


246^ 
"4 


i        ^ 
4         3 

6. 

Lia  raifon  en  efl  qu'en  divifant  24  par  2 ,  je  le  réduits  à  la 
moitié  ;  &  dans  cet  état ,  en  le  divifant  par  3  ,  je  le  réduits  au  tiers 
de  la  moitié,  &  par  confcquent  je  le  réduits  au  fixieme.  Car  la 
moitié  étant  partagée  en  trois  parties ,  l'entier ,  qui  contient  deux 
moitiés  ,  contient  auffi  6  de  ces  parties.  Ainfi  chacune  d'elles  eft 
le  fixicme  de  l'entier.  Or  lorfqu'après  avoir  fait  le  produit  (î  des 
deux  divifeurs ,  je  divife  24  par  ce  produit  ;  je  réduits  24  au  fixiéme  ; 
donc  de  part  &  d'autre  je  fais  la  même  chofc  ,  &  le  quotient  doit 
être  le  même. 
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ViyERS  PROBLÊMES  SUR  LES  FRACTIONS. 

3^,  Problème  L  Réduire  deux  ou  plujîcurs  fraSions  à  un  même 
dénominateur^ 

SbLtJTiON.  P.  Soient  les  deux  ffa<5Hons  propofées  f,  f .  Je  mul* 
tîplie  les  deux  dénominateurs  3  &  5  l'un  par  l'autre  :  ce  qui  donne 
le  dénominateur  commun  15.  Enfuite  je  multiplie  le  numériitçur  % 
de  la  première ,  par  le  dénominateur  5  de  la  féconde  ; 
&  le  numérateur  4  de  la  féconde  ,  par  le  dénomina^  to  1% 
teur  3  de  la  première ,  ce  qui  me  donne  deux  nouveaux  f  y 
numérateurs  ic  &  12.  Je  dis  que  la  première  fraftion  f,  ï$ 

eft  changée  en  '-^  ^  qui  a  la  même  valeur  que  f;  &  que  I4 
féconde  f  eft  changée  en  W ,  qui  ne  vaut  pas  plus  que  f , 

Pour  en  être  convaincu ,  on  n'a  qu'à  çonfîdérer  qu'en  opérant 
comme  j'ai  fait ,  le  numérateur  %  de  la  prpmicre  fraftion ,  &  fon 
dénominateur  y  ont  été  multipliés  par  un  même  nombre  5  ,  Sç 
qu'âinfî  les  produits  10  &  15  font  en  même  raifon  que  les  nom- 
bres à  multiplier  x  &  3  (31).  D'où  il  fuit  que  10  eft  les  deux 
tiers  de  1 5  ,  de  même  que  2  eft  les  deux  tiers  de  3  ;  &  que  pac 
conféquent  c'eft  la  même  chofè  de  partager  Tentier  çn  1 5  par-» 
ties  égales ,  &  d'en  prpndrç  xo,  que  de  le  partager  en  3,  &  d'ed 
prendre  i. 

De  même ,  le  numérateifr  4  de  la  féconde  fraâion ,  &  fon  dé-^ 
Dominateur  5  ,  ayant  été  multipliés  par  le  même  nombre  3  ;  les 
produits  12  &  15  font  en  même  raifon  que  les  nombres  4&  5* 
Donc  les  deux  nouvelles  frayions  ff,  >ç,  font  les  mêmes  que  Içs 
deux  propofées  j  &  -f;  ^  il  efl  vifible  qu'elles  ont  le  même  déno? 
minatcur  i  5 ,  puifque  dans  l'une  ôc  dans  l'autre  ce  dénominateur 
eft  le  produit  des  deux  dénominateurs  3  &  5  des  fraâions  proppfées. 

IP.  Soient  les  trois  fraftions  propofées  7, 7  >  i-  Je 
multiplie  les  trois  dénominateurs  les  uns  parles      3 
autres  ;  c'eft^àr-dire ,  je  multiplie  3  par  ^  ,  ce  qui  fait 
i^  ;  6ci<^  par  6  y  ce  qui  fait  9Q  ;  &  je  prends  c^ 
pour  le  dénominateur  commun  :  je  multiplie  en- 
fuite  le  numérateur  2  de  la  première  fucceffivement  ~7I 
par  le$  dénominateurs  àçs  deux  autres  ;  ou  ce  qui 
revient  au  même ,  par  le  produit  30  de  ces  deux  dénominateur^  ^  & 
j6  (  34  )  ;  &  Ip  produit  60  eft  le  nouveau  numérateur  de  cette  frac- 
tion. 

Je  multiplie  4^  mçmç  le  numératçur  4  de  la  féconde  fuccefll- 


5 

60 

7^ 

15 

» 

i 

s 

M 

5 

s 

s 

$ 

90 
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vemenc  par  les  dénominateur^  3  &  ^  des  deux  autres  y  ou  tout  d'un 
coup  par  le  produit  18  de  ces  deux  dénominateurs  ;  &  le  produit 
71  eft  le  nouveau  numérateur  de  cette  féconde  fraâion.  Enfin  je 
multiplie  le  numérateur  î  de  la  troifieme  fraâion  fuccéflivement 
par  les  dénominateurs  3  &  ^  des  deux  autres,  ou  tout  d'un  coup 
par  leur  produit  i  <  ;  &  le  produit  1 5  eft  le  nouveau  numérateur 
de  cette  troifieme  rraftion. 

Les  trois  fraftions  propofées  7  ,  f ,  i ,  font  donc  changées  en  ces 
troîs-ci  II ,  fl  ;  ^ ,  qui  ont  un  même  dénominateur ,  &  dont  les 
valeurs  font  les  mêmes  que  celles  des  propofées.  La  démonftratioh 
de  ceci  eft  la  même  que  k  précédente.  Car  il  eft  aifé  de  voir  qu'en 
opérant  de  cette  façon ,  le  numérateur  i  &  le  dénominateur  3  de 
la  première  fraâion  ayant  été  multipliés  l'un  &  l'autre  fuccemve^ 
ment  par  les  dénominateurs  3  &  5  ,  ou  tout  d'un  coup  par  le  pro- 
duit 30  de  ces  deux  dénominateurs ^  les  produits  60,  90,  font  en 
même  raifon  que  2  &  3  (  34  )  r  &  que  par  cônféquent  60  eft  les 
deux  tiers  de  90 ,  de  même  que  x  eft  les  deux  tiers  de  3.  D'où  il  fuit 
que  c'eft  la  rnême  chofe  de  partager  l'entier  en  00  parties  égales  ,< 
&  d'en  prendre  60  ,  que  de  le  partager  en  3  &  d  en  prendre  2  ;  6c 
qu'ainfi  la  fraétion  ||  eft  la  même  que  f.  On  fera  le  même  rai- 
fonnement  à  Tégard  deft  deux  autres  fraâions^ 

IIP.  La  règle  eft  donc  de  multiplier  tous  les  dénominateurs  en- 
femble^  &  de  prendre  le  produit  pour  le  dénominateur  commun  r 
enfuite  de  multiplier  le  niimérateur  de  chaque  fraâion  par  les  déno' 
minateurs  de  toutes  les  autres^ 'ce  qui  donnera  Içs  nouveaux  numé^ 
rateurs  que  l'on  cherche^ 

37.  Problème  II.  Réduire  un  entier  en  fraSion  dont  le  dénc^ 
minuteur  fait  donnée 

Solution.    Soit  le  nombre  i  ^  à  réduire  en  une  frac- 
rion  dont  le  dénominateur  foit  3.  Je  multiplie  i  ^  par  3,     ^1 
&  le  produit  eft  45  :  j'écris  donc  4^5 ,  &  menant  une  ligne,     _3     ry* 
j'écris  le  dénominateur  3  au«<ieilbu5;  ce  qui  me  donne     4^ 
la  fraâion  ^  égale  à  l'entier  i  ^. 


38«  Probl&mb  IIL  Réduire  en  entier  une  fraction  improfremtM 
diUy  ou  dont  le  numérauur  eft  plus  grand  que  le  dcnaminateur^ 
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Solution.  Soit  la  fradion  ^  à  réduire  en  entiers.  Je  di-     4«)  j3.. 
vife  45  par  le  dénominateur  3  ;  &  le  quotient  1 5  çft  Tentlej:     45  |i7]  ^ 
que  je  cherche.  — 

DÉMONSTRATION.  Puifque  la  fraâîon  eft  une  fraâion 
de  tiers  j  chaque  entier  en  doit  contenir  3.  Ainfi  il  doit  y  avoir  dans 
^,  autant  d^entiers  qu'il  y  aura  de  3  ;  &  par  conféqucnt  en  divifant 
45  par  3  ,  on  a  le  nombre  des  entiers  contenus  dans  -j-, 

• 

39.  Problème  IV.  Réduire  une  fraSion  aux  plus  petits  nombres 
^ui  puijfent  t exprimer. 

Solution.  I^.  Soit  la  fraftion  ff  à  réduire  à  fes  moindres  termes, 
ij  eft  fur  qu'il  faut  pour  cela  que  je  cherche  un  nombre  quLdivife 
exa;^ement  lie  numérateur  i  z  &  le  dénominateur  24  :  car  les  quo- 
tiens  feront  certainement  plus  petits  que  1 2  &  a4  ,  &  cependant 
ils  feront  en  même  raifpn  (  33).  D'où  il  fuit  que  je  pourrai  mettre 
le  premier  quotient  à  Ja  place  du  numérateur  ix,  &  le  fécond  \ 
la  place  du  dénominateur  Z4  :  ç^  qui  me  donnera  unp  nouvelle 
fradion  égale  à  -7I  ,  &;  dont  Içs  termes  feront  moindre^.  Il  f^tut 
çncpre  que  ce  divifeur  que  je  cherche,  foit  Je  plus  grand  divi- 
feur  çxaâ  qui  puifle  divifer  12  &  X4  ;  car  les  quotiens  deviendront 
alors  les  moindres  qu'ils  puiflent  être ,  à  qmfe  que  plus  le  divifeur 
eft  grand,  moins  i]  eft  contenu  dans  le  dividende,  &  par  conféquenc 
Je  divifeur  devient  moindre. 


12 

1 


12 


I» 


Pour  remplir  donc  ces  deux  conditions ,  je  divife  24 
le  dénominateur  24  p^r  le  numérateur  1 2^  ;  &  trou^ 
vant  que  la  divifion  eft  exafte,  &  que  le  quotient  ^. 
eft  2,  je  divife  auffi  12  par  lui-même  ,&  le  quotient  eft  i  :  ainfi  les 
d.eux  noryibres  12  &  24  ayant  été  divifés  par  le  nombre  1 2 ,  le$  quo- 
tiens i  &  2  font  en  même  raifon  (  33  )i  &  par  .conféquent  la  frac^ 
tion  7  eft  la  même  que  la  fraftion  \\  :  de  plus,  on  ne  (auroit  trouver 
de  moindres  termes  pour  exprimer  cette  frai9:ion ,  puifque  le  divifeur 
IX  étant  égal  au  numérateur,  on  ne  fauroit  trouver  un  plus  grand 
nombre  qui  divife  exaâemcnt  ix  &  24. 

Si  après  avoir  divife  le  dénominateur  par  le  numérateur ,  la  di- 
vifion n'eft  pas  exaâe  ;  on  néglige  le  quotient,  &  l'on  divife  le  nu- 
mérateur par  le  reflc  de  la  première  divifion  :  &  fî  cette  féconde 
divifion  n'eft  pas  exaéte,  on  divife  le  refte  de  la  première  divifion 
par  1&  refte  de  la  féconde ,  &  on  continue  de  même  jufqu'à  ce 
qu'on  trouve  un  divifeur  exaét.  Alors  on  divife  le  numérateur  &  le 
dénominateur  de  la  fraâion  propoféc  par  ce  divifeur  ^  âc  les  deux 
quotiens  compofent  la  fi-aâioo  réduitç* 

^^ 
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11°.  Soit^  par  exemple^  la 
fraâdon-  ~l  ^  réduire  aux 
moiodr^  termes*  le  divil^ 
le.'dénoniinateur  240  par  le 
oaméraKur  16^^  &  la  di'- 
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16& 
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7* 

7x 
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7* 
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140 
240 

1^ 


24 
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viiton  nfeft:  pas  exaâ:e,  car  il  nie  refle  7%^ 

Je  néglige  le  quotient  i ,  &  je  divflç  Le.  numérateur  168  par  71^ 
&  la  dtyifion  n'eft  pas  exaâe,  pui^u'il  ms  re£b  24. 

Je  néglige  le  quotient  2,  &  je  divife  le  preoûer  refte  72^  par  le  fè-^ 
coud  24.;  jSc  la,  divifion  eft  exaâe. 

Je  prens  donc  le  divifeur  24  9  &  je  divife  le 
numérateur  i^^S^  &  le  dénominateur  240  l'un 
6c  Tautre-par  24,  &  les  quotiens  7  &  10  font 
en  même  mifon  que  i  ^8  &  240;  donc  la  frao 
tien  7^5  eft  la  même  que  la>fradion  T^néduîte  à  (es  moindres  termes; 

I>îiMONSTRATioir.  Je  dis  F.  qud  24.  doit  divifer  exaâement  le 
numérateur  1 68  &  le  dénominateur  140.  Car  24  divife  exaâement 
72  :  or  168  contient  deux  ibis  72 pJuR24^,  comme  on  voit  parla  divi- 
fion  que  nous  avons  faite.  Ainfîi  08  eft  le  même  que  deux  rois  72  plus 
24  ;  mais  24  fe  divife  exaâement  lui-même  ^  &  divife  auflî  exaâe- 
ment deux  fois  72  ;  puifqu'il  divife  exaâement  72  :  donc  24  divife 
exaâement  deux  fois  72  plus  24  y  c'eft-à-dire  1 68.  De  même  240 
contient  une  fois  168  plus  72  ;  comme  on  voit  par  la  dîvifion  que 
nous  avons  faite  ;  donc  240  eft  la  même  chofe  que  1 68  plus  72. 
Or  24  divife  exaâement  1 68  &  72  :  donc  24  doit  auffi  divifèr  exaâe- 
ment 168  plus  72,  c^eft--à*-dire  240. 

Je  dis  11^.  que  24jûft  le  plus  grand  divifeur  qui  puifle  divifer  exac« 
tement  1 68  &  240.  Si  l'on  vouloit  qu'il  y  eût  un  nombre  plus  grand 
que  24  y  qui  divifat  exaâement  1 68  &  240 ,  il  faudroit  que  ce  nom-» 
bre  divifat  exaâement  1 68  &  le  premier,  refte  72  :  car  240  étant  la 
même  chôfè  que  i6S  plus  72  ;  fi  le  divifeur  de  1(^8  ne  divifbit  pas 
exaâement  72 ,  il  ne  diviferoit  pas  non  plus  i  ^8  plus  72,  c'eft-à-dire 
240.  De  plus  1 6S  étant  égal  à  deux  fois  72  plus  24  y  le  divifeur  qui  di- 
viferoit exaâement  i6i  ôcyx^  devroic  auffi  divifer  exaâement  deux 
fois  72 ,  &  24  ;  car  autrement  il  ne  diviferoit  pas  1 68  égal  à  deux  fois 
72  plus  24  :  or  24  ne  peut  pas  avoir  un  divifeur  plus  grand  que  lui  ^ 
donc  il  ne  peut  pas  fe  trouver  de  nombre  plus  grand  qui  divife  exac** 
tement  168  &  240. 

40.  Problème  V.  Evaluer  uncfiaSion. 

SoLvviov,  Noiis avcms di{  (8)qa'ily ade  cetcaines  chofes  donc 
Tome  I.  D 
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l'ufage  a  voulu  qu'on  ait  fait  des  divifîons  &c  des  foudivifîons  nom- 
mées fous-efpeces.  Or  évaluer  une  fraâion  de  quelqu'une  de  ces 
chofès^  c'eft  chercher  combien  la  fraâion  contient  de  fous-ef- 
peces. 

Pour  fçavoir  combien  \  de  livres  contient  de  fols ,  qui  cft  la  fous- 
efpece  de  la  livre  ;  il  faut  réduire  la  livre  en  fols,  c  eft-à-dire  la  mul* 
tiplier  par  ao ,  à  caufe  que  la  livre  contient  xo  fols  :  enfuite  on 
divifera  xo  par  4 ,  pour  en  avoir  le  ouart  qui  eft  ^  ;  &  Ton  multi- 
pliera ce  quart  par  3  ,  parce  qu'on  a  ~  :  &  le  produit  1 5  fols  mar- 
quera que  f  de  livres  valent  i  ^  fols  ;  ce  qui  n'a  pas  befoin  de  dé-, 
monftratîon. 

-   41 .  Frobl:êms  VI.  Ajouter  enjemble  deux  ou  plujîetirs  fraSions^ 

Solution.  Si  les  fraâions  ont  un  même  dénominateur,  on  ajoute 
enlemble  tous  les  numérateurs  :  mais  fî  les  dénominateurs  font  dif* 
férens,  on  réduit  auparavant  les  fraâions  k  une  même  dénomi- 
nation. 

Exemple  L  Un  homme  a  acheté  d'une  pan  12  aunes  \  d  étoffe^  & 
dune  autre  1 4  aunes  ^  |  :  comiien  a-tHl  acheté  d aunes  en  tout  ? 

Solution.  J'écris  les  aunes  fous  les  aunes,  &  les  frac-  i2****'*»|. 
tions  fous  les  fraâions.  Après  quoi  je  dis  :  f  &  f  font  {;  &  14  f 
comme  le  numérateur  7  eft  plus  grand  que  le  dénomina-  ~  T 
teur  ^ ,  je  divife  7  par  5  ,  pour  favoir  combien  il  y  a  d'en-  '  ' 
tiers;  &  je  trouve  i  entier  avec  un  reftc  2,  c'eft-à-dire  f .  J*écris  f  fous 
la  ligne ,  &  pafTant  aux  aunes,  je  dis  :  i  entier  que  j'ai  &  2  font  3  : 
&  4  font  7 ,  &  achevant  le  refte  à  l'ordinaire ,  je  trouve  que  cet 
homme  a  acheté  27  aunes  &  y. 

Exemple  II.  Un  Marchand  a  vendu  à  trois  différentes  perfon^ 
nés  1 5  aunes  3  9  ix  aunes  -^  j  18  aunes  \  :  combien  a-iil  vendu  en 
tout  ? 

r 

Solution.  Je  réduis  les  trois  fraâions  au  même  dé- 
nominateur ;  &  j'ai  les  nouvelles  fraftions  ^,  ^o>  ^5 
qui  font  les  mêmes  que  les  fraâions  propofées. 

J'écris  donc  i  ^  aunes  ç|,  au  lieu  de  15  aunes 7  ;  12 
aunes  ^^,  au  lieu  de  ix  aunes  ^  ;  &  18  aunes  ^ ,  au  lieu 
de  18  aunes  y  ;  &  ajoutant  enfemble  les  trois  numéra- 
teurs ,  la  fomme  eft  ^^  ;  &  comme  le  numérateur  eft 
plus  grand  que  le  dénominateur,  je  divife  133  par  60, 
&  le  quotient  eft  zentiersavec  un  refte  ^.  J'écris  ^fous 
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les  frayions ,  &  portant  2  entiers  au  rang  des  aunes  ^  je  dis  :  2  que  j^ 
porte  &  ^  font  7  y  &  achevant  le  refte  a  la  manière  accoutumée  ^  je 


1 3 


trouve  que  ce  marchand  a  vendu  47  aunes 

42.  Problème  VII.  Soujlrairc  une  fraclion  (Tune  autre. 

Solution,  Si  les  deux  fraftions  ont  le  même  dénominateur ,  on 
fouflrait  le  numérateur  de  la  petite  du  numérateur  de  la  grande;  & 
ce  qui  refte  eft  le  numérateur  de  la  fraftion  reftante  :  que  fi  les  dé- 
nominateurs font  diffërens ,  on  réduit  auparavant  les  deux  fraâions 
à  une  même  dénomination. 

ExEMPLB  I.  Un  homme  entreprend  un  voyage  qid  enfuivant  la 
route  commune  feroit  de  28  lieues  \  ;  mais  en  prenant  une  autre 
route  3  //  ne  fera  que  17  lieues  7  :  combien  épargnerait* il  de  lieues  / 

Solution,    J'écris  ces  deux  nombres  Tun  fous    aS*****-^ 
fàlutre^  c'eft-à-dire  les  lieues  du  petit  fous  les  lieues    17       \ 
<îu  grande  &  les  fraâions  fous  les  fi^aétions.  En  fuite     T^       %    ^  •_ 
je  dis  :  de  7  ôtez  7  ,  ou  de  3  ôtez  i ,  il  refte  i,  ou  f,  *       * 

c  eft-à-dire  7  :  de  8  6tez  7 ,  il  refte  i  ;  &  de  2  ôtez  i ,  il  rèfte  i ,  Ainfi 
cet  homme  fera  1 1  lieues  ~  de  moins. 

Exemple  II.  De  17  aunes  ^,  ôte^  i  ^  aunes  \  :  qtu  refie-t-ilf 

Solution.  Je  réduis  les  deux  fraâions  au     o     8     17*"'^'^ 
même  dénominateur  :  ce  qui  donne  -^  &  -^.  J'é-    7     7     i  S       "^ 
cris  donc  17  aunes  -^j  au  lieu  de  17  aunes  7  ;  &       12       ~ 
par-defTous  i  ^  aunes  -rr»  au  lieu  de  i  ^  aqnes  ^ 
j.  Enfui  te  je  dis  ;  de  -^  ôtez  -n-,  ou  de  9  ôtez  8 , 
il  refte  i  ou  tt  :  de  7  aunes  ôtez  ^  ;  il  rçfte  2^  &  de  i  ôtez  i  ^  il  ne 
refte  rien.  Ainfi  le  refte  eft  2  aunes  ~. 

Exemple  III.  Un  homme  a  acheté  2^  aunes  f  ^étofe^  il  en  a  cédé 
à  un  ami  ^  aunes  4  :  combien  lui  en  rejie-i^il  f  ;       . 
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même  dénominateur  ;  ce  qui  donne  ^,  &c\^.    ^       |^       ^       21 

J'écris  donc  2<  aunes  ■~^^.  âcoar-delTous  q  aunes     '^       *     ^ î?  ^ 


Solution.  Je  réduis  les  deux  fraâîons  au     ^  .  ^^^  s 

o      1^-2)         — 

J*écris  donc  25  aunes  -^y  &  par-deftbus  9  aunes  

•^;  &  je  dis  ;  de  -^  je  ne  puis  ôter  7^:  c^eft  ^^  ij  .  ii 
pourquoi  j'emprunte  upe  unité  au  rang  des  au- 
nes, &  la  réduifant  en  une  fraction  dont  le  dénôniinateur  fôit  20., 
j'ai  tI  qui  joints  aux  ^  que  j'ai  déjà  font  ff  ;  i&  de  7I  ôtez  7^,  îl 
refte  ~  :  enfuite  de  4  ne  pouvant  ôter  9 ,  j^empruft te'une  unité  fur  le 
rang  fuivant, laquelle  unité  vaut  10.  &  ces  10  joints  aux  4  que  j'ai 

Dij 
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déjà  font  i4^&  de  14  ôrez  9,1!  refte  ^  :  enfin  de  i  otez  o^  il  refit 
1  ;  donc  ce  qui  reâe  à  œc  homme  efl:  1 5  auties  -^^ 

43.  Froblêmb  VIII.  Multiplier  unefraSion  par  une  autre. 


Solution.  -Foiu-  mulciplier  deux  fraâions  l^ime  par  l'autre  y 
foie  que  les  dénominaccurs  ibient  les  mêmes  ^  ou  qu'ils  foient  dif»^ 
îFéiens^:on  muItipUe  les  deux  numérateurs  Tun  par  raittre,&ks 
fdeux  dénominateurs  aufll^  &  Ton  a  une  nouvelle  fraâioa  <{ui  eÀ 
le  produit  des  deux. 

Pour  multiplier  \  par  f,  on  multiplie  le  numérateur  3  par  le  nu- 
tneratcur  4  y  ce  qui  lait  il  :  «1  multiplie  de  même  le^nomînateur 
4  par  le  déncsminateur  5  j  ce  qui  fait  ^o  :  &  Ton  écrit  7|:pctir4e  pro*- 
duit  des 'deux 'fraéHons. 

DiâMôKsTRATiON.  Si^u  licu  du  multîplicateur  ^  j'avoFs  <}uatre 
unités,  je  muldplierois  le  numérateur  3  de  la  fraâion  ^,  par  le 
innltg)Hcateur  4  ;  &  j'auroîs  -^  pour  le  produit.  Car  \  .pris  4  fois,, 
c'eft-à-dire  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  multiplicateur  4, 
foùi}^\  br  cen'eflpas  par  4  unités  que  jédois  multiplier  |;  mai& 
par  ^,  ou  par  4  divifé  par  5  rainfi  en  multipliant  par  4^  j'ai  trof^ 
mulçiplié ,  &  le  produit  ^  eft  trop  grand.  Pour  corriger  donc  ce 
défaut,  îl  faut  que  je  divife  ce  produit  par  le  dénominateur  5  de 
^  ;«»iatS'^  étant  la  même^iiofe  que  ii  divifé  par  4 ,  il  s'enfuit  que 
1-2  divifê  paar  4,.doit  Ôti:e-enfuiredivifë:par  ^  ;  ou  ce  qui  revient  air 
même,  ique  -iti  doit  être  ^divifé  tout  d'un  coup  par  le  produit  20 
des  deux  divifeurs  >|r  &:  ij  (  jO^  Donc  k  fraâion  ]~  eft  le  produit 
cherché- 

■  « 

44.  Problème  ÏX.  ^Divl^erUne  fraBian  par  une  autre. 

Swarrtwir.Pbïirdmfer  une  fraâion  par  une  autre,  il  faut  tou- 
jours que  les  Bénoitiiiiaeeitrs^ojeht  les  mêmes-;  &  fî  cela  n*eft  pas^ 
il  faut  auparavant  réduire.  Jes  fraftions  à  la  même  dénomination^ 
Apfès  quoi  pn  divife  le  numérateur  de.  la  fradion  à  divîfer  par  le  nu^ 
jnerateur  de  la  fraâion  qui  doit  la  divifer. 

Poqr  divifer  .^  par  ^  >  on  divife  8  par  4  ;  &  le  quotient  2  fait  voit 
que  f  tontient  2  fois  |, 


&  ainfi  des  autres. 
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4^.  Problème  X.  Evaluer  des  fraSions  dtfraJSiions. 

SoLUTiOK.  Oe  même  qu'on  peut  diviièr  «n  entier  en  plufîeurs 
parties  égales  ^^âc-en  prendre* quelques->unes,  ce  qui  fait  une  firaâion  ; 
.de  même  aufli  on  peutsdrvifer  une  fraâion  en  plufieurs  parties  éga- 
ies, &  en  prendre  quelques-unes,  ce  qui  fait  une  fraâion  de  frac- 
tion. D'où  P on  voit  qu'une  iiraâion  de*fraâion  n'a  pas  un  rapport 
immédiat  à  l'entier ,  mais  feulement  ^à  la  fraétion  dent  elle  eft 
partie.  Le  }  de  \  n'eft  pas  le  tiers  de  l'entier.,  mais  le  tiers  d'*une  par- 
tie de  l'entier. 

Pour  opérer  fur  les  fractions  de  fraSiions,  il  faut  auparavant  leur 
donner  un  rapport  immédiat  k  l'entier ,  c'eft-à-dire  les  faire  devenir 
fimples  fraâions  ;*ce  que  Ton  fait  airtfi  : 

Soit  la  fraftion  de  fraââon  \àt\  d'aune.  Je  multiplie  les  deux  dé- 
nominateurs enfemble.  Ce  qui  fait  ix  ;  &  prenant  12  pour  dénomi- 
nateur, &  I  pour  numérateur,  j'ai  la  fr^ion -77  daune  égale  à -^ 
de  ^  d'aune  :  ce  qui  eft  vifible  ;  puifque  l'aune  contenant  quatre 
quarts  ,  &  ehaque  quart  contenant  trois  tiers ,  laune  doit  par  confé- 
quent  contenir  trots  fois  quatre,  ou  1 2  parties  telles  que  chacune  foit 
le  tiers  de  ion  quart  ;  &  par  conféquent  chacune  ^de  ces  parties  eft 
la  douzième 'partie  de  l'aune. 

Soit  encore  la  fraâion  de  fraftion  f  de  -J-  d'aune.  Je  multiplie  les 
deux  numérateurs  ;  ce <}ui  J&it  6,  &  les  deux  dénominateurs,  ce  qui 
fait  1 2  ;  &  j'ai  la  fraâion  -^  d'aune  égale  à  f  de  |-  d'aune.  Car  le  tiers 
d'un  quart  étant  un  douzième  d'aune,  les  deux  tiers  d'un  quart  font 
deuxdouziemes  d'aunes,  &  les  «deux  tiers<k  troisqu^rts  font  a  fois  3 
ou  G  douzièmes  d'aunes. 
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CHAPITRE     IV. 

DE  LA  MUrriPUCAtlON  Et  DE  Lui  DIFISION  COMPOSÉES. 

^  *  Lj  A  partie  aliquote  d'iitï  nombre  eft  une  partie  qui  étant  prife 
plufîeurs  fois  «ft  égale  à  ce  nombre  :  4  étant  pris  cinq  fois  éft  égal  à 
20 ,  donc  4  eft  une  partie  aliquore  de  ao^ 

47.  Jjsi  partie  aliquame  d'un  nombre  eft  une  partie  qui  étant  prife 
plufîeurs  rois ,  eft  toujours  ou  moindre  ou  plus  grande  que  ce  nom- 
bre, fans  pouvoir  jamais  lui  être  égale  :  6  pris  trois  fois  eft  moindre  que 
20,  &  le  même  é^pris  quatre  fois,  cinq  fois,  &c<r  eft  plus  grand  que 
20.  Donc  G  eft  partie  aliquante  de  20. 

48  Toute  partie  aliquante  d'un  nofl;ibro:pcuc  fe  partager  en  deuK 
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OU  plufieurs  parties  aliquotes.  Par  exemple  6 ,  partie  aliquante  de 
20 ,  peut  fe  couper  en  deux  parties  4  &  2 ,  dont  la  première  eft 
contenue  cinq  fois  dans  20 ,  &:  la  féconde  y  eft  contenue  dix  fois  :  le 
même  ^  peut  le  couper  encore  en  deux  parties  5  &  i ,  dont  la  premiè- 
re eft  contenue  quatre  fois  dans  20,  &  Tautrey  eft  contenue  vingt  fois, 
49.  Ceft  par  le  moyen  des  parties  aliquotes^  &c  des  aliquantes 
réduites  en  aliquotes  qu'on  fait  la  multiplication  compofée ,  ainfi 
qu'on  verra  après  que  nous  aurons  établi  les  deux  principes  fuivans. 

^o.  Théorème  I.  Si  ton  divifeun  nombre  entier  par  10,  le  quo- 
tient fera  toujours  égal  à  touus  les  parties  du  dividende  ^  excepté  la 
dernière  à  droite^  qui  fera  une  fraction  ,  dont  le  dénominateur  fera  \o. 

Démonstration,  Soit  le  nombre3fi42,àdivi-    36.42]  10 
fer  par  i  o.  Je  le  divife  à  la  façon  ordinaire  ;  &  je     30        3^4"+ 
vois  que  dans  chaque  opération  le  premier  nombre     ~ 
I  du  divifeur  eft  contenu  dans  le  cara6bere  corref-       ^ 
pondant  du  dividende,  autant  de  fois  que  ce  carac-      _^ 
tere  contient  d'unités  ;  &  que  le  fécond  caraftere  o         4% 
du  divifeur  laifle  toujours  fubfifter  le  caraâere  du         40 
divdeiide  qui  lui  répond  :  donc  après  la  dernière        •- — 
opération ,  je  doîs  avoir  au  quotient  les  caraâeres         C  ^ 
364  qui  font  les  trois  premiers  caraâeres  du  divi- 
dende, &  le  dernier  caraâere  eft  un  refte  à  divifer  par  10,  &  par 
conféquent  ce  refte  eft  i~, 

De-là  il  fuit  qu'au  lieu  de  faire  la  divifion  demandée,  on  n'a 
qu'à   retrancher  tout  d'un  coup   le  dernier  caraâere  &   écrire 

3<î4  Tô- 


20 


^i.  Théorème  II.  Si  Von  divife  un  nombre  par  20  j  le  quotient 
fera  toujours  égal  à  la  moitié  de  tous  les  termes  de  ce  nombre  qui  pré-- 
cèdent  le  dernier  ^  &  le  rejiefera  unefraâion  qui  aura  pour  dénomi-- 
nateur  20. 

Démonstration  Soit  le  nombre  4^Ç  2  à  dîvi-  46.5  2 

fer  par  lo.  Je  fais  la  divifion,  &  je  trouve  que  le  40 

premier  caraAere  a  du  divifeur  me  donne  dans  "^ 
chaque  opération  la  moitié  du  caraftere  du  divi-       p 

dende  qui  fe  trouve  fous  lui  :  parce  que  c'eft  la  ^^ 
même  chofê  de  prendre  la  moitié  ou  de  divifer         5  2 
par  2  :  &  que  le  fécond  caraâere  zéro  du  divifeur         40 
laifle  toujours  fubfifter  le  caraftere  du  dividende       r^ 
qui  fe  trouve  fous  lui.  Donc  après  la  dernière  ppé-      ^ 
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ration ,  je  dois  avoir  au  quotient  X3x;  c'eft-k-dîre  là  moitié  des  trois 
premiers  caraâeres  465  du  dividende  ;  &  après  avoir  pris  cette  moi-  • 
tié  9  il  refte  i  dixaine ,  laquelle  jointe  au  dernier  caraaere  2  du  divi- 
dende fait  IX,  c'eft-à-dire  ix  à  divifer  par  20 ,  ou  y|. 

De-là  il  fuit  qu'au  lieu  de  faire  ladivifion  demandée,  il  n'y  a 
qu'à  retrancher  du  dividende  le  dernier  caraaere  à  droite ,  &  pren- 
dre la  moitié  en  allant  de  gauche  à  droite  ;  ainfi  on  dira  la  moitié 
de  4  eft  2  ;  la  moitié  de  ^  efl  3,  &  la  moitié  de  ^  eft  2;  &  il  refte  i 
dixaine ,  qui  jointe  au  caraaere  retranché  2  fait  7I  >  &  l'on  aura 

Je  laiffe  examiner  aux  commençans  ce  qui  arriveroit ,  fi  Ton  di- 
vifoit  un  nombre  par  30  ,  40,  ^o,  ^o,  &  ainfi  du  rede  ;  &c  je  vais 
propofèr  quelques  exemples ,  ou  réfoudre  quelques  problèmes  ^  fur 
cette  matière. 

DE    LA  MULTIPLICATION    COMPOSÉE. 

Problêmb  L   Un  ouvrier  a  fait  '^C<^  toi/es  d'ouvrage  à  4  livres 

10  fols  la  toife  :  combien  lui  revient-il/  •   toifci 
Solution.  J'écris  le  nombre  à  multiplier  3^^  ,  a\      lof 

&  fous  fon  dernier  caraaere  à  droite  j'écris  4  livres  ^  ' 

&  j'avance  10 fols  :  enfuite  je  multiplie  36^  par  4;      1460 

ce  qui  donne  1460  livres.  182        10 

Maintenant  pour  multiplier  par  10  fols,  je  dis  :      "7  TIT 

rv  •         >  1-  ri       1         1642        10 

11  1  aune  ne  coutoit  qu  une  livre  ou   20  lois ,  le  ^^ 

prix  de  36^  aunes  feroit  365  livres  :  mais  10  fols  eft  la  moitié  d  une 
livre  ;  donc  je  ne  dois  avoir  que  la  moitié  de  365.  Je  dis  donc  :  la 
moitié  de  ^  eft  I  &  il  refte  i  qui  joint  au  caractère  fuivaiit  6  fait  16  ; 
la  moitié  de  1 6  eft  8  ;  la  moitié  de  5  eft  2 ,  &  il  refte  i  livre  à  oarta- 
ger  en  deux  ou  une  moitié  de  livre  :  or  la  moitié  d'une  livre  eft  10  , 
&par  conféquent  j'écris  10  fols ,  &  ajoutant  enfemble  les  deux  pro- 
duits ,  j'ai  1642  livres  10  fols,  pour  le  prix  de  365  toifes.  \^ 

Problème  II.    A  5  livres  i^fols  G  deniers  la  toife ^  combien 
vaudront  53^  toifes  / 

Soi-uTiON.  Je  multiplie  53^  par  5  livres  ;  ce  "  <}  1.  13^  ^d. 

qui  donne  267^  livres  :  enfuite  les  13  fols  n'étant  ~: " 

pas  une  partie  aliquote  de  20  fols,  ou  d'une  livre ,  ^  Z  ' 

je  coupe  13  fols  en  trois  parties  10,  2 ,  &  i ,  dont  7 

la  première  eft  la  moitié  d'une  livre ,  la  féconde  ^  ^ 

eft  le  dixième ,  &  la  troifîeme  eft  le  vingtième.  ^  ^  ^      , 

Je  multiplie  donc  par  10  fols,  en  difant  ;  fi  la  ^^  '         ^ 

toife  ne  valoit  que  i  livre,  le  prix  de  535  toifes  303^  2     6 


^  ^  ^    toifes 
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ne  vaudroit  que  53 J  livres  ;  or  10  eft  la  moitié  de  la  livre  ;  donc  je 
ne  dois  prendre  que  la  moitié  ;  &  prenant  cette  moitié ,  j*ai  x6j  livres 
jo  fols. 

Pour  multiplier  par  2  fols  qui  eft  le  dixième  d'une  livre,  je  preni 
le  dixième  de  535  que  rendrolt  une  livre  ;  or  pour  prendre  le  dixième , 
ou  pour  divifer  par  i  o ,  je  coupe  le  dernier  caraâere  de*  535  (5  p)\  & 
j'ai  53  livres,  &  le  rcfte  eft  une  fraâion  7^  :  mais  cltaque  dixième 
vaut  2  fols  ;  donc  5  dixièmes  valent  10  fols,  &  par  conféquent  j'ai  53 
livres  ro*  fols  pour  Ic^produît  de  2  fols. 

Pour  multiplier  par  i  fol ,  je  prends  le  vingtième  de  5  3  5  liyresqu'u- 
ne  livre  rendroit ,  c'eft-à-dîre ,  je  divife  J  35  par  20.  Ainft  je  coupe 
Je  dernier  caraâere  5  ;  &  je  prends  la  moitié  de  53.  qui  eft  2(5  (  y  i  )  ; 
&  ilrefte  r,  lequel  joint  au  dernier  caraftere  fait  j^.  Or  chaque  ving- 
tième vaut  I  fol  ;  donc  7^  font  i  y  fols  ;  j'ai  donc  26  livres  15  fols 
pour  le  produit  de  i  foL 

Maintenant  pour  multiplier  par  6  deniers,  je  prends  la.  moitiéde 
ce  que  i  fol  m'a  rendu,  à  caufe  que  C  deniers  eft  la  moitié  d'un  fol  ; 
&  j'ai  13  livres  7  fols  G  deniers.  Mais  fi  avant  les  fîx  deniers  je  n'a- 
vois  eu  que  10  fols,  &  que  par  conféquent  je  n'euffe  point  le  pro- 
duit d'un  fol  qui  me  fait  voir  tout  d'un  coup  que  6  deniers  doivent 
me  rendre  la  moitié  de  ce  produit,  jeferois  une  (uppofîtion  en  difant: 
fi  j'avois  à  multiplier  par  2  fols  qui  eft  le  dixième  d'une  livre ,  je 
n'aurois  qu'à  retrancher  le  dernier  caraftere  de  535  ,  &c  j'auroîs  53 
livres  &  7^,  chacun  defquels  valant  2  fols  font  10  fols.  Ainfi  j'au- 
rois  53  livres  10  fols  pour  le  produit  de  2  fols  ;  or  6  deniers  font  le 
quart  de  2  fols  :  donc  (3  deniers  doivent  me  produire  le  quart  de  53, 
livres  10  fols;  &  prenant  le  quart,  je  dirois  ;  le  quart  de  y  eft  i ,  & 
il  refl:e  i ,  qui  avec  le  3  fuivant  fait  13  ;  le  quart  de  13  eft  3  ,  &  il 
refte  i  livre  ou  20  fols,  qui  joint  aux  10  fols  fuîvans  font  30  fols  ;  le 
le  quart  de  30  fols  eft  7  fols,  &  il  refte  2  fols  ou  24  deniers,  dont  le 
quart  eft  6  ;  ainfi  j'aurois  13  livres  7  fols  G  deniers  pour  le  produit 
de  G  deniers. 

J'ajoute  enfemble  tous  les  produits  que  je  viens  de  trouver ,  &  le, 
produit  total  3036  livres  2  (ois  G  deniers  eft  le  prix  des  53$  aunes. 

Problêmb  III.  327  toifes  '^  pieds  G  pouces  à  3  livres  ^fols  4  de-^ 
niers  Lcv  toife  j  combien  valent-elles  / 

■ 

Solution.  Je  néglige  les  3  pieds  G  pouces  du  multiplicateur  , 
&  je  multiplie  327  par  3  :  ce  qui  donne  5^81  livres. 
Comme  9  fols  n'eft  pas  une  partie  aliquote  de  20  fols ,  je  coupe 
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5  en  2  parties  5  &  4,  dont  l'une  eft  le  quart,  &  l'autre  le  cinquième 
d'une  livre.  (  48  ).   * 

Je  multiplie  par  5  fols,  en  prenant  31,7'*'^^"  ^  pieds  g  pouces  > 
le  quart   de    327.   Le  quart    de  32  eft  3I.      9  f   4d. 

8;  le  quart  de  7  eft  i  ;  &  il  refte  3  livres  k     — ô""^ • 

divifer  par  4 ,  ou  :|^  de  livres.  Or  chaque       ^^ 

quart  vaut  5  fols  :  donc  7  valent  i  ^  fols  ;         r  ^        ^ft 

écpar  conséquent  j'ai  8i  livres  i^  fols,  ' 

pour  le  produit  de  ^  fols.  8 

Je  multiplie  par  4  fols  en  prenant  le  cin-  ^  _£  \^ 
quieme  de  327,  le  cinquième  de  32  eft  6  ; f     y   0       5 

6  il  refte  2 ,  qui  avec  le  caradere  fuivant  7     113^       12     «j  x 
font  27  :  le  cinquième  de  27  eft  5  ,  &  il 

refte  2  k  divîfer  par  5 ,  ou  f  :  or  chaque  cinquième  vaut  4  fols;  donc 
y  valent  8  fols.  Ainfi  j'ai  6$  livres  8  fols,  pour  le  produit  de  4  fols. 

Pour  multiplier  par  4  deniers ,  je  fuppofe  que  j^eufle  k  multiplier 
par  2  fols ,  qui  eft  le  dixième  d  une  livre  :  &  en  ce  cas  j'aurois  ^2  li- 
vres 1^  ou  14  fols,  pour  le  produit  de  deux  fols.  Or  4  deniers  font 
le  fîxieme  de  x  fols  :  donc  je  dois  prendre  le  fixieme  de  32.  Mais 
ce  fixieme  eft  5  ;  &  il  refte  x  livres  ou  40  fols,  lefquels  joints  aux 
14  (bis  font  54  fols;  &  le  fîxieme  de  54  lois,  efl  9  fols  :  donc  j'ai  5 
livres  neuf  fols ,  pour  le  produit  de  4  deniers. 

Il  refte  encore  les  3  pieds  6  pouces ,  que  j'ai  négligé.  Or  puifque 
la  toifo  coûte  3  livres  9  fols  4  deniers  ;  3  pieds ,  qui  font  la  moitié 
jde  la  toifo ,  ne  doivent  coûter  que  1»  moitié  de  3  livres  ^  fols  4  de- 
niers. Je  dis  aonc  :  la  moitié  de  3  livres  eft  i  livre  ;  6c  il  refte  i  livre 
ou  ao  fols ,  lefquels  joints  aux  9  fols  font  29  fols  :  la  moitié 
de  X9  eft  14,  &  U  refte  i  fol  ou  1 2  deniers,  lefquels  joints  aux  4  de^ 
nicrs  font  10  deniers ,  &  la  moitié  de  16  eft  8,  —     * 

Six  pouces  font  le  fixieme  de  3  pieds  :  car  la  valeur  de  chaque  pied 
étant  de  1 2  pouces,  3  pieds  en  valent  36 ,  dont  6^  eft  le  fixieme.  Je 
prends  le  fîxieme  de  ce  que  trois  pieds,  m'ont  rendu  ,  en  difant  :  Te 
fixieme  de  1  livre  eft  zéro  de  livres;  &  il  refte  une  livre  ou  20  fol», 
lefquels  joints  aux  la  fols  font  34 fols;  le  fixieme  de  34 eft  5  fols; 
&c  U  refte  4  fols  ou  48  deniers ,  lefquels  joints  aux  8  deniers  font  56  : 
le  fîxieme  de  f6  eft  9  deniers ,  &  il  refte  ^  ou  j  quQ  j'écris. 

J'ajoute  enfemble  tous  les  produits  que  j'ai  trouvés;  ôc  la  fomme 
totale  113^  livres  1 2  fols  5  deniers  f  ,  eft  la  valeur  des  3x7  toifes  3 
{lieds  6  pouces.  . 

5  2.  Remarque.  J'ai  dit  au  fojet  des  4  deniers ,  qu'en  fuppoïàiic 
que  j'euffe  à  multiplier  par  2  fols ,  qui  eft  le  dixième.  d'i!iœ  livre,  je 
TomeL  E 
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n'avois  qu'à  retrancher  le  dernier  caraâere  de  327  ;  &  que  j'aurois 
3%  livres  14  fols  pour  le  produit  de  x  fols ,  c'eft^-dire  qu'il  faudroit 
doubler  le  dernier  caraâere  7  en  le  mettant  au  rang  des  fols,  &  cela 
pour  les  rajfbns  que  j'en  ai  apportées  (  50  ).  Or  en  voulant  multiplier 
par  4  deniers,  qui  eil  le  fixieme  de  i  fols,  j'ai  pris  le  Hxieme  de  32 
qui  eft  5  ;  &  il  m'eft  reflé  2  livres  ou  quatre  dixaines  de  fols ,  lefquelles 
jointes  aux  14  ont  fait  54  fols  ,  dont  j'ai  pris  le  fixieme.  D'où  l'on 
voit  que  j'ai  doublé  le  refte  x  ,de  même  qu'il  faut  doubler  le  der- 
nier cara<àere  7  du  nombre  ^27.  Or  fi  l'on  ne  veut  doubler  ni  le  refte 
ni  le  dernier  caraâiere;  on  n  a  qu'à  prendre  le  tiers  au  lieu  du  fixieme, 
&  dire  le  tiers  de  27  fols  eft  9  fols;  &  la  raifon  de  cela  ^  c'eft  que  le 
tiers  de  27,  qui  eft  la  moitié  de  54,  eft  égal  au  fixieme  du  tout  de 
^4  :  &  on  fera  de  même  dans  tous  les  cas  fèmblables,  en  prenant 
pour  le  refte  &  pour  le  dernier  caraâere ,  une  fraâion  dont  le  déno- 
minateur ne  feroit  plus  que  la  moitié  du  dénominateur  de  celle  qu'on 
prenoit. 

Ainfi  fi  l'on  vouloit  multiplier  par  2  deniers ,  qui  font  le  douziè- 
me de  2  fols ,  on  prendroit  le  douzième  de  32  qui  eft  2 ,  &  il  re- 
fteroit  8  ,  qui  avec  le  dernier  caraâere  7  feroit  87  ,  &  au  lieu  d'en 
prendre  le  douzième  on  en  prendroit  1q  fixieme ,  en  difant  :  le  fixieme 
de  8  eft  I ,  &  il  refte  2 ,  qui  avec  7  font  27  :  le  fixieme  de  27  eft  4 , 
&c  il  refte  3  ou  j^.  Or  chaque  fixieme  de  fol  vaut  2  deniers  :  donc 
^  font  6  deniers.  On  auroit  donc  2  livres  1 4  fols  6  deniers ,  pour  le 
produit  de  2  deniers ,  &  ainfi  des  autres. 

Problème  .  IV.  A  3  livres  ^fols  3  deniers  y  combien  valent  535 
aunes  \  ? 

Solution.  Je  néglige  d'abord  la  frac-        $3-^  *""**? 
tion;  &  multipliant  J35  par  3,  j'ai  1605  3I.     4f  3e. 

livres;  -^- 

Ënfuite,  4  fols  étant  la  cinquième  partie  ^ 

d'une  livre  ;  je  prends  le  cinquième  de  535,  6     i^ 

.&  j'ai  107  livres.  n       c     o 

Pour  multiplier  par  3  deniers,  je  fuppofe     .  . 

qçie  f  aye  à  multiplier  par  2  fols  ,  &  en  ce       171 9       9      g     ^ 
cas  retranchant  Je  dermer  caraâsere  de  535  ,  t 

•  faurois  53  livres  1^  ou  10  fols,  pour  le  produit  de  1  fols.  Or  3  de- 
niers eft.  le  huitième  de  2  fols:  je  prends  donc  le  huitième  de  5  3  livres 
qui  eft  é ,  &  il  refte  5  livres  qu'il  faudroit  doubler  pour  avoir  i  o  cK- 
:  xàînes,  Idqudles  jointes  au  double  10  du  dernier  caraftere,  feroient 
X  iQ  dont  il  faudrait  prendre  le  huitième.  Mais  peut  n'être  pas  obligé 
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dç  doubler  rien ,  je  laiiTe  fubiifl»  Ip  refte  ^  >  &  le  dernier  caraâere  y  : 
ce  qui  ne  fait  plus  que  5  5  ^  c'eâ:^à*dire  la  moitié  de  1 10 ,  &  je  prends 
non  plus  le  huitième ,  mais  le  quart  de  55  ;  parce  que  le  quart  de  la 
moitié  eft  égal  au  huitième  du  tout.  Or  le  quartde  5  5  fols  eft  1 3  fols  ;  & 
il'refte3  ouf  qui  valent  ^deniersrparce  que  chaquequart  de  fols  vaut 
jdeniers,  j'aidonc61ivres  i3foIs9denierspourleproduit  de  3  deniers. 

Il  refte  à  multiplier  par  le  quart  d'aune  que  j'ai  négligé.  Or  la 
valeur  d'une  aune  étant  3  livres  4  fols  3  deniers  ;  la  valeur  d'un  quart 
ne  doit  être  que 'le  quart  de  3  livres  4  fols  3  deniers.  le  dis  donc  :  le 
quart  de  3  livres  eft  zéro  de  livres ,  &  il  refte  3  livres  ou  60  (bip , 
lefquels  joints  aux  4  fuivans  font  64  :  le  quart  de  64  fols  eft  i  ^  fols  ; 
le  quart  de  3  deniers  eft  zéro  de  deniers ,  &  il  refte  \  que  j'écris. 

J'ajoute  ênfemble  tous  les  produits  trouvés,  &  le  produit  total  1 71 9 
livres  9  fols  9  deniers  \  eft  la  valeur  des  535  aunes 7. 

DE    LA    DIVISION    COMPOSÉE. 

53.  La  divijion  compofée  feroit  trop  embarrailànte  k  faire  par  les 
parties  aliquotes,  fur*tout  lor(que  le  dividende  &  le  divifèur  (eroient 
des  nombres  compofés.  C'eft  pourquoi,  avant  de  faire  l'opération, 
on  réduit  tout  aux  moindres  efpeces ,  ainfi  qu'on  va  voir  dans  les 
exemples  fuivans ,  qui  ferviront  de  preuves  aux  exemples  de  la  mul« 
dplication  compofée  que  je  viens  de  donner. 

Problème  I.  On  a  donné  à  un  Ouvrier  i  ^42  livres  10  fols  pour 
avoir  fait  365  toifesiT ouvrage:  combien  vaut  la  toife  de  cet  ouvrage  f 

Solution,  D'abord  1642  livres  10  fols  viennent  d*avoir  muld-r 
plié  les  365  toifes  par  le  prix  de  la  toife  :  donc  fi  je  divife  le  produit 
1642 livres  10 fols,  par  le  nombre  à  multiplier  3^5  ;  le  quotient  ièrsi 
le  multiplicateur  ou  la  Valeur  de  la  toife  qu'on  demande.  (28.) 

Avant  de  faire  la  divifion ,       ^  • .  ^  j  ^  ^ . . 

je  réduis  les  livres  en  fols ,  \o{  20 

c'eft  à  dire,  je  multiplie  1642     L  

par  20,  à  caufe  que  chaque     3^840  7300  Z^/Vi/eur, 

livre   vaut    20  fols  ;  &  j*ai  10 

32840,  auxquelles  ajoutant  ^zSco  Dividende.  . 
les  10  fols,  Ja   fomme  eft 

328<ofols,  &  c'eft  le  divi-  7300                      7300 

denae.  320^0(41*             73000  (  i  o  f 

Maintenant   le  dividende  ^5^0                                             " 

^tant  devenu  vingt  fois  plus  20 


QO 


^nd ,  à  caufe  de  cette  mul-    — — p 
plicationj  le  quotient  de-    73^o^*' 


Eîj 
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viendroïc  vingt  fois  plus  grand  que  fi  je  n'avois  pas  augmenté  le  di- 
vidende. Car  le  diviieur  eft  d'autant  plus  contenu  dans  le  dividende , 
que  ce  dividende  eft  plus  grand  ;  &c  par  conféquent  le  quotient  de- 
vient plus  grand.  C'eft  pourquoi  je  multiplie  le  divifeur  par  le  même 
nombre  20  y  qui  a  multiplié  le  dividende.  Ainfi  le  dividende  &  le 

.  divifeur  font  encore  entre  eux,  comme  fi  je  ne  les  avois  pas  multi- 
pliés (  33)  i  &  par  conféquent  le  quotient  doit  être  le  même  qu^îl 

.  leroit,  fi  je  n  avois  fait  aucune  multiplication. 

Le  produit  de  365  par  20  étant  7300;  je  divife  328^0  par  73oo> 
^  le  quotient  eft  4  livres  ,  &  il  refte  36^0  ou  yfyj  qui  eft  une  Frac- 
tion de  livre,  &qui  par  conféquent  eft  la  même  chofe  que  36^0  li- 
vres à  divifer  par  7300.  Je  réduis  ces  livres  en  fols,  en  multipliant 

:par  20  :  ce  qui  donne  73000  fols ,  que  je  divife  par  le  divifeur  7300 , 
&  le  quotient  eft  10  fols.  Ainfi  le  prix.de  la  toife  eft  4  livres  10 
fols  ;  &  ceci  eft  la  preuve  du  premier  exemple  ou  du  premier  pro- 
blême de  la  multiplication  compofée.     ^ 

J/aurois  pu  me  paffer  de  multiplier  le  divifeur       36^ 

.36^p4r  20;  .fiç  aflors  faifant  la  divifion,  lequo-     32850  (9.0  ù 

^tient  auroit  contenu  des  fols  :  puifque  le  divi-  ■  '■-* 

depde  auroit  contenu  des  fols,  &  que  le  divi-     ^^^^       4l-io 

•feur  ti'auroit  pas  été  augmenté  à  proportion  du  o 

dividende  ;  aînfi  j'aurpis  eu  90  fols.  Or  pour  ré- 
duire 90  fols  en  livres ,  il  faut  les  divifer  par  20^  c'eft-à-dire ,  cher- 

.cher  combien  il  y  a  de  fois  20  fols  ou  i  livre  dans  90  fols  ;  &  par 
confequéht  retranchant  le  dernier  caraâere  o ,  j^aurois  pris  la  moitîé 

'dé  9  qui  efl'4  livres,  &  il  fèroit  refté  i  qui  avec  le  o  retranché  au- 

.  roit  fait  ^  ou  10  fols  ^  &  j'aurois  eu  4  livres  10  fols,  pour  le  prix 

:  de  la  toife.  Or  quoique  cette  méthode  foit  plus  abrégée  ,  cependant 
conrmie  elle  feroit  embarrafîante  dans  certains  cas ,  j'ai  mieux  aimé 
donner  la  précédente  qui  convient  à  cous  les  cas ,  comme  on  verra 
dans  les  exemples  fuivans.  • 

^4.  Il  faut  remarquer  en  pafTant  que  lorfqu'on  multiplie  par 

.  un  nombre  dont  le  dernier  caraderç  à  droite  eft  im         ^  ^ 

zéro,  il  faudroit  multiplier  tous  les  caraderes du  ^  ^ 

nombre  à  multiplier  par  zéro;  &  que  par  confé-     ^ ? 

quent  on  auroit  un  rang  de  zéros  comme  on  voit       oooo     32840 
ici  :  après  quoi  il  faudroit  multiplier  le  nombre  à     3284 
muk}pïieri642  par  le'fecbnd  cara£tere  2  du  mul-     ^  g     ' 
'riplicateur ,  &  écrire  Te' produit  par'dcfTousle  rang     i     ^     ' 
des  zéros,  en  commençant  à  écrire  fous  les  dîxaines.  Or  pour  abré- 
ger,  on  n'écrit  qu'un  zéro  fous  les  unités  ;  &  a  coté  de  ce  zéro  on  écdt 
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le  fécond  produit  3  284  :  ce  qui  donne  le  même  produit  total  que  fî 
on  avoir  écrit  le  rang  des  zéros  tout  entier. 

De  même ,  pour  multiplier  1 642  par  le  multi-* 
plicateur  200 ,  qui  a  deux  zéros  de  droite  à  gau- 
che ;  au  lieu  d'écrire  un  rang  de  zéros  pour  le  pre- 
mier zéro,  enûiite  un  fécond  rangdezéros  pour  le 
fécond  zéro ,  ehfuite  un  troifieme  rang  pour  le 
produit  3284,  on  écrira  fimplement  deux  zéros ^ 
l'un  fous  les  unités  &  l'autre  fous  les  dixaines;  & 
enfuite  on  écrira  le  produit  3284  à  côté  de  ces 
•zéros;  c'eft-a-dire,  à  commencer  fous  le  rang  des  centaines.  Car  par 
•ce moyen  le  produit  3284  aura  toujours  fa  même  valeur,  &  le  pro- 
duit total  fera  toujours  le  même. 

Problème  II,  53^  toi/es  d'ouvrage  ont  coûté  303^  livres  2  fols  6 
deniers.  :  combien  vaut  la  toije  \^ 

Solution.     Pour  faire  3^3^  131 

cette  di  vif  ion,  je  réduis  les  20  20 

livres  en  fols,  en  les  multi- 
pliant par  20  :  ce  qui  fait 
60720  fols,  auxquels  ajou- 
rant les  2  (bis  ;  j'ai  60722 
fols.  Je  réduis  ces  fols  en 
deniers  en  les  multipliant 
par  1 2  :  ce  qui  fait  728664 
deniers,  auxquels  ajoutant 
les  6  deniers,  la  fomme  eft 
728670,  &  c'eft  le  divi- 
dende. 

Or  ce  dividende  ayant  été 
multiplié  par  20  &  par  12  , 
eft  devenu  beaucoup  plas 
grand  qu'il  ne  faut  par  rap- 
port au  divifèur;  &  par  con- 
séquent le  quotient  devien- 
droitplus  grand  qu'il  ne  faut 
pour  exprimer  des  livres. 
C'eft  pourquoi ,  afin  de  con- 

fcrver   le  rapport  du  divi- 

dende  au  divifèur ,  je  multi-    000000 

plieau{ïîledivifeur«53^par  20,&ènruite  par  12  :ce  qui  donne  128400. 


60720 

2 

.■    ■    ■■■  ■ 

60722 
:  12 

12 1444. 
60722 

728664    .      . 
6 

728670  Dividende. 

128400 
728670  (  ^  1. 

86670 


10700 
12 

21400 
10700 


izS^ooDivifeur. 


2o- 


1733400 


184000 
1733400(13^ 

4494QQ 
64200 
12 


I 2840a 
770400  (<>d. 


128400 
64200 

770400 
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Je  divifc  728670  par  128400;  &  Je  quotient  efi:  5  livres.  Car 
quoique  j'aie  réduit  le  nombre  à  multiplier  en  deniers ,  étendant 
comme  j'ai  multiplié  le  divifbur  par  20  &  1 2 ,  c'eft  comme  fi  je  n  a- 
vois  rien  fait  ^  &  par  confëquent  il  doit  me  venir  des  livres  au  quo- 
tient, &  la  fraâion  reftante  A^Vo'^o  ^ft  ^^^  fraâion  de  livres. 

révalue  cette  fraâion  en  multipliant  Ton  numérateur  par  20 ,  à 
caufe  que  la  livre  contient  20  fols  (40);  &  je  divife  le  produit 
1733400  par  le  dénominateur  128400,  &  le  quotient  eft  13  rols& 
une  fraftion  de  fols  rririô* 

J'évalue  cette  féconde  firaâion  en  multipliant  fon  numérateur 
par  IX ,  k  caufe  que  le  fol  contient  ix  deniers  ;  &  je  divife  le  pro- 
duit 770400  par  le  dénominateur  128400  :  ce  qui  me  donne  6'  de- 
niers ,  &  il  ne  refle  rien.  Aipfî  la  valeur  de  la  toife  efl  %  livres  13  fols 
6  deniers ,  &  c'efl  la  preuve  du  fécond  exemple  ou  du  fécond  pro- 
blême de  la  multiplication  compofée. 

Problême  IIL  327  toi/es  3  pieds  6  pouces  ont  coûté  1 13^  livres 
I X  fols  ^  deniers  7  :  fur  quel  pied  a-t'on  payé  la  toife  ? 

Solution.  Je  réduis  le  dividende  1 1 35  livres  12  fols  ^  deniers  f, 
en  fols  en  multipliant  les  livres  par  20  ;  &  le  produit  efl  2x700  fols , 
auxquels  ajoutant  les  ix  fols,  la  fomme  eft  2271  x fols.  Je  réduis  ces 
fols  en  deniers ,  en  les  mul-         1 1 1  <  I. 
tjoliantpar  IX ;&Ieproduit  ^o  *  327  toifes. 

eft  272^44  deniers,  aux (, 

quels  ajoutant  les  ^deniers,  '  — 

la  fomme  efl  272549  de-  — ^ 

niers.  Enfin  je  réduis  ces       2,2712  1.  m ^_ 

deniers  en  tiers,en  les  mul-  ^^  ijjÊ*;  pieds. 

ripliant par 3  ;  &  le  produit       4S4^4  ^^ 

eft  817^47,  auquel  ajou-     ^2712  3930 

tant  1  tiers  que  j'ai,  lafom-     272544  ^9^^ 

me  efl  8 1.7 648  tiers  de  de- .  5  23500 

^^^^^*  .  .  272549  d.  ^ 

Je  réduis  auflî  le  divifeur  ^  2358e  pieds, 

3  27  toifes  3  pieds  6  pouces     817647  20 

en  pieds  \  en  multipliant         '   ^^  471720 

327  par  6  ^  k  caufe  que  -0 — r"ô^-  1 

la  toife  contient  6pieds:&     »ï7«48  tiers  3 

le  produit  efl  1962  pieds;  ^     .  .  ié,x<,Y(.oDivtfeur. 

auxquels  ajoutant  les    3  ^^o<^^%% Dividende. 

pieds ,  la  fomme  efl  1 965  pieds.  Je  réduis  ces  pieds  en  pouces  ^  en  Im 
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muJtiplianc  par  12,  à  caufe  que  le  pied  contient  ix  pouces;  &  le 
produit  eft  23^80^  auquel  ajoutant  les  6  pouces^  la  fomme  eft 
23586  pouces. 

Le  dividende  &  le  divifeur  font  donc  réduits  par-là  à  leurs  der- 
nîeres  efpeces.  Mais  afin  de  conferver  le  même  rapport  qu'ils  avoient 
avant  ces  multiplications,  je  tâche  de  faire  en  forte  qu'ils  fe  trou- 
vent également  multipliés  |)ar  les  mêmes  nombres  ;  &  pour  cela 
je  multiplie  les  tiers  de  deniers  par  6,  à  caufe  que  les  327  ont  été 
multipliés  par  6  ;  &  je  multiplie  les  pouces  par  20  &  par  3  ^  à  caufe 
que  les  1 13  «5  livres  ont  été  multipliées  par  ao  &  par  3.  Par  ce  moyen 
le  dividende  &  le  divifeur  fe  trouvant  multipliés  f  un  &  l'autre  par 
ao,  1 2 ,  6,  &  3  ,  font  entre  eux  dans  le  même  rapport  que  fi  on  ne 
lesavoitpas  multipliés.  i4i<i(îo  i4i<i^o 

Ces  multiplications  fai^^^^        490^888(31     i32o8i6o(9C 

divife    le  dividende    490^888       ^^       g Alilio 

par  le  divifeur  141^160   :   &  ^  12 

achevant  le  refte  comme  dans    -3-— —  

l'exemple  précédent,  je  trouve     iS^-obiôo  94344^ 

3  livres  9  fols  4  deniers ,  pour  471720 

le  prix  de  la  toife  :  &  c'eft  la  5^60640 

preuve   du  troifieme  exemple  141  «J 100 

ou  du  troifieme  problême  de  <^GGo6^o{^A. 

la  multiplication  compofée.  oqoooo 

Problème  IV.  Un  homme  d  acheté  «535  aunes  \  d' étoffe ^  qui  lui 
ont  coûté  1 7 1 9  livres  ()fols  9  deniers  \  :  combien  Faune  Itd  a-iH  coûté? 

Solution.  Je  réduis  les  livres  en  fols ,  les  fols  en  deniers,  &  les 
deniers  en  quarts  ;  ce  qui  donne  16^0711  quarts  de  deniers.  Je  ré- 
duis de  même  les  aunes  en  quarts: ce  qui  dojrne  2141  quarts  d'aunes^ 
1719 1. 9  f.  4  ^' 

ao                                                                     T13S40  5x3840 

54380  53ï«»ncs^  1650711  (^1.  fli838io(4f* 

9  ^  109191  128460 

""  34389  f,  ^'40  20^           Il 

la  '  ^  2183820^  2 j  692a 

2141  quarts  d^aunes.  128^ 


^g    g  2141  quans  d  aunes.  129460 

34389  5^  154^10^ 

4282a 

12 


412668 
9 


412677*  ^^^^  513840 

3-  513840 Divifeur.  ^^  ^  ^^^ 

1050708  '  -' 


0000000 


3 


1 65  07 1 1  quarts  de  den. 
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Or  comme  les  aunes  n'ont  été  multipliées  que  par  4 ,  tandis  que 
les  livres  ont  été  multipliées  par  20 ,  par  12 ,  &  par  4  ;  je  multiplie 
les  2 141  quarts  d'aunes  par  20  &  par  12  ;  afin  que  le  dividende  &c 
le  diviieur  foient  entre  eux  dans  le  même  rapport  qu'ils  étoient  ava^t 
la  multiplication  ;  &c  par  conféquent  j'ai  pour  dividende  16^071 1  y 
&  pour  divifeur  5 1 3840. 

Je  divife  le  dividende  par  le  divifeur ,  &  évaluant  les  fraftîons  à 
l'ordinaire ,  je  trouve  3  livres  4  fols  3  deniers ,  pour  la  valeur  de 
Taune  :  &  ceci  eft  la  preuve  du  quatrième  exemple,  ou  du  quatrième 
problème  de  la  multiplication  compofée. 

^•^.  Ce  feroit  ici  le  lieu  d'expliquer  les  autres  opérations  de  l'A- 
rithmétique :  mais  comme  les  démonftrations  de  ces  régies  dépen- 
dent des  principes  que  je  donnerai  dans  les  Chapitres  fuivans ,  je 
n'en  parlerai  qu'en  leur  lieu ,  pour  être  plus  court  &  en  même  tems 
plus  clair» 

^r.  ■      I  ■        ■■■  —        »■■   ;^  Il   —Il         ■■     a  .■        ■■     ■ ,  ■  ■        ■  ■        m^ 

CHAPITRE      V- 

P  JS      V  A  L  G  E  B  R  E. 

^6.  JLa  difficulté ,  l'ennui ,  &  fouvent  même  rîmpoffibîlité  que 
Ton  trouve  à  réfoudre  grand  nombre  de  queflions  &  de  problêmes 
^concernant  les  nombres ,  lorfqu'on  veut  fe  fervir  des  règles  ordi- 
naires de  r  Arithmétique ,  ont  été  caufe  qu'on  a  cherclié  une  autre 
méthode  3  qui,  par  Içs  principes  les  plus  (impies,  nous  mît  en  état 
de  découvrir  les  ventés  propolees ,  fans  fatiguer  trop  l'efprit.  Cette 
méthode  fut  nommée  par  fes  Auteurs  Arithmétique  fpécieufe  ou 
Logijlique  fpJcieufe  ;  &  comme  elle  ne  roulpît  que  lur  les  nombres , 
les  uns  y  employoietjt  les  chiffres  ordinaires  avec  les  lettres  nom- 
mées Majtifculcs  ;  à  l'exemple  de  Diophante  d'Alexandrie  ;  &-  les 
autres  à  Timitation  de  Vietc^  ne  fe  fervoient  que  des  lettres  majut- 
eu  les. 

Les  préceptes  de  cette  fciencc  étoient  extrêmement  fîmples  & 
très-naturels  :  mais  la  manière  obfcure  dont  on  annonçoît  la  plu- 
part des  chofes ,  les  dénominations  barbares  que  l'on  donnojt  ^  cer- 
taines quantités ,  &  les  expreflîdns  embarraffantes  que  l'on  y  em- 
ployoit ,  la  rendoit  fi  dégoûtante ,  qu  il  fe  trouvoit  très-peu  de  per- 
fonnes  qui  vouluffent  s'en  accommoder.  Dans  la  fuite  M.  Defcartes  , 
non-feulement  la  délivra  de  tout  ce  qui  la  rendoit  fi  hérifTéé ,  ea 
donnant  des  dénominations  plii3  faciles,  des  expreffîons  plus  courtes ^ 
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&  en  fubftituanc  les  petites  lentes  de  l'alphabet  au  lieu  des  grandes  : 
mais^  encore  il  la  perre^ionna  ^  &  retendit  à  la  quantité  continue  » 
gui  eft  l'objet  de  la  Géométrie.  Oeft  cette  méthode  que  l'on  nomme 
aujourd'hui  Analyfi ,  pour  les  raifons  que  nous  dirons  dans  le  cha- 
pitre fui  vant^  où  nous  expliquerons  Tes  préceptes,  &  la  manière  de 
les  mettre  en  ufâge. 

57.  V Algèbre  eft  la  (cience  qui  apprend  à  faire  les  opérations  de 
rÀrithmétique  fur  les  lettres  de  Talphabet. 

58.  Les  cara(âeres  que  Ton  emploie  dans  rArithmétique  ayant  une 
valeur  déterminée ,  il  eft  sûr  que  fi  on  veut  les  ajouter ,  les  fouftraire , 
les  multiplier  ou  les  divifer ,  on  peut  trouver  d'autres  caraâeres  qui 
repréfentent  leur  fomme ,  ou  leur  refte  ,  ou  leur  produit ,  ou  leur 
quotient.  Mais  il  n'en  eft  pas  de  même  des  lettres  de  l'alphabet  ;  car 
comme-oh  peut  fuppçfer  que  la  lettre  a  ou  la  lettre  b  repréfente  un 
nombre  tantôt  plus  grand  ,  tantôt  moindre ,  félon  les  différentes 
queftions  que  l'on  veut  réfbudre  ;  on  ne  fçauroit  dire  qu'une  troi- 
ueme  lettre  coud^  foit  leur  (bmme  ^  ou  leur  reftse ,  ou  leur  produit  ^^ 
ou  leur  quotient ,  fans  faire  des  fuppofitions  qui  feroient  fcH't  embar* 
raflantes ,  fur-tout  lorfque  le  calcul  vîendroit  un  peu  long.  C'eft  pour- 


le  point  d'où  l'on  eft  parti ,  &  tous  les  pas  que  Ton  a  fait.  Ces  fignes 
font  les  fuivans. 

DES    SIGNES    DE    VALGESRE. 


^9. Le  figne  Hh  fignîfie  plus , &  marque  l'addition :a  ^b  fait 
voir  que  la  grandeur  exprimée  par  la  lettre  b ,  eft  ajoutée  à  la  gran* 
deur  exprinriée  par  la  lettre  ^*     . 

60. Le  figne  —  fignifie/no/n^  y  &  marqueta  fouftraÂion  :  a  —  d 
fig^ifie  que  la  grandeur  d  eft  retranchée  de  la  grandeur  a. 

61.  Le  figne  x  eft  la  marque  de  la  multiplication  :  axb  c'eft  la 
grandeur  a  multipliée  par  la  grandeur  b.  Ordinairemem:  on  retranche 
ce  figne ,  &  l'on  (t  contente  de  joindre  enfemble  les  tettpres  que  l'oii 
veut  multiplier.  Ainfi  ab  fignîfie  que  a  eft  mult^)lie  par  b. 

$x.  Lortqu'on  écrit  une  ou  plufieurs  lettres  au-defliis  du  figne  -^ 
fie  uqe  ou  plufieurs  lettres  au-deflbus  ^  cela  fignifie  que  ce  qui  eft  au« 

deflûs  eft  divifë  par  ce  qui  eft  en^eifous  :  ^fais  voir  que  la  grandeur 

41  eft  divîfée  par  b  graockur  b  :  *j  fif  nifieque  leproduicde  ^par  ^ ^ 
TomeL  •       b 


t 
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eft  divifé  par  le  produit  de  c  par  J:  ~j  marque  que  la  fomme  des 

deux  quantités  a  &  ^  eft  divifée  par  c ,  duquel  on  a  retranché  i  ;  oii 
par  la  différence  de  c  à  ^  :  car  cette  différence  n'cft  autre  chofe  que 
ce  qui  refte  après  qu'on  a  retranché  la  grandeur  b  de  la  grandeur  c. 

63.  Le  fîgne  =  fîgnifîe  que  la  grandeur  qui  eft  à  gauche  de  ce 
figne  y  eft  égale  à  celle  qui  eft  à  droite.  a=^b  marque  que  a  eft  égal 
^b  :ah  =  cd  (ignifîe  que  le  produit  de  a  par  b  eft  égal  au  produit  de 
la  grandeur  c  par  la  grandeur  d:a^b=i  c^  d  marque  que  la 
fomme  des  grandeurs  ^ ,  ^  ^  eft  égale  à  la  fomme  des  grandeurs  c  y 
d^  6c  ainfî  des  autres.  On  trouve  dans  quelques  Auteurs  le  figne  oc 
au  lieu  du  fîgne  =  :  mais  ce  dernier  eft  aujourd'hui  le  plus  ufîté. 

64.  Quand  une  grandeur  eft  égale  à  une  autre  ^  cela  fe  nomme 
équation  ou  égalité.  La  grandeur  qui  eft  à  gauche  du  figne=  fe  nom^ 
me  premier  membre  deTéquation;  &  celle  qui  eft  à  droite ,  fe  nom- 
me fécond  membre.  Dans  l'équation  4^=3  ^  ^  la  grandeur  a  eft  le  pre- 
mier, membre  ^  &  la  grandeur  b  eft  le  fécond.  De  même  dans  l'équa- 
tion a-+.  ^=c — ^;  la  grandeur  <H-  ^  eft  le  premier  membre^  éc  la 
grandeur  c  —  ^ eft  le  fécond,  &  ainfî  des  autres. 

6$.  Le  fîgne  >  marque  que  la  grandeur  qui  eft  à  gauche  de  ce  fî- 
gne y  eft  plus  grande  que  celle  qui  eft  k  droite.  a>  b  fîgnifîe  que  a 
eft  plus  grand  que  b:  a^b  >  e 4- ^ fîgnifîe  que  a  ^  b  cR,  plus 
grand  que  la  fomme  des  grandeurs  e^f. 

66.  Le  fîgne  <  marque  que  la  grandeur  mife  à  gauche  eft  moindre 
que  la  grandeur  mife  à  droite.  a<  b  fîgnifîe  que  a  eft  moindre  que  b. 

67.  Ce  font  là  les  fîgnes  les  plus  rréquens  dans  l'algèbre  :  quant 
aux  autres ,  nous  les  expliquerons  en  leur  lieu. 

*  • 

JDes  grandeurs  complexes  &  incomplexes  ^  pojîtives  &  négatives. 

68.  Par  le  mot  as,  grandeur  en  général',  on  entend  tout  ce  qui 
peut  s'augmenter  ou  fe  diminuer ,  &  qui  par  confëquent  a  des  par- 
ties. Il  y  en  a  de  deux  fortes ,  l'une  qu'on  nomme  JucceJJîve ,  parce 
que  fès  parties  fe  fuccedent  les  unes  aux  autres ,  fans  exifler  jamais 
toutes  à  la  fois ,  comme  la  durée  ou  le  tems  ;  &  l'autre  qu'on  nomme 
permanenu ,  parce  que  fes  parties  cxiftent  en  même  tems.  La  gran- 
deur permanenu  fè  divifè  encore  en  grandeur  ou  quantité  dycrete 
dont  les  parties  ne  font  pas  liées,  telles  que  font  les  nombres,  & 
tous  les  aiTemblages  où  la  continuité  &  la  liaifon  des  parties  ne  font 
pas  néceffaires  ;  &  en  grandeur  ou  quantité  continue ,  c'eft-à-dire , 
dont  les  parties  ont  une  étroite  liaifon ,  telles  que  font  tous  les  corps 
folides.  Gomme  l'algèbre  peut  employer  fon  calcul  fur  ces  différentes 
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eipeces  de  grandeurs  ,  on  a  donné  le  nom  de  grandeur  en  gén  éraU 
aux  lettres  dont  elle  (e  fert. 

69.  La  grandeur  complexe  efl  une  grandeur  compofée  de  deux  ou 
plufieurs  autres  grandeurs  y  entre  le.(quelles  fe  trouvent  le  fîgne  -t« 
ou  le  fîgne  — .  Ainfi  a4-^  eft  une  grandeur  complexe;  de  même 
que  a-^c  —  d.  Mais  ab^  quoique  formée  par  le  produit  de  deux 
lettres  y  n'eft  pas  une  grandeur  complexe  :  parce  qu'il  ne  fe  trouve 
entre  elles  ni  le  figne  4-  ni  le  figne  —  .  , 
.  70.  La  grandeur  incomplexe  eft  celle. qui  n'eA  pas  liée  avec  une 
ou  plufieurs  autres  par  le  ugne  Hh  ou  par.  le  figne  — .  Ainfi  a  eSt  une 
grandeur  incomplèxe^  &  le  produit  a  b  Fefl  aufli. 

yi.La  grandeur /7(?/îiaVe  ou  réelle  eft  une  grandeur  qui  aie  figne  -f- 
ou  qui  n'en  a  point  du  tout  :  parce  qu'alors  on  fbus-entend  qu'elle  a 
le  figne  +  »  Ordinairement  la  lettre  qui  commence  une  expreffion 
algébrique  n'a  point  de  figne  ;, ainfi  l'on  écrit  a  Hf-^,  au  lieu  démet-- 
tre-f-a-f-^.  Mais  fi  cette  première  lettre  avoit  le  figne  — ,  alors  il 
fauâroit  abfolument  écrire — tf-t-^;car  fi  on  ne  mettoit  pas  ce 
figne  — ,  on  fous-en tendroic  que  la  lettre  a  auroic  le  figne  Hh;  ce 
qui  feroit  faux. 

72.  La  grandeur  négative  ou  faufTe  eft  une  grandeur  qui  a  le  fi-* 
gnc  — ,  &  quon  devroit  appeller  plutôt  un  défaut,  de  grandeur.  Un 
nomme  qui  n'ayant  rien  doit  10  écus,  eft  certainement  au^dcffous 
du  rien  ^^en  fait  de  bien  :  puifqu'il  faudroit  lui  donner  10  écus  pour 
payer  fa  dette  ^  &  faire  que  fbn  bien  fut  égal  à  zéro.  Ainfi  les  10  écus 
4u'il  doit ,  font  uneerandeur  négative  ou  un  défaut  qui  le  mettent 
àu-defTous  du  rien.  De  même  une  longueur  de  70  toifes  comparée  à 
une  grandeur  de  80 ,  eft  égale  à  80  moins  dix ,  c'eft-à-dire  qu'il  fau- 
droit lui  donner  i  o  pour  la  rendre  égale  à  80:  donc  ce  10  qu'elle 
n'a  pas ,  eft  pour  elle  une  erandeur  négative  ou  un  défaut ,  &  ainfi 
des  autres.  Au  refte ,  cette  raçon  de  parler  n'eft  pas  particulier^  à  l'al- 
gèbre :  car  tous  les  jours  dans  les  converfations  on  dit  fort  bien  qu'un 
homme  a  100  moins  2  ans^  qu'un  autre  a  20  écus  moins  10  fols^  & 
ainfi  du  refte. 

DE  V ADDITION  DES  GRANDEURS   LITTÉRALES. 

73.  Pour  ajouter  deux  ou  plufieurs  grandeurs  incomplexes,  on  les 
écrit  de  fuite,  en  mettant  entre  elles  les  fignes  qu'elles  ont.  Pour  ajou- 
ter -+-  a  avec  4-  b^oua  avec  b^oix  écrit  à^+^b.  Pour  ajouter  les  qua- 
tre grandeurs  pofitives  a,  ^,  c,  ^,  on  écrit  a4-  ^•+-c-+-^.  Pour 
çtjouter  les  trois  grandeurs  a,  ^, — dy  dont  la  dernière  eft  négative , 
on  écnta-f^b — d;  &c  non  pis 4-^;  parce  qu'ajouter  un  défaut, 

Pij 
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c'eft  retrancher  une  grandeur  pofinve.  Si  j'ai  20  écus ,  &  qu'on  me 
charge  d'une  dette  de  10 ,  c'eil  comme  fi  on  meietanMchcût  10  écus, 

74- Si  parmi  tes  grandeurs  înoomplexes  qu'on  veut  ajouter,  il 
«'en  trouve  quelques-unes  qui  foient  exprimées  par  une  même  tettiey 
&  quf  aient  te  même  ligne  ;  on  n'écrit  qu'elle  feis  cette  lettre  ,  & 
Vmi  met  à  fa  gauche  te  caraâiere  ariiiimécique  qui  marque  te  ticMn- 
bœ  ites  grancteurs  exprimées  par  la  même  letCK.  Pour  ajouter  tes 
grandeurs  a^Uja^bjO ^  on  écrit  321^^1^^ au  Ikud'écme  a -f-ii-4-f 
n^i^b:  &cela  s'^pelfe  cèrrigtrCexfr^^an ,  c'efi>4^iite  la  ren- 
dre plus  fim[^  &c  plus  nette  ;  ce  qu'il  ne  faut  famaîs  n^iiger  :  parce 
que  la  netteté  des  expreffions  partage  moins  l'attention  de  l'eîprit , 
it  contiibue  à  la  netteté  des  idées. 

Quefî  parmi  les  grandeurs  exprimées  par  la  même  lettre ,  les  unes 
avoient  te  fagneHh  &  les  autres  le  ligne  —  ;  on  prendroic  le  nombre 
qui  exprime  combien  il  y  en  a  qui  ont  le  figne-h- ,  &c  le  nombre  qui 
exprime  combien  il  y  en  a  qui  ont  le  iigne  —  ;  &  retranchant  ce  der- 
nier fîombre  du  premter  ^  on  écriroit  une  fois  la  lettre  qui  exprime 
l'une  de  ces  gtandeius^^  à  gaudie  de  cette  lettre  on  n^ettroit  lerefle 
de  la  (buflradion.  Ainfi  pour  ajouter  les  grandeurs  a^a^a^a^  —  a, 
— tfjon  écriroit -**- a  A  ôr  les  quatre  premières  ayant  le  fîgne-|- 
feroient  4A,ou<+-4tf  ;  &  les  deux  autres  ayant  te  ngne  —  feroienc 
-^  XII  :  or  4^ —  xa,  c'eft  la  même  chofè  que  de  retrancher  x^de  4a  j;^ 
ce  qui  fait  -t-  xa  :  &  par  confëquent  4a — xa  feroient  Hh  la  aa  fim- 
plement  %a.  Si  fai  4  écus,  &  qu'on  me  charge  d'une  dette  de  xécus^ 
p  n'en  aurai  plus  que  2. 

Enfin  fi  te  nombre  qui  exprime  condxen  il  y  a  de  grandeurs  qui 
ont  le  figne  4- ,  &  qui  font  exprimées  par  la  même  tettre ,  eft  moin-' 
dreque  celui  qui  exprime  combien  il  y  en  a  qui  ont  lefigne — y  & 
qui  fotkt  e^iméesau^  par  la  même  tettre  -^  on  fie  pdurra  retrancher 
ce  fecdnd  nomlM'e  du  premier ,  mais  on  retrandiera  te  premier  du  fè* 
cond  ^  &  on  écrira  te  refte  avec  te  figne — .  Ainfi  pour  ajouter  les 
Cpandeurs  a^a^  —  a^  — a  y  —  a^  —  ^ ,  les  deux  premières  ayarft  le 
lignes,  feront  %a ou -f  ^^i  &  les  quatre  dernières  ayant  te  figue 
• — ^  feront -^  4a.  Ainfi  ajoutant  xa  avec  —  é^yon  auroit  omi  —  40^ 
ou  —  za.  Car  fi  j'ai  2  écus ,  &  qu'on  me  charge  d'une  dette  de  4  ;, 
3  eft  élair  qu'après  avoir  donné  les  2  écus  que  j'avois,  je  devrai  en-- 
ccfl-e  ^  ^cus. 

'  Il  faut  bien  prendre  garde  à  ces  fortes  de  correârons  :  car  autre* 
lÊÊtànt  le  calcul  algébrique  deviendroit  embrouillé  &  embarraffant. 

L'addition  des  grandeurs  complexes  fe  fait  de  même  que  l'addition 
des  incomplexes ,  en  obfervant  ce  qui  vient  d'être  dit. 
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Pour  afoutor  a^h  ^ec  c-^d^on  écrit  a^h-^c-^d.  De 
Même  pour  ajouter  0  +  ^  arec  €•+-/, on  écrit  a^b^t  +f. 

Pour  ajouter  j\a  -^ib^dzMtc'^a^'^b 
^e;  on  licrit  Us  grandeurs  exprimées  par    4^4-  xb^+^d 
les  mêmes  lettres  îet  unes  fous  les  wxres  y  «n-     3Kir4-  3^  -h  ^ 
fmte  on  dit  4^&  3^  fonty^;  2^  &  3^  font    r^f^IT^qT^ 
5^,apresquoionécrk+a-f*^*  /  ^^1   t-^t-*^ 

Pour  ajouter  8^  ^-  <^  •+.  ^avec  5  a —  zb 
— f;  on  écrit  les  grandeurs  marquées  par  les      ÛM^^^é  ^d 
mêmes  iettnes  les  uoesfous  les  ancres  :  enfuite       ^'^ — ^ — -f 

dît,  8a  &  <^a  ftmt  lyi  :  ^b  moins  iJ?  font     ^^^  1   ^^  1  ^_L  r 

3^  :  après  quoi  on  écrit  -f-  d-^f.  >        i  J 


Pour  ajouter  ^a  -4-  zb  ^faytc  —  6a  —  2^ 
-^/i  on  écrie  les  grandeurs  de  même  nom  îcs  5^Hk  ib  A^f 
unes  fous  les  autres,  &  Ton  dit  :  <^a  moins  6tf  fak  —  6tf  —  3^  — f 
moins  un  ir,  i?u — a  :  zb  —  3^  fait  moins  unby  ^   _   ^ 

ou  —  i  ;  f— jTne  fait  rien",  parce  qu'un  de  reçu 
&  un  de  donné,  il  ne  refterien  :  amii  la  fomme  eft — a  —  k^  &dc 
même  des  autres. 

w 

DE  LA  SOUSTRACTION  DES  GRANDEURS  LFTTÊ RALES. 

7^.  La  (buftraâion  >des  grandeurs  littérales  incomplexes  fe  fait  en 
changeaf^t  toujours  le  figne  de  la  grandeur  qui  dc^t  êtpe  ibuftcaite. 

Si  l'on  V6UC  fouftraire+a  de+^,  on  écrit ^^-*^a.  Car  fi  de  10 
écus  quej'ai ,  on  m'en  retranche  4  ;  il  m'en  reilera  10  —  4. 

Pour  (oufiraire  -+-c  de— ^,  on  écrit —  d — c.Si  je  <lois  dix  écus, 
&  qu'on  m'^cn  retranche  encore  ^  ,  ou  qu'on  m'en  faffe  devoir  en- 
core <  ;  il  eft  ckir  <}ue  je  devrai  payer  10-+-  5 ,  &  que  par  conféquem: 
mon  bien  fera  diminué  non-feulement  de  10 ,  mais  oncore  de  ^ . 

Si  l'on  veut  fouftraire  —  <ide-+-^,  on  écrit  ^Hh^.  Car  fi  candis 
que  j'ai  10  écus ,  on  me  retranche  une  dette  de  4 écus  >  ce  qu^on  ne 
peut  faire  qu'en  me  donnant  ces  4  écus  ^  on  voit  bien  que  j'aurai  14 
écus  ou  10  écus  plus  4. 

Pour  fouftraire  —  a  de  — *^ ,  en  écrit  — •  ^  -f-  tf.  Car  fî  je  dois  10 
écus,  &c  que  quelqu'un  fupprime  une  partie  de  cette  dette  ,par  exenv- 
pie  4  écus ,  ce  qu'il  ne  peut  faire  qu'en  me  donnant  4  écus  ;  il  eft  sûr 
que  je  devrai  10  d'un  coté,  mais  que  j'aurai  4  de  l'autre  :  ainfî  j'aurai 
— 10-4-4. 

j6.  La  fouftraâion  des  grandeurs  complexes  fè  fait  de  même  que 
celle  des  grandeurs  incomplexes ,  en  obfervant  ce  que  nous  avons 
dit  ci-deflus  touchant  la  correâion  desexpreffions. 
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Pour  fbultraire  tf-J-^  de  cHh^,  on  écrie  c-+-^ —  a — b.  De  mê- 
me pour  fouftraire  a —  c  de  d — /*,  on  écrit  d — f —  a^c^ic  ainfi 
des  autres. 

Pour. fouftraire  a tf-+- 2^ +  c,  de  i^a-^  j\h     <^a^^-^d 
d  :  on  écrit  les  grandeurs  marquées  des  mêmes     2a-f-  2^  -f-  c 


lettres  les  unes  fous  les  autres,  enfuite  on  dit  :  de     ^a-^ih^J^  d c 


<^a  ôtez  ^a^  il  refte  3a  :  de  4^  ôtez  %h  ^  il  refte 
2^ ;  &  de  ^ôtez  c ,  il  refte  d —  c. 

Pour  fouftraire  3a — 4^  —  x^,  de  6tf  Hhz^ — 4^,  (Jtf  Hh  2^ — 4// 
on  dit  :  de  Ga  ôtez  3a ,  il  refte  3^.  De  2^  ôtez — 46 ,  3a — 4^  — 2^ 
il  refte  Gh  :  car  puifqu'il  faut  changer  le  fiene — en  777  "71  7> 
•+■  ;  j  ai  x^-«- 4^  qui  font  6p.  De — 4^otez — xd^  il  -^ 
refte  —  id  :  car  puifqu'il  faut  changer  le  figne  de  —  2^  en  Hh;  j*ai 
— 4^+  id.  Mais  4-  2^ef&cent  —  a^  de  —  4//;  à  caufe  que — &  -[^ 
fe  détruifent  :  ainfi  il  refte  —  id. 

Pour  fouftraire  6(1-4-4^  —  3^  de  4a  -^  3^         4^  +  3^-+-  2^ 

—  zdy  on  dit  :  de  /^a  ôtez  6a,  il  refte  —  ^^  :  é^ti-4-4^ — '^d 
car  4  tf  -r-  6a  font  la  même  chofe  que  —  %a  ;  \  ^a  <  b  \  d 
puifque  dans  —  6a  il  Y  a  moins  4a  qui  eftàcent 

-^^a ,  il  refte  —  %a.  I)e  3^  ôtez  4  ^,  il  refte  —  b.  De  —  %d  ôtez 

—  3^j  il  refte  -+-  d  :  car  puifqu^l  faut  changer  le  figne  de  —  3^, 
j'ai  —  zd'^'^d:  or  dans  -i-  3  </,  il  y  a  x^  qui  ef&cent  -7-  ^^J  ^  il 
reftç  encote  un  ^,  &  par  conféquent  j'ai  '+-</,&  ainfi  des  autres. 


DE  LA  MULTIPLICATION  DES  GRANDEURS  LITTÉRALES. 

jj.  Si  les  dçux  grandeurs  que  Ton  veut  multiplier  Tune  par  l'autre 
ont  toutes  les  deux  le  figne  4-,  ou  toutes  les  deux  le  figne  — ,  le 
produit  a  toujours  le  figne  -4-  :  &  fi  Tune  ajrant  le  figne  4- ,  l'autrç 
a  Iç  figne  — ,  le  produit  a  toujours  le  figne  —  :  d'où  l'on  tirç 
cette  Yt^Xtyplus  par  plus  ^  ou  moins  par  moins  ^  donne  plus;  &  plus 
par  moins  ^  ou  moins  par  plus  ^  donne  moins. 

DiÉMONSTRATiON. Nous  avons  dit(i  i)  que  dans  la  multiplication 
on  doit  prendre  le  nombre  k  multiplier,  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'ur 
nités  dans  le  multiplicateur.  Donc  i^.  fuppofant  que  le  nombre  à 
-multiplier  foit  iz,  &  le  multiplicateur^,  &  que  l'un  &  l'autre  foient 
pofitirs  ;  il  faudra  prendre  la  grandeur  pofitive  a  autant  de  fois  que 
la  grandeur  pofitive  b  contiendra  d'unités  :  c'eft  pourquoi  fi  b  con-r 
tient  trois  unités,  le  produit  ab  fera  la  grandeur  pofitive  3  ^ ,  &  par 
conféquent  ab  aura  le  figne  plus,  x^  Si  le  nombre  à  multiplier  a  eft 
pofitir ,  &  le  multiplicateur  b  eft  négatif,  c'eft-à-dire,  s'il  eft  —  b^ 
ou  —  3  ;  il  faudra  prendre  la  grandeur  pofitivç  a, non  pas  trois  fois, 
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mais  —  3  fois  :  parce  que  le  inultiplicateur  ne  cpntienc  pas  trois  uni- 
tés ^  mais  —  3  unités.  Ainfi  le  produit  ab  fera  la  même  chofe  que  la 
grandeur  négative  —  3  tf ,  &  Ion  figne  fera  négatif:  car  prendre  une 
grandeur  —  3  fois ,  c'eft  la  fouftraire  trois  fois.  y.  Si  le  nombre  à- 
multiplier  a  eft  négatif^  c'eft-à-dire,  s'il  eft  —  tf ,  &  que  le  multi- 
plicateur B  (bit  pofitif  ;  il  faudra  prendre  le  défaut  — a  y  autant  de 
fois  qu'il  y  a  d^unités  dans  B  pu  3  :.&  par  conféquent  le  produit  au 
fera  la  même  chofe  que  -— 3^ ,  &  fon  figne  fera  encore  négatif.  4°, 
Enfin  fiaôci  ont  tous  deux  le  figne  moins ,  il  faudra  prendre  le  dé- 
faut —  a  y  non  pas  trois  fois ,  mais  —  3  fois  :  à  caufe  que  ^  ou  3 
ayant  le  figne  moins  ^  ne  contient  pas  trois  unités  ^  mais  —  3  unités. 
Or  prendre  —  3  fois ,  c'cft  fouflraire  trois  fois  ;  6c  fouftraire,  trois, 
fois  un  déÊiut  ou  une  dette  ^c'efl  donner  trois  fois  ce  qu'il  faut  pour 
la  réparer.:  puifqu^il  n'efl:  pas  poflible  qu'on  éteigne  une  dette  que 
j'aurois  ^  fi  on  ne  me  donnoit  ce  qui  efl  néceflaire  pour  la  payer. 
Donc  prendre  —  3  fois  le  défaut  —  a,  c'efl  donner^  a ,  &  par  con- 
féquent le  produit  ah  efl  la  même  chofe  que  3a  ^  &  fon  figne  efl  po- 
fitif. Donc  la  règle  que  nous  venons  de  donner  efl  véritable. 

78.  La  multiplication  des  grandeurs  complexes  fe  fait  à  peu  près 
comme  la  multiplication  des  nombres ,  &c  l'on  y  obferve  les  règles 
que  nous  venons  de  donner  touchant  les  fignes.  En  voici  quelques 
exemples. 

Exemple  I.    Pour  multiplier  ^  +  ^ ,  par      iz  •+•  A     . 
par  a^c;  on  écrit  le  multiplicateur  a  Hh c       tf  +  c 
fous  la  grandeur  à  multiplier,  &  Ton  multiplie     ^xj  1   gfi  ac^i-jr 
tous  les  termes  de  la  grandeur  à  multiplier  par 


le  premier  terme  a  du  multiplicateur.  -H  a  par  Hf-  a  donne  -H  aa  : 
+  h  par  -f*  a  donne  plus  ah.  Enfuite  on  multiplie  tous  les  termes  de 
la  grandeur  k  multiplier  par  le  fécond  terme  c  du  multiplicateur. 
•+•  a  par  -f-c  donne  -H  m;  ôc^h  par  Hh  c  donne  4-  hc  :  ;ainfi  le 
produit  efloa ^ah^^-ac^^hc. 


Exemple  II.  Pjoui: 
multiplier  a  ^  h       ^t-H     h^  c 

4-c,  partf-H^-f-^;  ^-+-     h-^  d 

j'écris  le  muiripii-  ^-:;-;j:f 


cateur  d -h  ^ -h  ^,        ^_    ^  ^y^^Bc 

fous  la  grandeur  à  4-^-^bd-hcd 

multiplier     a-^b 


»+-c;  &  je  multiplie     aa^^  xah  -f-  ac^bh  +  ^c-f*  <ui^  hd^cd 

d'abord  tous  les  ter* 

mes  a^h^Cyi^zx  le  prenucr  terme  a  dij  multiplicateur.  Hh  ^  par 
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•-H*  donne ^4- aa  : «H^ par-fa donneHh^i  &-firpar-+-tf  donne 

Je  mult^lie  toœ  les  termes  a-^h^Cy  par  le  fécond  ternM  h  du 
multiplicateur,  -+r  4  par  +-  ^  donne  --H  «^  i  &  comme  fat  déjà  un 
prodiûc  •+-  ab ,  )*éçris  celui-ci  fous  k  premier  ;  ce  qu'il  faut  toujours 
obferver  lorfqu'il  fe  trouve  des  produits  qui  ont  les  mêmes  lettr^  : 
-^hi^^v  b  donne  H-M;  &  H*  c par H-^ & dcmne -H Ac. 

Enfin  je  muhiplie  de  la  même  façon  tous  les  termes  a-^h-^hc^ 
par  le  troifieme  terme  d  du  multiplicateur  :  ce  qui  donne+a^+  hd 
'+'cd,  &  corrigeant  Texpreffion,  c'eft-à-dire  mettant  H- 2  a  A  au  lien 
de-+-aA-+-tf^;p  le  produit  eftaaHh^^+^^+A^Hh^+^Hh^^ 

Exemple  IIL  Pour  multiplier  a -+- A 9  par  à — h;  a^  h 

je  multiplie  les  termes  u^h  par  le  premier  terme  a  a  —  h 

du  multiplicateur  :  ce  qui  donne  aa-J^ah.  Je  multi*  ^  y    ^"^^ 

plie  les  mêmes  termes  par  le  (econd  terme  —  A  du        ab—bh 

multiplicateur,  en  difant  :  -f*  a  par  «^ A  donne — ab 


aa-i-oB- 

— aç 

^hh-\ 

h  bc 

1 

-^ac 

H 

r-   ^C- 

-ce 

que  j'écris  fous -+-^;  &  «H  A  p^ — ^donne-~^.     <^^         ^^^bb 
le  corrige  Texprc^n  en  emcant  *i- «^  —  ab^i, 
caufe  que  ces  grandeurs  fe  d^truifent  par  des  lignes  contraires;  &  le 
produit  eft  aa-^bb. 

Exemple  IV.  Pour  multiplier  a^^  b —  c 
a-^b — c^par^r — ^Hhc;jenml-  a —  i»-f.  c 
tîplie  tous  les  termes  a-^b  —  c 
par  le  premier  terme  a  du  multi-^ 
plicateur  :  ce  qui  donne  aa^-i^ab 
^~  ac.  Je  multiplié  les  Mêmes  ter«^ 
mes  par  le  fécond  terme  *~é  du     aa  — bb-^ibc — ce 

multiplicateur  :  ce  qui  donne — ab 

.^^bb^bc^  que  j'écris  en  mettant  —  ab  fous  4-*  ab.  le  multiplie  les* 
mêmes  termes  par  le  troifieme  terme  -4*  c  du  multiplicateur  :  ce  qui 
donne  -+-ac-+-^c —  ce ,  que  j'écris  en  mettant  -h  ac  fous  -^  tfc  ;  &  -+- 
Âcfous-K^c.  Je  corrige  l'expreffion  en  ef&çafit  -Hn^  -*-*  ^ ,  êC —  ac 
+  ac  ;  parce  que  ces  grandeurs  fe  détruifent  par  des  fîgnes  contrai-* 
res  ;  &  en  mettant  ■+•  ibc  au  lieu  àc-i^bc^  bc\  &  le  produit  efl{ 
aa  —  ^^  •+•  x^c  —  ce. 

>  751.  Remâjrqi/e.  T1  faut  prendre  garde  que  dans  les  produits  de 
deuxou  pltt(îeurs  lettres,  chaque  lettre  conièrve  fa  valeur,  fott  qu'elle 
foit  mife  ou  après  ks  autres,  ou  entre  deux  ;  ainfi  ab  ou  ba  font  1» 
même  chofe  :  de  même  abc ,  bac ,  bca ,  cab ,  cba  ont  toujours  la  mô« 
mç  valeur. De  mèmeab^bc ,  oubc^^abiM  font  pas diffërens ;  & 

en 
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en  ceci  l'algèbre  diffère  beaucoup  de  l'arithmétique  ^  dont  on  ae 
icauroit  déranger  aucun  cara^re  (ans  changer  fa  valeur. 

DL  LA  DIVISION  DES  GRANDEURS  LITTÉRALES, 

80.  Il  en  eft  des  (ignés  +  &  -7-  a  l'égard  de  la  divî(îon ,  de  mè-' 
me  qu'à  l'égard  de  la  multiplication  ;  c'eft-a-dire  que  (î  l'ondivife* 
-+•  par  -l-ou  —  par  — ,  le  quotient  a  le  (îgne  •+•  ;  &  (i  l'on  divife 
•i- par  — ,  ou  —  par  -I- ,  le  quotient  a  le  figne  — . 

DEMONSTRATION.  Suppofons  que  le  dividende  foit  6  ^  &  le  dki- 
feur  2. 1^.  Si  l'un  &  l'autre  ont  le  (îgne  -h ,  le  dividende  6  contien- 
dra pofitivement  le  dîvi(eur  2  ,  trois  fois  :  ain(i  le  quotient  3  aura  îe' 
(îgne  -f*.  2°.  Si  l'un  &  l'autre  ont  le  (îgne — ,  le  défaut  -r^  6  con- 
tiendra pofitivement  trois  fois  le  défaut  —  2  ;  &  par  conféquent  1^ 
quotient  3  aura  encore  le  figne  -h.  3°.  Si  le  dividende  eft  —  6  Se 
le  divi(eur  ^-  2 ,  le  défaut  —  6  ne  contiendra  pas  trois  fois  la  gran- 
deur pofitive^  mais  trois  fois  le  défaut  de  2!ainfi  le  quotient  3 
aura  le  figne  — .  4^,  Si  le  dividende  eft  -H  6,  &  le  divifeur  —  2  , 
Ja  grandeur  pofîtive  6  ne  contiendra  pas  trois  fois  le  défaut  —  2 , 
mais  trois  fois  fon  contraire  ou  la  grandeur  pofitfve  2  :  donc  le  quo-^ 
tient  3  aura  le  figne  — •• 

Et  pour  être  encore  plus  convaincu  de  ceci ,  il  n'y  a  qu'à  obfer- 
ver  que  le  divifeur  étant  exaâ  dans  la  (uppofition  que  nous  venons 
de  faire  y  il  faut  néce(rairement  que  le  produit  du  divi(èur  par  le 
quotient  foit  égal  au  dividende  (29)..  Or  cela  né  fçauroît  être,  (î; 
le  quotient  n'avpit  pas  )e  figne.  que  notre  règle  lui  donne.  Car  dans 
le  premier  cas ,  fi  le  quotient  étoit  —  3  ;  le  produit  de  —  3  par  le 
divifeur  -|-  2 ,  donne  —  ^  j  au  lieu  que  le  dividende  eft  -4-  6.  Dans 
le  (econd  cas ,  fi  le  quotient  étoit  —  3  ;  le  produit  de  —  3  par  le  di- 
vi(eur  —  x  donne  -J-  ^ ,  au  lieu  que  le  dividende  eft  —  6.  Dans  le 
troi(ieme  cas>  fi  lé  quotient  étoit  -+-  3,  le  produit  de  H-  3  par  le 
divifeur  4-  2  ,  donneroit-H^,  &  non  pas  —  6.  Enfin  dans  le  qua- 
trième cas,  fi  le  quotient  étoit  4-  3  ,Je  produit  de +3  P^^  le  divi- 
feur —  2 ,  donneroit  —  6 y  au  lieu  de  -f-  ^. 

81 .  La  même  chofe  arriveroit  encore ,  fi  le  divifeur  n'étoit  pas 
exaft,  ou  s'il  n'étoit  pas  contenu  exaâcment  &  fans  refte  dans  le 
dividende.  Suppofons  que  le  dividende  foit  7  &  1^  divifeur  2  :  le  quo« 
tient  fera  3  avec  un  refte  i;  Or  fi  7  &  2  font  pofitifs,  lé  quotient 
doit  être  pofitîf  :  parce  que-+-  3  par  •+•  2  font  plus  ^,  lequel  ajouté  au 
refte  i  fait -h  7  égal  au  dividende  7.  Si  7  &  2  font  négatifs,  le* 
quotient  fera  pofitif  r  car  ^-  3  par  —  2  fait  —  6j  lequel  ajouté  au 
refte —  r,  qui  eft  négatif,  puiique  c'eft  le  refte  de  —  7,  donpç^la' 

ToMB  ï.       ^  ^  G 
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finf  ;  le  quQCie|\t  dbit  ^yc^  -7  •*  P¥CÇ  9tt?.-r-.3  |>ar  -J-  a  faiç  —  ^  » 
lequel  ajoute  au  refte  i ,  qui  eit  encore  négatif,  à  caufe  que  c'eft  le 
refte  de  —  7,  donne  la  femme  —  7  qgak  au  dividende.  Enfin  fi  7 
^  PP^îf  4p  2i.  eil  négatif;  1^  quotient  dcû;  être  j^fitiF  :  à  çauie 
SW  -^  î  par  —  ^  fait  rt-  é ,  lequel  éçanç  aiputé  aq  rçftç  r  qui  efli 
Roi^.!f ^  RPl%e  c-eft  k  reftç.  4e  Ht-  7  *  4WP^  la  fommi?  rh  7  éçate 
au  dividende. 

8a.  Pour  divifer  Hf-  ^  par  -J-  ^,  ou  -—  a, par  —  ^ ,  on  écrira  -f-^ 

■  ■ 

<?#î;  ^  PP\yr  4iyirei;  T-  ^  PV  +  f  ^  0?  +  tf  p9f  — :  *,  on  écrira  ^\. , 

'  83.  S>  le  dividende,  &  le  divifèur  étoienc  exprimes  par  une  même: 

lettre  t^;  on  écri^oit  4-  j; ,  au  Keu  de  -f  :  ou  —  i ,  au  lieu  de  - 

ça^  I^  gjuptipac  i,  m^xy^  ^  a^  dpnne  le'dividende 

ç^  ^  ^.njjçih^  q^O)çieIi:  V  piulciçl)^  car  le  di^vifpji:  —  a  4onne  le 
aîvi^endç  —  ^.  De  rnçrnç  1^  qjaoti^i?!;  rrr  i  multiplié  par  le  divir 
feiïr -T^i,  d^nne  le  dividende  -H^J  ^  le  quptient —  i  multiplié 
£a^.  Ip.  diyifeur  Hh  ^ ,  doxuiç  le  dividende  —  a.  ^ 

Pour  marquer  la  divifionde^^Â  par  h\  au  lieu  d'écrite  ^  >  otiectu-^ 
fimplement  a  i  parce  que  k  quotient  a,  multiplié  par  ^^  donne  le 
dividçndç  <j^.  Par  la  même  raifon ,  au  lieu  d'écrire  — \.  Qp  écrira  ^ii 

au  lieu  d'écrire^;  on  écm  ^  :  tS;  s^nfi  des  autres.  D'où  Ton  voit  que 

quand  U  y  a  des  ff-andturi  murquées  par  les  mêmes  lettres  au  diyi^ 
^end^ ^ âfi djiyij^ur  Ù  Jmtl^ ''efforcer  en,  même  nombre  4^  fi>^^  de- 
£0^  Çfd^autre  ;  &  c^eft  une  regkr  qu^iji  faut  pbferver  pour  abrégei; 

%?  ejçp^fgons.  Aiafi  %lw^  écrira  aè  :  au  liçU:de.^,orr 

écrira^:  au  l^eu^^e,^^^,  on  écrira^/:  ce  qui  ^  comme  on  voit,^^ 

^egçli^çoup ,  ^  dPjpr^e  pjvis  cje  clartéi 

04/S'ii  y  avôit  dès  nombres,  1^  gavfche  cîu  dividende  &  du  divi— 
£gjijr  ;  PU  divifpiioit  cçs^  deuît  xxpm^^cis,  à  la  feçon  ordinaire  ,  &  Pon  ^ 
roeçcroi^t  le  c^ç^çnti  ^mç)^^  Pour  abréger  l'ex-^ 

prefj^aa -^^^^ où divifefoîc  é^.par. 3:  ce qm, donne  2  , &. l'on écri- 

4«s  aHtçes- 
'^§fàs  fi;lR  diyjfipodes  chii&es-ne.pqu^o^tfçikv'e  exaâement^  on  les 

kifièroitruhfifier  :on  écriroicdonc~%aulieude2^  :&ainfi  du  refte* 


èAèffL.  i'ÀibEëilE;  É>iûftffk^ iv 


■  85;Làai^ifîbn  dts  gi-dttaèùrsfcômpletesfe  fait  à  peu  près  tbHimfe 
îâ  arrîficm  btdmaîrè  ;  &  Fb"H  y  oBftrîé  \H  règles  gde  ritfiis  S^â'os 
ddnflêés  totïchM  lés  fieffés  -^  èc -^  :  en  voia  ^bélilàeS  Ui)^- 
plês  qui  fbrvironc  de  p'rÉùVë  à  cëui  qaé  Hb'bs  àvôcfi  àotiriéj  tdi^. 
éhant  la  ihulmlitatrori  <}és  grandeurs  côttipiexe^. 

+*c,partf^-c;jêmeneùfiÈlighcfoUS  ^-t-a^-4-acrf-^c(^-f-* 
le  dividende ,  &  une  aah-è  ligfïe  oa  uti       â         -f-  c  ,, 

arc  à  (froirc,  pour  y  placer  te  qubtient.  -i  j^         -l  Ac 

EftfijîtefécrisIedivifeurd-t-cfbUsledi-  ^       '   _. 

TideiJdèvèniriertàfTtr&stermesrousccux     i^ -iilJiL^ 'j:^ 

du  dividende  qui  ont  les  fftêhits  letcres.  o  °     '    . 

Je  dis  donc  TA  divifôpar  -f-'  tf,  donne  aù  iiùbtlehtd.  (82)'.  Te  multîpijc 
le  carâfterie  dù'qnotierit  pa^  le  df^/ifeuf  ;  &  je  retranctiè  lé  produit,  diî 
dividende ,  eh  dffant  :  4-  a  par  -f-  d  doàhe  -4-  ^<i  ;  &  de  ■+■  âà'  otëi 
t-  ^1 ,  il  ne  refte  rien.  Je  n^ets  tfn  poîtit  for  le  terme  ad  du  divi- 
dende :  pour  marquer  qu'il  a  été  divifé,  Enfuite  -h  a  p^  -f-  c  faîÉ 
^-•ac  5  &  du  terme  -4-  ac  du  dividende ,  ôcer  le  produit  -f-  ac,  it  na 
^e  rien  ;  &  je  marque  on  pbiiit  fiif  dt. 

Je  mené  une  ligne  fous  à-4^é;  Qc  AfiâfflSnt  Ics  deux  termes -f^ 
iè  -F- *c  dû  dï^idende-gur  d'brît  jra^  été'diVifés',  j'écris  fous  eux  le 
divifeurff-hc,  &  je  disr-^  di^' dïvïfé  ^-^ddonne  au  quotient 
"F'A.  Je  muïtiplîé'  te  qiiotrërit  piiï  iH^^'c-Kretrahchant  le  produîî 
'tJ  -f^  ^ ,  des  termes  ia>-4-hc  cm'  dïVïdÉriae';'  il'  ne  refte  rien.  Ainu 
le  quotient  eft  a-^B  ;  &  (?eff  la  preuve  dd  fi-cmier  exemple  de 
la  multiplication  des  grandeurs  cimi^tTCëà,  (î^  notre  dwidendc  écoiç 
Je  produit  dans  cet  exemple ,  &  ri(ftré  diviféûr  étoit  lé  multiplica- 
teur ;  &  par  conféquénr  ito'n^  qùotiShi?  d^-f-i'  a  dû  ccre  le  nom- 
bre à  multiplie]^. 
"  ÊxKMfLK  ÏI.  PourdiyîferW4^;r.tj;:^A^;£ 


o'       o      o'  ' 

-f-'c<r,  p'â^'a^r+c;  j'ècHsle  diviMendé'àlc  dïvi(eur'c<>nime  dans 
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l'exemple  précédente  E^i^uite  je  dis  :  aa  divifé  par  -{-  a  donne  a  aa 
quotient.  Je  multiplie  les  termes  ^  -h  i  4-  c  da  divifeur  ,  par  le 
quotient  :  a  par  +  a  donne  aa:  &.  du  terme  aa  du  dividende  re* 
tranchant  aa ,  il  ne  refte  rien,  a  par  4-^  donne  aè  ;  Se  de -+-  zab 
retranchant  ah ,  il  refte  ab  que  j'écris  au-delTous ,  en  mettant  un 
point  fur  lah  de  même  que  fur  aa  ^  pour  marquer  qu'ils  ont  été 
divifés  :  ce  qui  doit  toujours  être  obfervé.  a  par-h  c  donne  --J-  aci  & 
de  -H  ac  retranchant  -4-  <ic ,  il  ne  refte  rien, 

J'abbaide  les  termes  bb  ^  bc  du  dividende^  &  j'écris  par-defTous 
le  divifeur  ^  -v  ^  •+•  c.  Puis  je  dis  :  -+•  ab  divifé  par  a  donne  au  quo- 
tient ^b  ;  &c  multipliant  ce  quotient  par  le  divifeur^  &  retranchant 
le  prôdiiît  des  termes  ab  -^bo'+'bc^  il  ne  refte  rien.  J'abbaiflc  les; 
trois  derniers  termes  ad^ db -\-cd^  &  écrivant  le  divifeur  a^b 
4-c,  je  trouve  au  quotient  ^d;  ôc  achevant  le  refte  de  la  même 
façon ,  il  ne  refte  rien.  Ainfi  le  quotient  total  eft  tf  4-  ^  -i-  </;  &  c'cft 
la  preuve  du  fécond  exemple  de  la  multiplication  des  grandeurs 
complexes. 

86.  ReM4RQUE.  Ilarrive  (buvent  que  la  divifion  femble  ne  pou* 
Voir  pas  fe  faire ,  parce  qu'il  manque  au  dividende  des  termes  qui 
cpntiennçnt  quelqu'un  des  termes  du  divifeur  ^  lorfqu'il  fe  trouve 
multiplié  par  le  quotient.  Cependant  il  y  a  bien  des  cas  oii  la  divi-^ 
iion  devient  poflible,  en  donnant  au  dividende  la  grandeur  qui  lui 
tnanque,  une  fois  fous  le  figne  -1- ,  &  une  autre  fois  fous  le  ftgne —  r 
ce  qui  eft  la  mênîç  chofe  que  fî  on  ne  lui.  donnoit  rien.  Les  deux 
Êxen^ples  fuivatis  feront  mieux  comprendre  ced. 
[   Exemple  IÏI.  Pour  divîferatf  —  bbj  par  a  -^^; 

Je  dis  :  aa  divifé  par  +  a  donne  -H  a  au  quotient.       •  /,  ^  . 

Je  multiplie  le  divifeur  par  ce  quotient^  en  di-     ff Lf_-. 

û'nt:^par-H^9  donne-4-aa,&  dutermeaadu       a — b 
dividende  ôtant,*+-  aa  il  ne  refte  rien,  a  par  — .  b    '         ah      bb 
4onne  —  (A  ;  or  il  n'y  a  point  dcierme  dans  le  , 

dividende . qui  contienne  le  produite;  ainfi  il  a  —  h 

(èmble  que  la  divifion  ne  puifle  pas  fe  faire  :  ce- 
pendant voici  comme  je  m^  prens.  Je  fuppofe  que  le  dividende  ^ 
outre  les  termes  aa — bb  ^  contient  encore  les  termes -+- ab  —  ab  r 
ce  qui  ne  l'augmente  ni  le  diminue  ;  puifque  +^^  —  ah  n'eft  rien  ; 
&  je  dis  :  du  terme. —  ah.  du  dividende  ,  étant  le  produit — ab  du 
quotient  par  le  caraAere  —  ^  du  divifeur  ,  il  ne  refte  rien.| 

J'abbaiiTe  les  deux  termesHh ^b  -r-  hb  du  dividende^  &  écrivant 
le  divifeur  par  defToiis ,  je  dis  :  ^  ab  divifé  par  a^  donne  b  au  quo» 
mnt.  Multipliant  donc  ce  quotientpar  le  divifeur  a— ^,  j'ai  ab^^bb' 
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qui  ôté  de  ab  —  bb  ne  laifle  rien.  Ainfi  le  quotient  total  eft  a 
&  c'eft  la  preuve  du  troifîeme  exemple  de  la  multiplication. 

Exemple  IV.  Pour  divifer  aa  —  bb^  ibc  —  ce,  par  a  —  i  •+•  c  ; 
je  dis  :  aa  divifé  par  +  a  donne  au  quotient  *+-  iz  ;  &  multipliant  ce 
divifeur  par  ce  quotient ,  j'aurai  aa  ^  qui  retranché  de  aa  ne  laifTe 
rien,  a  par  —  b  donne  —  ab  ;  &  de-^^^,  que  je  fuppofe  être  au 
dividende ,  retranchant  +  ab^  il  ne  refte  rien.  Mais  à  caufè  que  j'ai 
iuppofë  au  dividende  —  ab^ce  qui  n'eft  pas  vrai  j  j"écrîs  +  ab  au- 
deffous  :  ainfi  ^+-  ab  —  aby  que  je  donne  au  dividende ,  ne  Taugmen- 
tent  ni  ne  le  diminuent. 
a  par  Hh  c  donne  •+•  ac  ;     aa — bb  •+■  ibc  —  ce  (a-^b  —  c 


6c  àc  •+-  ac  que  je  fup-r 

pofe  au  dividende ,  ôtant     _ 

'+'aCj  il  ne  refte  rien.  .         r        »          ; 

Mais  j'écris — ac  par  det  ^ab'-^ac  —  bb+  zbc 

fous  :  afin  dp  corriger  ma  ^           — •  ^  +   c 
luppolitiont 

Pabbaifle   les  termes  — 'ac           ^^-^c  —  ce 
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—  bb^  ibc  du  dividen-  ^  ' —  b  -+-  c 

de,  à  côté  de-H^^  —  ac  j 
6c  f  écris  le  divifeur  par- 

deflbusen  difant  :  a^  divifé  par  *f- ^ ,  donne  b  au  quotient.  Je  multiplie 
ce  quotient  par  le  divifeur  :  b  par  -t-  a  donne  aa ,  qui  retranché  de 
ab  ne  laifle  rien  :  b  par  —  b  donne  —  bb\&c  de  • —  bb  ôtcz  —  bb  , 
il  ne  refte  rien  :  b  par  -+•  c  donne  ■+•  ^^  i  &  de  -4-  %bc  ôtez  bc ,  il 
refl  bc  que  j'écris  au-'deflbus. 

J'abbaifle  les  termes  reftans  —  ac  —  ce  du  dividende  ;  &  écri- 
vant le  divifeur  par  deflbus ,  il  me  vient  —  c  au  quotient  ;  j'achève 
le  refte  à  l'ordmaire  ,  &  le  quotient  total  eft  a  -4-  ^  —  c.  C'eft  la 
preuve  du  quatrième  exemple  de  la  multiplication. 

87.  Si  par  Je  moyen  de  ces  (brtes  de  fuppofitions  la  divifîon  ne 
pouvoir  pas  fe  faire  ;  on  écriroit  le  divifeur  fous  k  dividende .  de 
même  qu'on  &it  pour  les  fi-aâions. 

DES  PUISSANCES  DES  GRANDEURS  INCOMPLEXES. 

88.  On  appelle  puiffances  d'une  grandeur  ,  les  difïerens  degrés 
par  lefquels  elle  s'élève  en  fe  multipliant  elle-même  fucceflîvement 
deux  fois ,  trois  fois^  quatre  fbis^  éc  ainfi  de  fuite  à  l'infini.  Les  an-» 
ciens appelloient  première /;ztf]^/ice  d'une  grandeur^  le  produit  de 
cette  grandeiur  multipliée  par  elle-même  ,  c'eft-à-dire  fon  quarré  t 
mais  aujourd'fiiui  on  appelle  première  puiflance,  la  grandeur  prife 
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en  elle-même.  Aînfi  a  eft  h  oremièrê  paiflance  def  tf  :  lïitiftipiialit  d 
par  a  ;  le  produit  aa  eft  fa  fecôtîcîe  ptrîfîknce  ou  ïe  qtteff  é  de  a  i 
multîpfiant  aa  par  a^  le  produit  aaa  eff  Jà  ffoîfîcfrtie  bûiffâACé  Ott  le 
cube  de  tf  ;  &  ainfî  de  fuire  r  de  forte  que  aaadtit  la  tftfâtrîefftrd^ 
puiffance ,  aaaaa  eft  la  cinquième  puifîaïiee ^  écc  :  ce  qud  lott  fr^ut 
conrinnerà  rîrrfini. 

89.  La  grandeur  ^  eft  là  fâcine  de  toutes  cTes  ptriflatïdes  :  e'èft-â- 
dire  <z  eft  la  racine  quarrée  de  fa  fôccWdcT  puiflance  otf  de  foti  qUaff  ^ 
^<z  :  il  eft  ïa  racine  croiftemer  de  fk  froifteme  puîflaftce  ou  de  foa  cube; 
aaa\  la  racine  quatrième  de  fa  quatrième  puiftknce  dada^  &  ainfî 
du  refte. 

90.  Pour  abréger  Texpreffion  de  ces  puîflances,  on*  n'écrit  qu^une 
fois  la  lettre  avec  un  petit  chiflre  à  droite  un  peu  élevé ,  lequél- 
marque  combien  de  fois  la  lettre  devroit  être  écrite.  Ainfl  aU^  lieu 
de  aa ,  aaa^  aaaa^  aaaaa ,  &c;  on  écrit  a^  ^a^  ^  a^j  d^ ,  &c  :  ce  qui 
lignifie  a  élevé  au  quarré^  au  cube  où  à  la  troifîeme  puiffance  ^ 
à  la  quatrième ,  à  la  cinquième^  &c  ;  ces  chifires  fe  nomment  expo-- 
fonts  ;  parce  qu'ils  marquent  \  quel  degré  la  grandeur  eft  élevée. 

91^  Il  ne  faut  pas  confondre  ces  expofants  avec  les  chiffres  qui- 
fe  trouvent  quelquefois  k  gauche  d'une  grandeur  algébrique  :  Ceux- 
ci  ie  nomment  coëfficiens  ^  &c  marquent  une  addition  réitérée  de  la 
grandeur  oui  eft  h:  leur  droite  :  au  lieu  que  les  expôfans  manquent 
là  multioiication-  réitérée  de*  la*  grandeur  par  efle-mêïtic  ;  ce  qui  eft' 
bien-  différent.  Par  exemple,  fî  ^Vâtïrr;  rexpipeflrott  4^^  rtiatquera 
que  ^  doit  être  pris  quarte  fdis;  cequi  wit  1 2;  Au  cbnfrâire  a+ lïiar- 
quera  que  a  doit  être  multiplié  par  lui-même  pDUr  faire  ^lir  ou  a^  ; 
çt  qui  fait  d'abord^  9  r  qu'enfui  te  à^  dbir  être  mdtîplié  psifd;  ce 
qui  fait  aaa  ou a^  ^&cp^  conféquent  27;  &  enfin* quea^  doit  être 
multiplié  encore  par:  a^;  ce  qui'  dbnne  daoif  on  a^'y  &  paf  eorlfc- 
quent  Si ,  quieft  diflËrenc  de  ix'  offdé^a; 

DSS  PUISSANCES  DES  GRANDEURS  COMPLEXES, 

01.  Les  grandeurs  complexe:?  pretintent'  dîfférens  nortïs  fehDiï" 
qu  elles  ont  pluft  ommoinsder  termes  :  on  les  n^ottime  biifomes  lorf^ 
qu'elles  ont  deux  termes ;,rr//z£?/ne5  quand  elles  en  ont  trois  ;  qua^ 
ahnomes  quand  ellW  eh  onr  quîrtrev  &C  ;  6è  ew  général  orf  les  nom- 
me mulûnomesy  par^ exemple ,  tf^^^efrutt  brnô'ffle^;  cHp.  d^c^fk 
Mfrtrixîome,ôtc. 

9j.  De  même  qu'on  peut  élever  les- gtairdeufrittcffftiplbits  à  la 
féconde  puifTâuce-, à  la  tfoifieme,lla  quatrième-,  &rc  ;;x>rrpeû«  éle= 
yçr  a»(fl4ts*graudeutTcofflpiexeîrauyiifl«tt»er  j^^  ^  e^T' 
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S^ 


gran4eur^  venant  \  fe  multiplier  elles-mêmes ,  donnent  des  produits 
qui  opF  (pujoqrs  plu$  de  termes  qu'elles ,  &  dont  il  efl  bon  de  con- 
noitrç  la  formation. 

Four  cela^i  prenons  un  binôme  dont  nous  ferons  fucceffivemeat 
les  puifïâfices  :  apr^  quoi,  ce  qui  arrivera  dans  ces  différentes  mut- 
tiplicAtioqc ,  nous  fçra  juger  aifément  de  ce  qui  doit  arriver  auz 
termes  des  trinômes ,  des  quadrinomes ,  &c. 

94«  Soit  donc  le  binôme  a  «4^  ^.  Je  le  multiplie  par  lui-mcme  ^  ce 
qui  me  donne  Iç  quatre  «z  H^  9.  o^  -4-  ^^^J^  multiplie  ce  qu^ré  par 
44-  ^ ;  ^  fai  le  cube  a'  ^yi^b  ^'^ab^ik^bK  le  multiplie  ce  cube 
par  a  -f-  ^  ;.  ce  qiji  donne  la  quatrième  puiffance  a+-i-  4a*^  «t-  6aabb 
^  ^ajbh  ^^^4  ^  ^  continuant  die  la  même  façon^  je  trouve  les  autres 
puiilancçs  de  4  ^f-  ^ ,  telle»  qu'on  les  voit  dans  la  table  fuivante  cffiosx 
muame  Table  des  pnUfaiPces» 

Tahle  des  ptdjfance  d^un  hïnome* 


V 


•  ♦  •  • 


r 


•   •••*•'• 


r     ■      •      •      « 


a} 


13^ 


a+ 


4 


T 


4a '^ 


$a^ 


bb 


^aib 


f 


j^^m^r^f^ 


*«P   *«« 


f 


loa'ùù     iO(ûb^ 


■■^  » 


^  ^  I ■  I  il 


Mi* 


- 


^^ 


Cette  Table  contient  deux  forces  de  rangs-:  les  uns^  qui  vont  de 
gauche  à  droite  „  &  qui  contiennent  les  pumànces  d!t.a^b;Sc  le^- 
autres  qui  vont  dé  haut  en  bas,  \fis-  cellules  de  tous  ces-  rangs  font 
lemplies  de.  diiférens  produits,  qui  ont  taus  Leurs  coij^Uns ^om  des 
nombres  \  leur  gauche  :  car  ceux  qui  n'en  ont  point  font  cenfés 
avoir  Funité  pour  coeifficient  ;  puisque  ^^  ou  3^  dO^  la  même  chofb 
que  xb^  ou  ib^^ 

Si  qQUs  ne  faifons  attention  qu*aux  produite  littérau»  y;  nous  trou^ 
verons  que  I^  cellules^de  chaque  mng  da  gauche  à  droite  contien-^ 
nent  les  puiilances  du  prenûer  terme  a^  leiqueUes  vont  en^  dimi-r^ 
nuant  ju/q^^'k  la  dernière  cellule  où  la  terme  a.  ne  (b  txouve  point  ; 
&  qu'au  contraire  lestpuifrances  de  Â  vont  en  augmentant,  dans  ces 
mêmes  cellules  9  di^uis.  la,  féconde  oÙiÂ  cfl:  à  la  première  ptiillance  , 
jufqu'à  la  dernière  où  b  fe  trouve  élevé,  àr  la  même  puiflànœ  que  a. 
eft  dans  la  première  ci&Uule. 

Pour  (avoir  cçpwum  fc^  forment I^  cùefficUns: j  il  n'y  a  qu'àexa-? 
miner  i^.  que  dans  le.premier  rang  à^u£lifi.qjui  va  de  haut  en  bas  ; 
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les  puiflances  de  a  qui  fe  trouvent  dans  fes  cellules ,  n'ont  d'autre 
coefficient  que  Tunité.  2**.  Que  dans  le  fécond  rang  de  haut  en  bas , 
les  coëfficiensqui  fe  trouvent  dans  fes  cellules,  font  \ts  nombres 
naturels  1,2,3,4,^,  &c.  y.  Que  dans  le  troifieme  du  haut  en 
bas ,  les  coëfficiens  des  produits  littéraux  font  les  fommes  fucceflîves 
tles  coëfficiens  du  rang  de  haut  en  bas  qui  eft  à  gauche  j  ou  qui  pré- 
cède celui-ci.  Ainfi  les  coëfficiens  du  rang  précèdent  étant  i ,  2,3, 
A  &  5  >  on  trouve  que  le  coefficient  de  la  première  cellule  du  troi- 
iieme  rang  eft  i  :  que  le  ^efficient  de  la  féconde  eft  3 ,  c'eft-^-dire  ^ 
la  fomme  des  coëfnciens  ^  a ,  du  rang  précédent  :  que  le  coefficient 
de  la  troifieme  cellule  eft  6 ,  c'eft-à-dire  ,  la  fomme  des  coëfficiens 
1, 2^  3,  du  rang  précédent,  &  ainfi  de  fuite.  4**.  On  trouvera  de 
même  que  les  coëfficiens  du  quatrième  rang  du  haut  en  bas  y  font 
les  fommes  fucceffives  des  coëfficiens  du  troifieme  rang,  &  ainfi  des 
autres.  De  forte  que  pour  avoir  le  coefficient  d'une  cellule  quelcon- 
que de  l'un  de  ces  rangs ,  par  exemple  le  coefficient  6  de  la  troifieme 
cellule  du  troifieme  rang  du  haut  en  bas  ;  on  n'a  qu'à  prendre  le 
coefficient  3  de  la  cellule  qui  lui  eft  fupérieure ,  &  l'ajouter  au  coëf^ 
ficient  3  de  la  cellule  qui  eft  à  gauche  de  celle-ci  :  ce  qui  fx^ra  le 
coefficient  6  que  l'on  cherche.  Car  le  coefficient  3  de  la  cellule  fu- 
périeure étant  la  fomme  des  coëfficiens  i  &  2  du  rang  précédent  ;  fi 
on  ajoute  à  cette  fomme  le  coefficient  3  du  rang  à  gauche ,  la  fomme 
6  fera  la  fomme  des  coëfficiens  i ,  2 , 3  ^  du  rang  précédent  ;  &  par 
confëquent  elle  fera  le  coefficient  demandé. 

Far  le  moyen  de  ceci  on  peut  continuer  la  table  à  V infini ,  fans  être 
obligé  de  faire  les  multiplications  qu'il  faudroit  faire  pour  avoir  les 
puiflances  que  cette  table  ne  contient  pas.  Far  exemple ,  pour  avoir 
la  fixieme  puiflance  de  a-^-h ,  je  fais  un  (ixieme  rang  de  gauche  k 
droite ,  &  je  mets  dans  les  fîx  premières  cellules  ^^ ,  <i^ ,  a^,  ti^ ,  <2* , 
a  ;  &  etf  commençant  depuis  la  féconde  jufqu'à  la  fepcieme ,  je  mets 
bjb^jb^jhyb^jb^.  Ainfi  j'aurai  déjà  tous  les  produits  littéraux 
a^ ,  a^b ,  a^bb ,  c^h ,  a^b^  ^ab^  ,b^  y&cH  ne  refte  plus  que  les  coëffi- 
ciens; &  pour  cela  je  mets  dans  la  féconde  cellule  le  coefficient  6^ 
parce  que  cette  cellule  fe  trouvera  dans  le  fécond  rang  du  haut  en 
bas  y  qui  comprend  les  nombres  naturels  1,2,3,4,5,6,  &c.  Dans 
la  troifieme  je  mets  la  fomme  i  ^  du  coefficient  10  de  la  cellule  de  la 
cinquième  puiflance  qui  fera  au-deffus  de  ma  troifieme ,  &  du  coef- 
ficient 5  de  la  cellule  du  cinquième  rang  qui  eft  à  s^auche  de  celle 
qui  a  le  coefficient  10  :  &  continuant  de  la  même  racon ,  j'aurai  a^ 
^ôa^b^rija^bb  '+^zoa^b^  H- I <a^^+  -+- 6ab^  +p^y  qui  fera  la 
(ixieme  puiflance  de  a  -4-  ^ ,  &  ainfi  des  autres. 
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.  5^.  Si  le  (ècond  terme  b  avok  le  ligne  -^  au  lieu  du  figne-H^  les 
puifiatices  du  bîûome  «i  — b  feraient  les  mêmes  que  celles  du  binoitte 
a  -H  ^ ,  à  rexception  que  feufs  termes  auroietit  alternàcivement  1^ 
figtieH-&  le  figne — .  Ainfi  lequarré  de  a  —  b  ferait  aa — lab^bb, 
fon  cube  feroîe  a^* --^  ^aab --h  ^^bb — b^ ,  &  de  mé»ie  des  auÊres^ 

96.  La  table  des  puiilànce  quê.iious  venons  de  donner ,  nous  fait 
doncvoîr,  ^ 

P»  Que  le  quant  du  binôme  a-hb  contient  le  quarré  aa  de  fon 
premier  terme  a  ;  deux  produits  du  premier  terme  3,  par  le  fécond  h^ou 
le  double  du  premier  terme  à  multiplié  par  le  fécond  h\&  le  quarré  bb 
du  fécond. 

H®.  Que  le  cube  de  a-Hb  contient  le  cubea^  du  premier  terme  a  ;  trois 
quarrés  du  premier  par  le  fécond;  trois  fois  le  premier  multiplié  par 
le  quarré  du  fécond  &  Le  cube  du  fécond.  Et  il  eft  facile  d'examiné** 
de  la  même  façon  quels  font  les  produits  contenus  dans  les  afitret 
puiflkuces. 

Puiffances  d!un  Multinome^ 

97.  Maintenant  pour  favoir  ce  qui  arriveroit  k  un  multinome  de 
quelque  nombre  de  termes  qu'il  iîat  |  prenons  un  trinç^ne  <i  +  ^ + c  ; 
&  concevons  que  fes  deux  premiers  termes  a-^b  n'en  faiTent  qu'un: 
ce  qui  pourroît  arriver  aifément  fi  nous  mettions  leur  Valeur  en  nom* 
bre,  &  que  nous  fiflîons  la  fomme  des  deux.  Ainfi  ce  trinôme  n'efl 
plus  qu  un  binôme ,  dont  le  premier  terme  eft  <{+^,  &  le  fécond 
eft  c.  Donc  le  quarré  de  ce  binôme  contient  le  quarré  de  fon  premier 
terme' a +^^  le  double  de  ce  terme  multiplié  par  le  fécond  >  &  le 
quarré  du  fécond.  Mais  le  premier  terme  a^^b  étant  lui-même  un 
binôme  ;  fon  quarré  contient  le  quarré  de  â^,  le  double  dç  a  multi- 
plié {far  ^9  &  le  quarré  de  b.  Donc  le  quarré  du  trinôme  a^b^c 
contient  le  quarré  du  premier  terme  ^ ,  le  double  du  premier  par  le 
fécond ,  le  quarré  du  fecond  ^  le  double  des  deux  premiers  par  le 
troifieme ,  &  le  quarré  du  troifîeme. 

De  même  fi  nous  confîdérons  le  quadrinome  a^b'^c-^d^ 
comme  un  binôme ,  dont'le  premier  terme  eft  a-h  ^  -+-  c ,  &  le  fe- 
cond eft  d'y  le  quarré  de  Ct  binôme  contient  le  quarré  du  premier 
termetf«#-^-Hc,Ie  double  de  celui-ci  multiplié  par  le  fecond,  & 
le  quarré  du  fécond.  Mais  le  premier  terme  a-^b+Cj  étant  lui- 
même  un  trinôme ,  contient  le  quarré  de  ^ ,  le  double  de  a  multi^ 
plié  par  ^,  le  quarré  de  b ,  le  double  de  a-^  b  muîtiplié  par  c ,  &  le 
quarré  de  c.  Donc  le quanlt  du  quadrinome  a-^b-J^c^d  contient 
le  quarré  ^u  premier  ternie  ^  le  double  du  premier  multiplié  par  Ip 
ToMB  L  H 
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fécond ,  le  quarré  du  fécond  y  le  double  des  deux  premiers  multiplié  ^ 
parle  troifieme,  le  quarré  du  troifieme^le  double  des  trois  premiers 
multiplié  par  le  quatrième  ^  &  le  quarré  du  quatrième.  En  faifant  le 
même  raifonnement  à  Tégard  d'un  multinome  de  ^  termes ,  de  ^ , 
de  7,  &c  ;  on  aura  la  règle  générale  ou  le  théorème  fuivant. 

• 

98.  Théorème  I.  Le  quarré  d*un  multinome  quelconque  contient 
le  quarré  de  fan  premier  terme  ;  le  double  du  premier  multiplié  par 
lé  fécond  ^  le  quarré  du  fécond  ;  le  double  des  deux  premiers  multi* 
plié  par  le  troifieme  ^  le  quarré  du  troijîeme  ;  le  double  des  trois  pre^ 
miers  multiplié  par  le  quatrième  ^  le  quarré  du  quatrième;  &  ainlî  de 
fuite. 

99.  Pour  trouver  les  produits  que  contiennent  les  cubes  des  tri- 
nomes  ,  quadrinomes  ;  prenons  le  trinôme  a-f-^-f-c,  &  confidé- 
rons-le  comme  un  binôme  dont  le  premier  terme  eft  ^  -f-  ^ ,  &  le 
fécond  eil  c.  Le  cube  de  ce  binôme  contiendra  le  cube  du  premier 
terme  a-^by  trois  quarrés  de  ce  premier  terme  multipliés  par  le  fé- 
cond Cy  trois  quarrés  du  fécond  multipliés  par  le  premier ,  &  le  cube 
du  fécond  (94).  Or  le  premier  terme  a -+- tétant  lui-même  un  bi- 
home,  contient  le  cube  de  a  y  trois  quarrés  de  a  multipliés  par  b^ 
trois  quarrés  de  b  multipliés  par  <z^  &  le  cube  de  b.  Donc  le  cube  du 
trinôme  a-^b^c  contient  le  cube  du  premier  terme ,  trois  quarrés 
du  premier  multipliés  par  le  fécond ,  trois  quarrés  du  fécond  multi- 
pliés par  le  premier ,  le  cube  du  fécond ,  trois  quarrés  de  la  fomme 
des  deux  premiers  multipliés  par  le  troifieme ,  trois  quarrés  du  troi- 
fieme multipliés  par  la  fomme  des  deux  premiers ,  &  le  cube  du  troi- 
fieme. Et  faifant  les  mêmes  obfervations  fur  un  quadrinome ,  un 
quinquinome ,  &c  ;  on  aura  la  règle  générale  ou  le  théorème  fuivant. 

100.  Théorème  II.  Le  cube  d^un  multinome  quelconque  contient 
le  cubé  du  premier  terme  ^  trois  quarrés  du  premier  multipliés  par  le 

fécond  y  trois  quarrés  du  fécond  multipliés  par  le  premier;  le  cube  du 
fécond,  trois  quarrés  de  la  fomme  des  deux  premiers  multipliés  par 
le  troifieme  y  trois  quarrés  du  troifieme  multipliés  par  la  fomme  des 
deux  premiers  ;  le  cube  du  troifieme  ;  trois  quarrés  de  la  fomme  des 
trois  premiers  multipliés  par  le  quatrième;  trois  quarrés  du  quatrième 
multipliés  par  la  fomme  des  trois  premiers  :  le  cube  du  quatrième  ^  &c  ; 
ainfî  de  fuite. 

ICI.  On  peut  de  la  même  façon  trouver  quels  font  les  termes  con- 
tenus dans  les  puiflances  quatrièmes  y  cinquièmes  y  fixiemes  y  &c^  des 
multinomes  qui  ont  plus  de  deux  termes. 
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EXTRACTION  DES  RACINES  DES  GRANDEURS  LITTÉRALES. 

lox.  Extraire  la  racine  d'une  grandeur ,  c'eft  chercher  le  nombre 
quij  en  fe  multipliant  une  ou  plufieurs  fois  ^  a  produit  cette  gran" 
deur.  La  racine  d'un  quarré,  ou  la  racine  quarrée  ,  eft  le  nombre 
qui  ^  en  fe  multipliant  une  fois ,  a  produit  le  quarré.  La  racine  d^un 
cube  j  ou  la  racine  cubique ,  ou  la  racine  troifieme ,  eft  le  nombre 
qui  y  en  fe  multipliant  deux  fois  fucceffivement  ^  a  produit  le  cube  : 
la  racine  quatrième  efl  le  nombre  qui  ^  en  (è  multipliant  trois  fois 
fucceflîvement ,  a  produit  la  quatrième  puifTance ,  &  ainfî  de  fuite. 

103.  Quand  la  grandeur  dont  on  veut  extraire  une  racine  quel- 
conque y  eft  une  grandeur  incomplexe  ;  on  connoît  aifément  H  la 
racine  qu'on  cherche  peut  s'extraire  j  ou  fi  elle  ne  le  peut  pas.  Par 
exemple  il  eft  évident  que  la  racine  quarrée  de  aa  eft  a  ;  que  la  racine 
quarrée  de  aabb  eft  ab  ;  que  la  racine  cubique  de  aaa  ou  a'^  eft  a  ; 
que  celle  de  a  V'  eft  oc  ;  &  ainfî  des  autres.  Au  contraire^  on  voit  bien 
que  la  racine  quarrée  ou  cubique  de  ac  ne  peut  s'extraire  ^  non  plus 
que  celle  dca^dcbJ ^  &c. 

104.  Quand  on  ne  peut  pas  extraire  la  racine  d'une  grandeur ,  on 
écrit  à  gauche  de  cette  grandeur,  le  figne  V  $  qiï'on  nomme  le  fignc 
radical ,  &  Ton  met  au-defTus  le  nombre  qui  marque  le  degré  de 

cette  racine.  Par  exemple,  V^  ou  fimplement  V^j,  eft  la   racine 

quarrée  de  a  :  V  bcA  la  racine  cubique  ou  troifîeme  de^  :  y  tfceft 
la  racine  quatrième  de  ac.  Ces  fortes  de  racines  fenomment/o^n/<?^, 
ou  irrationnelles ,  ou  incommenfurables  :  parce  qu'on  ne  peut  pas  ex- 
primer le  rapport  qu'elles  ont  avec  quelqu'autre  grandeur  connue 
que  ce  (bit. 

105.  Quand  la  grandeur  fimple  dont  on  veut  extraire  une  racine 
quelconque,  eft  une  fraârion  ;  on  extrait  la  racine  du  numérateur,  & 
celle  du  dénominateur ,  &  l'on  en  fait  une  nouvelle  frafbion ,  qui  eft 

la  racine  eherchée.  La  racine  quarrée  de  JJ  eft  J  •  ^^  racine  cubique 
de  y  eft  ^  ;  celle  de  ^^  eft  y  :  la  racine  quatrième  de  \^  eft  ^.  La 

raane  quarrée  de ^, eft  ^-^=  ou  fimplement  jt^^'Ou  encore  V  jj , 
cnfailânt  enforte  que  la  jambe  du  figne  radical  embraffele  numérateur 

abt     CL  V  ^^  /âhc     p 

^le  dénominateur.  La  racine  cubique  de  -jy.  eft  »  «^,  oiî  V  -;^y ,  «c. 

xo6»  Les  racines  des  grandeurs  complexes  fe  tirent  par  le  moyen 

Hij 
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de  1^  table  que  nous  avons  donnée  ci  «  devatic  En  yoici  quelques 
exemples^  que  nous  allons  propofer  en  forme  de  problème^. 

Problème  I.  Extraire  la  racine  quarrée  de  cc^zcd-^dd. 

Solution.  J'écris  la  grandeur  donnée  ;  &  je  tire  une  lignt 
fous  cette  grandeur  &  une  à  droite ,     •  :       jj  r  j 

f^n,lr  ^tiVp  Jinri^c  ^11^    I^c    fPrmPc  rïp  U       €C  ^^  iCd  ^  dd     {^    C  ^  d 


mm^m 


pour  écrire  après  elle  les  ternies  de  la 

racine  que  je   cherche.  Après  quoi,      c^xc  d 

confultant   la   table  ou  le  théorème 

du  nombre  98 ,  je  vois  que  le  quarré  propofé  contient  le  quarré  de 

fon  premier  terme,  le  double  du.  premier  multiplié  par  le  fécond,  le 

quarré  du  fécond  ,  &c  :  donc  fi  eh  retranchant  de  la  grandeur  pro- 

pofée  ces  difFérens  produits  il  ne  relie  rien  ;  ce  fera  une  marque  que 

cette  grandeur  efl  un  quarré ,  &  j'en  aurai  la  racine  cherchée. 

Je  dis^  donc  :  le  premier  quarré  en  allant  de  gauche  à  droite  eft  ce  ^ 
dont  la  racine  efl:  c  :  j'écris  c  au  lieu  marqué  pour  la  racine,  &  je 
récris  aufE  fous  le  quarré  ce.  Je  multiplie  la  racine  c  par  elle-même  , 
c'eft-à-dire  par  la  lettre  c  que  j*ai  écrite  fous  le  quarré  ce ,  &  le  pro- 
duit eft  ce  ;  lequpl  étant  retranché  de  ce  ne  laifle  rien,  Ainfi  le  quarré 
propofé  ne  contient. plus  le  quarré  que  je  viens  de  retrancher  :  c'efl: 
pourquoi  je  mets  un  point  fur  le  quarré  cc^  pour  marquer  qu'il  a  été 
retranché. 

Je  double  la  racine  c  que  je  viens  de  trouver  ;  ce  qui  fait  ic  :  & 
comme  %c  multiplié  par  la  féconde  racine  eft  dans  le  œfte  du  quarré 
propofé ,  j'écris  %c  (our  le  terme  icd ,  &  je  divife  icd^  par  xc  :  ce 
qui  donne  d,  lequel  doit  être  la  feccmde  racine.  Car  puifque  le  terme 
xcd  efl:  le  produit  de  %e  multiplié  par  la  féconde  racme;  il  eft  sûr  par 
les  règles  de  la  multiplication  &  de  la  divifion  ,  qu  en  divifant  xcd 
par  le  nombre  à  multiplier  zc ,  le  quotient  doit  être  le  multiplicateur,. 
&  par  conféquent  doit  être  d.  Je  multiplie  la  racine  ou  le  quotient  d^ 
par  le  divifeur  xc  ;  ce  qui  donne  zpd:  de  xçd  otcz  zcd,  il  ne  refte 
rkn ,  &  je  mets  un  point  au-defïus. 

Or  le  quarré  .propofç  doit  encore  contenir  le  quarré  de  la  fcconde^ 
racine  d:  ainfi  j'écris  d  fous  le  terme  dd  de  la  grandeur  propofée;  &c 
multipliant  d  par  lui-même  ou  par  la  feconde  racine  a ,  le  produir 
eft  dd^  lequel  retranché. de  dd  ne  laifle  rien  :  la  racine  cherchée: eft 
donc  c^d. 

Problème  II.  Extraire  la  radne  quarrée  de  bb --j^  lèe -^  ce -^  ibd 
H-  xc</-f-  dd. 

Solution  Je  d^s-*      *         .•        .  «r  r       j» 

le  premier  terme  à     ^^H-i^c+cc>4-a^^+xc^-4<-dg/(^+c+-^ 

gauche  eft  bè ,  donc      ^-jp  lè  -j^e  -f-iù  ^  2.c  ••f-d 
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la  racine  efl  6  y  que  j'écris  au  lieu  deitiné  pour  la  racine ,  &c  fous  la 
grandeur  hh.  Te  multiplie  b  par  t  :  ce  qui  donne  tb ,  lequel  retranché 
de  iB  ne  laide  rien ,  &  je  mets  un  point  fur  le  terme  èb. 

Je  double  la  racine  trouvée  b  ;  ce  qui  fait  xb  ^  que  j'écris  fous  le 
terme  %bc  :  &  diviiant  ce  terme  par  2^ ,  la  féconde  racine  eft  c  que 
j'écris.  Je  multiplie  ib  par  c  ;  &  le  produit  eft  ibc  y  lequel  retranché 
de  ibc  y  ne  lailTe  rien.  J'écris  c  fous  le  terme  cciàa  multipliant  c  par 
la  racine  c,  le  produit  eft  cc\  lequel  retranché  de  ce  ne  laifïe  rien. 

Je  double  les  deux  premières  racines  ;  ce  qui  fait  xb^ic,  que  j'é* 
cris  (bus  les  termes  ùd^xcd:  &c  divifànt  ces  termes  par  ib-^zc^ 
le  quotient  ^eft  la  troifieme  racine.  Je  multiplie  cette  racine  par  xb 
Hrcdycc  qui  donne  xbd^zcdy  lequel  retranché  de  xbd^  icdy  ne 
laiiTe  rien.  J'écris  dCous  le  dernier  terme  dd,  &  multipliant  d^sur  la 
troifieme  racine  dy  le  produit  eft  dd^  lequel  retranché  de  ad  yti» 
laiffe  rien.  Âinfi  la  racine  cherchée  eft  ^-fr-  c-^d. 

Problème  III.  Extraire  la  racine  quarrée  de  ce  —  icd-\rdd. 

Solution.  Je  trouve  que  la  première  ra- 
cine eft  c,  dont  le  quarré  étant  retranché  du      *  j      />  •  . 
terme  ce , ne  laiflè  rien.  Je  double  la  pre-     ^^      ^^  "^      K^T' 
miere  racine;  ce  qui  fait  -+-2c  :  &  di-      c+  ic^-^d  ^ 
vifànt  — '-  içdpzr  --H  2C,  le  quotient  eu  -~</, 

Je  multiplie  -^-  ^  par  -^  ic  :  ce  qui  donne  —  %edy  lequel  re^ 
tranché  de  —  icdne  laifiè  rien.  Pécris  —  d  fous  le  terme  dd;  Se 
multipliant  —  d  par  la  racine  —  d,  le  produit  eft  Hh  ddy  lequel  re^ 
tranché  de  -+*  ^^  ne  laifTe  rien. 

Problème  IV.  Extraire  la  racine  cubique  de  €^  +  y:cd'^ydd 
+  d\  _ 

Solution.  Je  dis.  en  fuivant  les       •,  ,     •    .  ^     ',/  .   !/,  /    ^  j 
préceptes  du  théorème  du  nom-       c' -^3<^cd'^^cdd-^d^  {c-^d 

bre    100  r  la  racine  cubique  du       c^'^yç    ^^dd  -^d^ 
premier  terme  c'  eft  c  ;  6c  faifant 

le  cube  c^  de  cette  racine,  je  lé  retranche  du  terme  c^y  &  il  ne  refte 
rien.  Je  fais  le  quarré  ce  de  cette  première  racine  :  je  le  multiplie  par 
3  ;  ce  qui  fak  3CC  :  &  comme  la  grandeur  propofée  doit  contenir  3^c 
multiplié  par  la  féconde  racine  y  je  divife  ycdpar  ycy  &  le  quotient 
4/  eftr  la  féconde  racine  cherchécr 

Je  multiplie  la  féconde  racine  ^par  3CC;  &  le  produit  ^cc^  étant 
retranché  de  '^ccd  ne  laifle  rien.  Je  fais  le  quarré  dd  de  fa  féconde 
racine  dy  &  je  le  multiplie  par  3  &  par  a  parce  que  la  grandeur  pro« 
pofëe  doit  contenir  trois  fois  ce  quarré  muldpHé  par  c  ;  &  le  produit 
eft  yâdy^  lequel  retranché  du  terme  yddy  ne  laifle  rien.  En  faifant 
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le  cube  J^  de  la  féconde  racine ,  &  le  retranchant  du  terme  d^ ,  il 
*     ne  refte  rien  ;  &  la  racine  cherchée  eft  c  -f-  </. 

FROBLêME  V.  Extraire  la  racine  quatrième  de  c^  •+-  4c -^^  6c^dd 
•'•+-  4c^^  •+■  d\ 

Solution.  Je  prends  le  quatrième  rang  de  gauche  à  droite  de  la 
cable  des  puifTances  (  94  )  9  lequel  contient  la  quatrième  puiflance  du 
binôme  tf -f-  ^  ;  &  je  vois  que  cette  quatrième  puifTance  contient  la 
quatrième  puiflànce  du  premier  terme  a ,  quatre  fois  le  cube  de  a 
multiplié  par  le  fécond  terme  Jy  fix  fois  le  quarré  du  premier  terme  a 
multiplié  par  le  quarré  du  fécond ,  quatre  fois  le  cube  du  fécond 
multiplié  par  le  preraiier ,  &  la  quatrième  puiffance  du  (ècond< 

Je  dis  donc  :  le  pre-   :^,  ^j      (^c^dd^^cd^  ^d^  Çc  +  d 

mier  terme  c^  eft    la  ^ ^  ^ 

quatrième  puilïance  de     c*  -j-  4c'   «^  6c^dd  4-  /^cd^  -+-  d^ 

^  c:  ainfi  j'écris  c  au  lieu 

^  deflîné  pour  les  racines.  J'élève  c  à  la  quatrième  puiflànce  c^  ;  &  re- 

tranchant tr^  de  c+,  il  ne  refte  rien.  Je  fais  le  cube  c^  de  la  première 
racine  c,  &  le  multipliant  par  4  J'ai  4^^  :  je  divife  le  terme  4c^^par 
4c)  ;  &  le  quotient  d  eft  la  féconde  racine  y  à  caufe  que  la  grandeur 
propofëe  doit  contenir  ^  multiplié  par  la  féconde  racine.  Je  multi- 
plie 4c ^  par  la  féconde  racine  d:  ce  qui  donne  4c'^>  lequel  retran- 
ché de  ^^d^  ne  laifle  rien. 

Je  fais  le  quarré  dd  de  la  féconde  racine  d;  &  je  le  multiplie  par  6, 
&  enfuite  par  le  quarré  c^  de  la  première  :  ce  qui  fait  Gc^ddy  qui  re- 
tranché de  Sc^ddvLt  laifle  rien.  Je  fais  le  cube  d^  de  la  féconde  racine; 
je  le  multiplie  par  4  &  par  c;  ce  qui  donne  Afi(^y  qui  retranché  de 
^d^  y  ne  laifle  rien.  Enfin  j'élève  la  féconde  racine  à  fa  quatrième 
puiflànce  d^\  &  ^^  retranché  de  </+,  ne  laifTe  rien  :  la  racine  cherchée 
.  eft  donc  c-f-^. 

Problême  VI.  Extraîrela  racine  quarrée  de  la  grandeur  -^ — ^ — 

qui  eft  une  fraâion. 

Solution.  Je  tire  la  racine  du  numérateur ,  laquelle  eft  tf  Hf-  ^  i 

Ce  la  racine  du  dénominateur ,  laquelle  eft  c  ;   &  j^écris  ^—^  , 

&  ainfi  des  autres.  La  raifon  en  eft  ^  qu'une  fraékion  qui  fe  multiplie 
elle  -  même  produit  fbn  quarré  :  or  pour  multiplier  une  fraâion.  par 
elle-même ,  on  multiplie  le  numérateur  par  lui-même ,  ce  quiilonne 
le  quarré  du  numérateur ,  &  l'on  multiplie  auflî  le  dénominateur  par 
Jui-même,  ce  qui  donne  le  quarré  du  dénominateur  :  donc  pour 
extraire  la  racine  y  il  faut  extraire  la  racine  du  numérateur  &:  celle 
du  dénominateur. 
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Il  faut  dire  la  même  chofe  de  la  racine  cubique  ^une  fraUion.  Car 
une  fraâion ,  en  fe  multipliant  deux  fois  fucceffivémcnt ,  produit  fbn 
cube  ;  or  pour  cuber  une  fraftion ,  on  multiplie  fon  numérateur  par 
lui-même  deux  fois  fucceffivement  ;  &  fon  dénominateur  auflî  :  donc 
pour  extraire  la  racine  cubique ,  il  faut  extraire  la  racine  cubique  du 
nuérateur ,  &  la  racine  cubique  du  dénominateur.  Il  en  eft  de  même 
à  l'égard  des  puidances  plus  éXzvé^s  des  fraétions. 

Problème  VIL  Extraire  la  racine  cubique  de  tf'  4-^^ 

Solution.  J'écris  ^  à^  ^h^  ;  parce  que  cette  racine  ne  peut  pas 
s'extraire  ;  &  j'oblerve  que  le  figne  radical  s'étende  fur  tous  \^s  ter- 

"'    "^       *  '  re  la  racine  quarrée 


de 


Aa  -4'  Ah 


be 


ce 


dd 


;  j'écris 


y  aa'+'ab'^bc 


dd 


OU 


\/fi 


ab  -f-  bc 


ce 


dd 


1 07.  Remarqc/e.  Ce  que  nous  venons  de  dire  va  nousfervir  pour 
l'extraâion  des  racines  des  grandeurs  numériques.  Mais  comme  il 
n'y  a  gueres  que  la  racine  quarrée ,  &  la  racine  cubique  qui  foient 
en  ufage  ;  nous  nous  en  tiendrons  à  ces  deux-ci  ;  ce  que  nous  en 
dirons ,  fera  aifément  juger  de  ce  que  l'on  devroit  faire,  fi  l'on  étoit 
obligé  d'extraire  les  racines  des  grandeurs  phis  élevées. 

EXTRACTION  DE  LA  RACINE  QUARRÉE  DES  GRANDEURS 

NUMÉRIQUES. 

108.  Pour  extraire  la  racine  quarrée  des  grzndcurs  numériques^ 
il  faut  d'abord  connoitre  les  quarrés  des  dix  premiers  nombres  i , 
1,  3  v49  &^  •  ces  quarrés  font  tels  qu'on  les  voit  dans  la  Table 
fuivante. 


Racines 

I 

2 

4 

3 

4 
16 

5 
^5 

6 
36 

7 

8 

^4 

9 

10 

100 

Quarrés 

I 

9 

49 

81 

109.  Quand  les  quantités  dont  il  faut  extraire  la  racine  quarrée, 
font  plus  grandes  que  le  plus  grand  des  quarrés  contenus  dans  la 
table  ;  on  en  extrait  la  racine  de  la  même  façon  qu'on  extrait  la  ra- 
cine quarrée  des  grandeurs  littérales;  mais  la  difficulté  eft  de  (à- 
voir  quelle  place  occupent  les  produits  qu'il  faut  retrancher  de  la 
quantité  propofée.  Pour  en  venir  donc  à  bout,  il  n'y  a  qu'à  voir 
de  quelle  manière  fc  forme  un  quarré  numérique ,  &  en  tirer  en- 
fuite  des  règles  pour  l'extradion  de  fa  racine. 
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Formation  du  Quarré. 

Explication.  Soit  le  nombre  36,  qu'il  faut  élever  au  quorré.  Je 
le  multiplie  par  lui-même ,  en  écrivant  36  fous  36  ;  âc  >e  dis  fix  fois  6 
font  36  r  j'écris  6  fous  les  unités,  &  j'avance  3  fous  fes  dixaines  au 
lieu  de  les  retenir.  Je  dis  enfuite  :  fix  fois  3  font  i8  :  j'écris  8  fous 
les  dixaines  &  j'avance  i  au  lieu  de  le  retenir. 

Je  multiplie  3  6  par  le  (ecohd  caraârere  du  multiplicateur,  en  di« 
fant  :  trois  fois  6  font  18  ^  j'écris  8  fous  les  dixaines  &  j'avance  i. 
Je  dis  enfuite  :  trois  fois  3  font  9  ;  &  j'écris  9  au  rang  des  centaines* 
Ainfi  cette  façon  de  multiplier ,  quoique  différente  en  appa- 
rence  de  la  façon  ordinaire ,  n'altère  point  le  produit  total.  3^ 

J'ajoute  tous  les  produits  que  j'ai  trouvés  ;  &  la  fomme       .  3^ 


8 
8 


96 


efl:  1296.    Je  coupe  ce  nombre  par  tranches  de  deux  en 
deux  ;  &  je  vois  que  le  quarré  9  du  premier  caraftere  3  de       ^ 
la  racine  3^ ,  efl  à  gauche  de  la  première  tranche  en  prenant       ^ 
les  tranches  de  gauche  à  droite  :  que  les  deux  produits  18,     ^ 
18  ,  du  premier  caraâere  3  multiplié  par  le  fécond  G  y  font     ix 
contenus  partie  à  gauche  &  partie  a  droite  :  enfin  que  le 
quarré  36  du  fécond  cara6kere  6  y    cH  contenu  entre    les  deux 
tranches. 

Si  l'on  faifoit  de  la  même  façon  le  quarré  104329  de  323  ;  on 
trouveroit  qu'en  coupant  ce  quarré  par  tranches  de  deux  en  deux , 
tels  qu'on  les  voit  ici  10I43I29  ;  le  quarré  du  premier  caraâere  3 
de  fa  racine  feroit  contenu  dans  les  caraâeres  10  qui  font  à  gau* 
che  de  la  première  tranche  :  que  le  double  de  ce  caraâere  multi- 
plié par  le  fécond  2 ,  feroit  partie  à  gauche  &  partie  à  droite  de  la 
première  tranche  :  que  le  quarré  4  du  fécond  caraâere  2  feroit  à 
gauche  de  la  féconde  tranche  :  que  le  double  des  deux  premiers  ca« 
raéteres  multiplia  par  le  trbifieme  3 ,  feroit  partie  à  gauche  &c  partie 
à  droite  de  la  féconde  tranche  :  enHn  que  le  quarré  9  du  troifieme 
c^raftere  feroit  à  gauche  de  la  troifieme  tranche,  &  on  trouveroit 
la  même  chofe  fî  le  quarré  propofé  avoir  un  plus  grand  nombre 
de  tranches.  Cela  pofe,  nous  allons  donner  quelques  problêmes  fur 
l'extraâion  de  la  racine  quarrée  :  mais  auparavant  il  efl  bon  de  faire 
l'obfervation  fuivante. 

1 09  bis.  Rh m ar  qu e  .  Les  nombres  quarrés  1 1 1 1 

font  ainfi  nommés;parceque  ce  font  les  feuls  11  1 1 1 1 

qu'on  puifTe  ranger  de  façon  qu*îls  forment       ^     \i  /^         iiii 
une  figure  quarrée  dont  chaque  côté  con-  ^         1 1 11 

tieat 
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tient  un  même  nombre  d'unités.  Le  nombre  4,  rangé  comme  on 
voit  ici ,  contient  à  chaque  côté  deux  unités  :  le  nombre  9  en  con- 
tient 3  à  chaque  côté  :  le  nombre  i  é  en  contient  4  à  chaque  côté , 
&  ainn  des  autres. 

Problème  I.  On  veut  faire  un  Bataillon  quarte  et  une  troupe  com^ 
pofée  de  3844  hommes  :  combien  y  aura-t-il  d'hommes  de  front  & 
xt hommes  défile;  c'eji^à-dire  conwieny  oiara-t'^iL  d hommes  a  chaque 
côte  de  ce  quarré  f 

Solution.   Técris  le  nombre  3^44,   fous  le-     38|44((?2 
-quel  je  mené  une  ligne ,  &  une  autre  a  fa  droite  pour       ^ 
y  mettre  la   racine  cherchée.     Je  coupe  ce  nombre       ^  . . 
par  tranches  de  deux  en  deux  caraâeres;  &  je  dis:       ^'^2 
Je  plus  grand  quarré  contenu  dans  les  caraâeres  38     — — 
^uî  font  à  gauche  de  la  première  tranche  ^  eft  3^ 
dont  la  racine  eft  G.  Técris  6,  au  lieu  deftiné  pour  la  racine,  &  6 
fous  38.  Je  multiplie  la  racine  6  par  elle-même  ;  ce  qui  donne  36  :  & 
3^  retranché  de  38  laifle  2.  C'eft  jpourquoi  je  mené  une  ligne  (ous  le 
D  y  que  j*ai  mis  au-deflbus  du  nombre  propofé  ;  &  j'écris  le  refte  2* 

J'abbaiffe  les  deux  autres  caraéteres  4  &  4  du  nombre  propofé  , 
lefquels  fe  trouvent  entre  la  première  &  la  féconde  tranche  :  &  dou- 
blant la  première  racine  G ,  ce  qui  fait  1 2  ;  j'écris  1 2  fous  144  ;  en 
forte  que  fon  dernier  caraftere  2  foit  à  droite  de  la  première  tranche 
&  Tautre  à  gauche.  Comme  les  caraâeres  24  du  nombre  propofé 
doivent  contenir  ce  double  1 2  multiplié  par  la  féconde  racine  ;  je 
divifë  24  par  ix,  &  le  quotient  2  eft  la  féconde  racine  que  j'écris 
en  fon  Heu.  Je  multiplie  ix  par  la  racine  z  :  ce  qui  fait  24,  lequel 
retranché  de  24  ne  laifle  rien,  ^ 

J'écris  la  racine  %  fous  le  dernier  caraftere  4  ;  &  multipliant  x 
par  2  ,  le  produit  eft  4,  lequel  ôté  de  4  ne  laifle  rien.  Donc  la  racine 
eft  62  ;  &  par  conféquent  il  y  aura  62  de  front  &  62  de  file. 

1 10.  Lorfqu'en  divifant  ce  qui  refte  de  la  grandeur  propofëe  par 
le  double  de  la  première  racine  ou  des  deux  premières ,  ou  des  trois 
premières ,  &c ,  on  trouve  un  quotient  dont  le  quarré  né  peut  pas 
être  contenu  dans  les'  caractères  de  la  grandeur  propofëe  defquels 
on  doit  le  retrancher;  il  faut  diminuer  ce  quotient  ou  cette  racine^ 
d'autant  d'unités  qu'il  en  faut  pour  faire  que  ce  quarré  puifle  être 
retranché  :  c  eft  ce  que  nous  allons  voir  dans  Texemple  ou  dans  le 
problême  fuivant. 

Problêmb  II.  Soit  le  nombre  propofë  4831204  :  je  le  coupe 
par  tranches  à  la  manière  accoutumée ,  &  je  vois  qu'il  y  aura  quatre 
Tome  I.  I 
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r^iciiies.  Je  dis  donc  :  le  plus  grand  quarré  contenu  dans  le  carac-» 

tcre  à  gauche ,  eft  4 ,  dont  la  racine  cft  2  ;  &  retranchant  le  quarré 

4  de  la  racine ,  du  caraâierc  4 ,  il  ne  refte  rien. 

J'abaiiTe  les  deux  carafteres  83  :  &  doublant  la     #31^^04  (^^9^ 

première  racine ,  ce  qui  fait  4  ;  je  Técris  fous     ^ 

83 ,  c*eft-à-dire  fous  8  qui  eft  immédiatement  à         ^ 

droite  de  la  première  tranche.    Je  divife  9  par       ^3 

4 ;  ce  qui  donne  2  :  mais  comme  après  avoir  re-       4^ 


tranché  de  8  le  produit  de  la  racine  2  par  4,  il        42.12 
jpe  refleroit  plus  que  3  qui  ne  pçi^t  pas;  contenir  4  29 

lequarré«4  de  ce  quotient  2,  je  ne  mets  que  i 


au  lieu  de  2.   Àinfi  i  fois  4  eft  4,  quiretran-  ^  ^^  «8 

ché  de  9 ,  lailTe  4  ;  &  écrivant  la  racine  i  fous         ,    ^^ 
le  caraftere  3 ,  j'ai  une  fois  i ,  qui  eft  i  &  qui  0000 

retranché  de  x  Jaifle  2. 

J'abbaiide  Its  deux  caraâeres  ix  qui  font  entre  la  féconde  &  Is 
troifieme  tranchç  :  &  doublant  les  deux  premières  racines  21  ^  ce 
q|ii  fait  42  j  j'écris  42  fous  42 1 2  ;  de  façon  que  fon  dernier  terme 
2  foit  immédiatement  à  droite  de  la  féconde  tranche,  de  laquelle  je 
marque  la  place  par  un  point  à  mefure  que  j'abaiffe  les  termes  du 
quarré  propofé.  Qr  ce  double  42 ,  multiplié  par  la  troifieme  racine  ^ 
çi^  con^pudans  les  ternies  421  du  quarré  propofé.  Divifant  donc 
421  par  42  difpofé  comme  il  eft  Je  trouve  9  pour  la  troifieme  racine. 
Car  da^s  42  le  nombre  4  eft  9  fois  \  &  il  refte  beaucoup  plus  qu'il 
ne  faut  ppur  faire  que  2  fbit  contenu  aufll  9  fois,  &  que  le  quarré 
de  9  foit  contenu  dans  le  refte  joint  au  dernier  caraâere  2  de  4212. 
J'écris  donc  9  fous  ce  dernier  caraâere  \  &:  je  dis  :  neuf  fois  9  font 
81 ,  lequel  ne  peut  fe  retrancher  de  2  :  mais  en  empruntant  8  j'ai 
82  ,  &  de  82  otez  81  il  refte  j  :  neuf  fois  2  font  18,  &  8  d'empruinté 
foAt  26  y  Içquel  ne  peut  être  retranché  de  i  :  mais  j^emprunte  3  j 
ce  qui  fait  31  ;  &  de  31  ôtez  26,  il  refte  5  :  neuf  fois  4  fcmt  3^ 
&  3  foBt39 ,  &  de  42  ôtez  39 ,  il  refte  3. 

J'abaifle  les  deux  derniers  caraâeres  04  du  quarré  popofe  :  jç 
double  les  trois  premières  racines ,  ce  qui  donne  438 ,  que  j^écris  dç 
façon  que  fon  dernier  caraâere  foit  immédiatement  à  droite  de  1^ 
troifieme  tranche;  &  divifant  3510  par  438  difpof<é  comme  il  eA^ 
}e  trouve  8  pour  la  troifieme  racine*  J^écris  donc  8  à  la  racine ,  ^ 
fous  le  dernier  caraâere  4  du  quarré.  Après  quoi  multipliant  43188 
par  la  racine  8,^  retranchant  le  produit  du  nombre  35104,  d^ 
même  quexians  l'opération  précédente;  il  ne  reft^  rien  ,  &  la  racine 
cherchée  eft  2198. 
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40.  Problème  III.  Pour  ektrairè  la  racine  quarrée  de  la  fraâion 
i^-^;  j'extrais  la  racine  du  nliméraceur  m  à  la  façon  ordinaire,  &c 
cette  racine  eft  1 1  :  j'extrais  de  même  la  racine  1 2  du  dénominaf- 
teur  144 ,  &  j'ai  H-  qui  eft  la  racine  de  la  fraâion  donnée.  J'ai  doo- 
né  la  démonflradon  de  ceci  dans  le  fîxieme  exemple  de  Textraâioii 
des  racines  des  grandeurs  littérales  (loi.) 

111.  Lôrfqu'après  avoir  fait  toutes  ie^  opérations  néceiTaires  pour 
extraire  la  racine  quarrée  d'Un  nombre ,  on  trouve  un  rcftè  ;  cela 
marque  que  le  nombre  donné  n^eft  pas  un  qttarré  parfait  y  &  que  par 
çonfëquent  On  ne  (cauroit  en  extraire  la  racine.  Ainiî  on  marque 
ce  nombre  avec  le  figne  radical. 

Soit  par  exemple  116  :  j'en  extrais  la  racine ,  &  je  trouve  1 1 
avec  un  refle  5 .  Ce  nombre  n'eft  pas  un  nombre  quarré  :  c'eft  pour*^ 

quoi  j'exprime  fa  racine  en.  écrivant  y  i%6.  Nous  ferons  bientôt  voir 
que  ces  racines  ne  peuvent  s'exprimer  ni  par  un  notnbre  entier ,  ni 
par  un  nombre  rompu ,  ni  par  un  nombi^  compofé  d'un  entier  & 
d'une  fraâion  ;  &  que  cependant  on  peut  approcher  de  fa  véritable 
,valeur  toujours  de  plus  en  plus  près,  làns  pouvoir  jamais  y  atteindre. 
En  attendant  voici  quelques  théorèmes  aufquels  il  ^  boi!  de  faire 
attention. 

112.  THiÈORéMB  I.  Si  ton  ajoute  à  un  nombre  entier  un  autre 
nombre  entier  ^  fi  on  lui  retranche  un  nombre  entier^  ou  (i  oti  le  multi" 
plie  par  un  nombre  entier;  la  fomme  jOuU  refie ,  ou  le  produit fi^ra 
un  nombre  entier  :  mais  /i  on  le  divife  par  un  nombre  ender^  le  quo^ 
tient  nUfi  pas  toujours  un  nombre  entier. 

DEMONSTRATION*  I^.  Un  nombrc  entier  eft  une  fomm^  exaâ^ 
d'unités  fans  fraâion  :  fi  Ton  ajoute  donc  deux  pareilles  fommes  9 
le  total  ne  peut  être  qu'un  amas  d'unités  fans  fraftion  ;  &  fi  d'une 
(bmme  exa£be  d*unit^ ,  on  ôte  une  autre  fbmme  exaÂe  d'unités  ^ 
mais  moindre ,  le  refte  doit  être  encore  une  foitime  d'unités  fans 
fraétion.  De  même  comme  en  multipliant  un  nombre  entier  par 
un  autre  nombre  entier^  on  prend  le  premier  autant  de  fois  que  l'u- 
nité eft  contenue  dans  le  fécond  ^  &c  que  ce  fécond  contient  l'unité 
exaâement  ;  il  eft  clair  qu'on  prend  la  fotnme  exaâc  d'unités  du 
premier  un  certain  iloitibre  de  fois  fans  fraétion^  &  que  par  confé* 
quent  le  produit  doit  être  fans  fraftion, 

n^.  Au  contraire  quand  on  divife  un  homVe  entier  par  un  autre 
nt3mbre  entier ,  il  peut  fe  faire  que  le  divifeur  ne  foit  pas  contenu 
exaâement  tin  certain  nombre  de  fois^dans  le  dividende  :  ce  qui  donne 
un  refte  qui  eft  uùe  fraâion. 

lij 
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•  X 1 3.  TnéoRêME  IL  5"/  en  ajoute  à  un  nombre  entier  unefraSion  , 
ou  fi  on  lui  retranche  unefraHion;  la  fomme  ou  le  refie  ne  fera  pas 
un  nombre  entier  :  mais  fi  on  multiplie  ou  fi  on  divife  îtn  nombrù 
entier  par  une  fraction  j,  le  produit  ou  le  quotient  peuvent  être  un  nom* 
ère  entier. 

Di^monstration:  F.  Si  la  fra^Hon  eft  moindre  que  Tunité ,  il 
eft  clair  qu'en  ajoutant  cette  Fraâion  à  un  nombre  entier ,  la  fomme 
fera  compofëe  d'une  fomme  exaâe  d'unités  &  d^ùne  fraâion  ;  Se 
que  fi  on  la  retranche  d'un  nombre  entier,  le  refte  fera  une  fomme 
d'unités  moins  une  partie  d'unité  :  &  par  conféquent  le  refle  ou  la 
ibmme  ne  feront  pas  des  nombres  entiers  qui  contiennent  exaâë- 
ment  Tunité^. 

II''.  Mais  Çi  l'on  multiplie  ou  fi  l'on  divife  un  entier  par  une  frac- 
cfon  ;  il  pourra  fe  faire  que  le  produit  ou  le  quotient  foient  des  nom* 
bres  entiers.  Par  exemple ,  fi  Ton  multiplie  le  nombre  entier  3  par  f  ; 
Je  produit  7  fera  un  entier  qui  vaudra  2  :  &  au  contraire  multiplianc 
3  par  7,,  le  produit  7  ne  fera  pas  un  entier.  De  même  fi  on  divife  % 

Earf ,  oy  ce  qiii  cevient  au  même,  f  par  f;  le  quotient  3  fera  un  nom* 
re  entier  :  &  au  contraire  fi  l'on  divife  3  par  f  j  le  quotient  4  t  ne 
lëra  pas  un  nombre  entier^. 

114.  TniéoKÊME.  m.  Si  une  fraSion  efi  réduite  à  fes  moindres 
termes  ;  fon  qtiarré ,  fon  cube  ,  éc  ,  feront  des  fraSions  réduites  â 
kurs  moindres  termes», 

DÉMONSTRATION.  Soit  la  fraâion  j\  réduîte  k  fës  moindres  ter- 
mes :  fon  quarré  eft  ~.  Si  l'on  veut  que  cette  Fraâion  ou  ce  quatre 

^  ne  foit  pas  réduite  à>  fes  moindres  termes  ;  on  pourra  donc  trou- 
ver un  nombre  qui  divifera  exaftement  le  numérateur  aa  &  le  dé- 
nominateur bb.  Suppofons  que  les  deux,  quotiens  foient  xx^yy  :  en 

forte  que  lafraâion  ™  foit  égale  àJa  fradion  "^^  réduite  à  {t&  moindres 

termes.  Laracine.quarrée  de  cette  fraâion  fera  donc  ^  \  &c  cette  racine 

fera  égale  à. la  racine  ^  de  la  fraftion^.  Or  k  caufe  que  les  quarrés 
XX  jyy  font  moindres  que  les  quarrés  aa^bb  ;  les  racines  jc,j^ feront 
aufC  moindresquelescacines  a^bi&c  par  conféquent  la  fraâion  ^  fera 

exprimée  en  termes  plus  grands  que  ceux  de  fon  égale*  -  :  donc  cettç 
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fraélion  ^  n'eft  pas  réduite  à  fes  moindres  termes ,  comme  on  lé 

fuppofoir;  puifqti'elîe  pourroît  être  exprimée  par  *  :  donc,  &c. 

115.  Nous  pourrions  ajouter  ici  grand  nombre  de  Théorèmes  fur 
cette  matière  ;  mais  les  3  ou  4  luivans  fuffiront  pour  donner  tous 
ks  éclairdilemens  néceffaires. 

Eclaircijfemens:  fur  les  Fractions. 

iiC*  TnioRâME  I.  Si  deux  fraiions y  réduites  à  leurs  moindres 
termes  ^  n^  ont  pas  unmême  dénominateur}  cUes  ne  peuvent  être  égales. 

DEMONSTRATION*.  Soient  les  fraâions  ^ ,  ^ ,  réduites  à  leurs  moin^ 

dres  termes  ;  &  dont  les  dénominateurs  (ont  diffèrens.  Si  Ton  veut 
que  ces  deux,  fradions  fbient  égales  y  le  numérateur  a  fera  àuflî 
grand  par  rapport  à  fon  dénominateur  è ,  que  le  numérateur  c  par 
rapport  à  fon  dénominateur  d.  Ceft.  pourquoi  fi  ^eft  plus  grand 

que  b  y  le  numérateur  c  fera  plus  grand  que  a  ;  &  la  fi-aâion^  fera 

exprimée  par  des  termes  plus  grands  que  ceux  de  fon  égale  ^  :  dbnc 

cette  fraâion  j  n'aura:  pas  été  réduite  à  fes  moindres  termescomme 

on  le  fuppofoit;  puifqu'elle  pourroit  être  exprimée  par  j.  Qucfî 
au  contraire  d  eâ  m^&indre  que  bj  le  numérateur  c  fera  auflî  moin- 
dre que  le;  numérateur  a;  &  la  fraâion  |^ étant  exprimée  par  des 

termes  plus  grands  que  ceux  de  fon  égale  j ,  n'aura  pas  été  réduite 

à  fes  moindres,  termes  ;  ce  qui  eft  encore  contre  la  fuppofition  : 
donc,  &c.^ 

117.  Théorème  II.  Si  deux  fraSions  qui  ont  un  même  dénomi-^ 
nauuTy  font  enfemble  égales  à  un  entier ,  &  que  tune  des  deux  foit 
réduite  à  fes  moindres  termes  ,  t  autre  Ce/l  aujjî^, 

DEMONSTRATION.  Soicnt  lès  fraâîons  ^>  j ,  qui  ont  même  déno*- 

* 

minateur,  &  dont  la  première  j  efl:  réduite  à  (es  moindres  termes. 

La  fomi^e  des  deux  numérateurs  ^ -Hc  eft  égale  ouà  ^,  ou  à  2^v 
ou  à  3^  9  &c  :  &  par  conféquent  cette  fomme  eft  un  entier.  Si  l'on 

veut  que  la  féconde  fraâiof>  ^  ne  (bit  pas  réduite  à  fes  moindres 

ocrmes^  nous  trouverons  un  nombre  que  je  nomme  x^  lequel  di— 
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vifatit  exaâemotit  le  numérateur  &  le  dénominateur  de  cette  firaâion^ 

la  réduira  k  Ces  moindres  termes.  Si  l'on  fuppofe  donc  j^jzz  ^  : 

c*eft-4i-dire  a^ccssB;  le  nombre  x  qui  divife  exaâement  b  ^  divi- 
lèra  exaâement  la  quantité  a  Hh  c  ;  &:  comme  ce  nombre  divife  exac* 
tement  la  partie  c  de  cette  quantité ,  il  divifèra  exaâement  Tautre 
partie  a.  Donc  on  aura  un  nombre  x^  qui  pourra  divifer  exaâement 

les  termes  de  h  fraâion  f  ;  &  par  conféquent  cette  fraâion  n'aura 

pas  été  réduite  k  fes  moindres  termes  ;  ce  qui  eft  contre  la  fuppofi- 
cion.  Ce  (èroit  la  même  chofe  fi  on  fuppofoit  a  «f*  ca»  2^  :  car  le 
nombre  x  qui  diviieroit  exaâement  ^ ,  diviferoit  aufli  exaâement 
zb  ouaHrc;  &CC. 


118.  Thi^orÀmb  IIL  Si  deuxfraSions  réduites  â  leurs  moindres 
ternies  ^  ont  le  même  dénominateur  ;  leurfomme  peut  être  égale  à  un 
entier  :  mais  Ji  leurs  dénominateurs  Jbnt  différens  ^  leurfomme  ejl  tou^ 
jours  une  fraUion  plus  grande  ou  moindre  que  t unité. 

DEMONSTRATION.  P.  Soientlesdeuxfraâionsj^jréduites  à  leurs 

moindres  termes,  6c  qui  ont  le  même  dénominateur.  Il  peut  aifëment  fc 
faire  que  la  fomme  des  numérateurs  a^c  ^  foit  égale  k  ^  ouà  2^,  &c. 
Par  exemple  dans  les  fraâions  y, -f,  qui  font  réduites  k  leurs  moin- 
dres termes ,  la  fomme  2  -4*  3  des  numérateurs  eft  égale  k  5  :  & 
par  conféquent  ces  deux  fraâions  font  \ ,  ou  un  entier.  De  même 
dans  les  fraélions  7  &  y  /réduites  k  leurs  moindres  termes ,  la  fomme 
8  HH  ^  des  numérateurs  eft  double  du  dénominateur  7  ;  &  les  deux 
fraâions  valent -y- ,  ou  deux  entiers;  &  ainfi  des  autres. 

II**.  Maintenant  foient  les  fraâions  ^,  5 ,  réduites  k  leurs  moindres 

termes  9  &  do:  t  les  dénominateurs  font  différens.  Je  cherche  la  quan- 
tité h  qu'il  faut  ajouter  au  numérateur  a ,  pour  le  rendre  égal  k  fon 

dénominateur  ;  &  faifknt  la  fraâion  ^  la  fomme  j  -+-  r  fera  égale  à 
p  &  par  conféquent  un  entier  ;  &  k  caufe  que  la  fraâion  ^  eft  ré- 
duite k  fes  moindres  termes ,  la  fraâion  j  le  fera  auflî  (  1 17).  Si  Ton 
veut  donc  que  les  deux  fraâions  ^,^,  prifes  enfemble,  vaillent  ua 

entier  ;  je  les  réduis  au  même  dénominateur  ;  ce  qui  donne  jj,  ^~i 
partant  il  faut  que  ad^cb  foit  égal  k  hd.  Je  multiplie  les  termes 
de  la  fraâion  jpùïd;  ce  qui  donne  j^  ;  ainfi  k  caufe  que  lc$  deux 
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^^-j  valent  un  entier;  les  deux  jj-^jjj  <\^^  ^M  les  mêmes ^  va-- 
lent  auffi  un  entier,  ou  i.  Or  par  la  fuppofition  qu'on  fait,  les  deux 
i+  savaient  auffi  i  :  donc^H-^s=  -Jj-f.^  ,  &  retranchant  ~ 

départ  &  d'autre,  nous  aurons  ^=:  ^^.  Mais^  eft  la  même  que 

j^ ,  &  -j^  la  même  que  ^  ;  donc  \ts  deux  fradions  j  &  7  >  réduites  à 

leurs  moindres  termes ,  &  qui  ont  des  dénominateurs  inégaux ,  font 
égales  ;  ce  qui  efl impoffible  {116)  :  donc  il  eft  impoffîbb  auffi  que 

les  deux  ^,  ^,  vaillent  enfemble  Tunité ,  ou  un  entier- 

IIP.  Que  fi  on  prétend  que  les  deux  fraéUons  vaillent  deux  en- 
tiers, ou  trois ,  ou  quatre ,  &c  ;  je  cherche  ce  qui  manque  ap  numé-> 

rateur  a  de  la  fraâion  j  ,  pour  être  égal  à  2^,  3^ ,  &c  :  &  faifant  h 


h 


égal  à  cette  quantité,  je  forme  la  fraâion  j.  Ainfî  les  deux  enfemble 


\  -f-j- valent  ou  -y^ou  ^ ,  &c  ,  c'eft-à-dîre  ,  ou  trois  unités ,  ou 

quatre ,  ou  cinq ,  &c  :  &  continuant  le  même  raifonnement  &  les 
mêmes  opérations  que  ci-deffiis ,  je  ferai  voir  aifément  que  les  deux 

^  +  jne  peuvent  valoir  ni  deux  unités ,  ni  trois,  ni  quatre,  ni  aucun 

nombre  entier  ;  &  que  par  conféquent,  leur  fomme  eft  une  fraâion 
plus  ou  moins  grande  que  l'unité* 

119.  Thi^orême  IV«  Si  ton  nuddplit  imz  fraction  par  eUc-^nime  j 
U  produit  efi  unefraciion ,  &  jamais  un  auicr. 

DEMONSTRATION.  P.  Si  la  fraâion  eft  moindre  que  tunité/je  la 
réduis  à  fes  moindres  termes  ^  &  fuppofant  qu^elle  (oit  exprimée  par 

j,  fon  quatre  eft  ^.  Or  à  caufe  que  a  eft  moindre  que  ^ ,  &  que 

pour  faire  le  quarré  on  a  multiplié  le  numérateur  de  la  fraâion  ^ 
par  tf  9  &  le  dénominateur  par  b  plus  grand  que  a  ;  le  dénominateur 
hb  du  quarré  ^ ,  eft  plus  grand  par  rapport  à  fon  numérateur  aa , 

que  le  dénominateur  b  de  la  fraâion  ^  par  rapport  à  fon  numéra- 
teur tf  :  &  par  confëquent  -^jeft  moindre  que  la  fraâion  j.  Mais  ^ 
eft  moindre  que  Tunité  ;  donc  à  plus  forte  raifon|^  eft  njoindre  que 

l'unité. 

II''.  Si  la  fraâion  eft  plus  grande  fue  t unité  ^  elle  contiendra  un 
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QU  plufieurs  entiers, plus  une  fraâion  moindre  que J'unicé*  Suppofanc 
donc  que  Tentier  ou  les  entiers  qu'elle  renferme  foient  exprimés 
par  /n ,  &  que  la  fraâion  reftante  réduite  à  ies  moindres  termes  foie 

j-  ;  cette  fradion  fera  m  -Hj  >  &  fon  quarré  mm  4-  ^j^  -H  •^-  Or 

dans  ce  quarré  le  premier  terme  mm  eft  un  entier  :  le  fecond~^  étant 

le  produit  de  la  fraÔion  |  par  Tentier  xm ,  eft  ou  entier  ou  une  frac* 

tion  (113)  :  &  le  dernier  -^  eft  une  fi-aâioa;  puifqu'il  eft  le  quarré 

de  la  fraftion  j  moindre  que  Tunité.  Donc  lî  les  deux  premiers  ter- 
mes font  des  entiers ,  leur  fbmme  fera  un  entier  (i  1 2)  ;  &  ajoutant 
à  cet  entier  la  fraâion  -^ ,  la  fomme  ne  fera  pas  un  entier  (113). 

Que  fi  le  (ècond  terme  ^  eft  une  fraétîon  ;  cette  fraftion  ou  fera 

réduite  à  fes  moindres  termes ,  ou  ne  le  fera  pas.  Si  elle  eft  réduite  à 
fes  moindres  termes  \  il  eft  clair  que  fon  dénonûn^teiH:  ne  fera  pas  le 

même  que  le  dénominateur  hh  du  troifieme  terme^  ^  qui  y  par  la 

fuppofîtion  y  pft  auffi  une  fraâion  réduite  à  fes  moindres  termes  (114): 

ainfi  les  deux  termes  ^,  -^  formeront  enfemble  une  &aâion  plus 

grande ,  ou  moindre  que  Tunité  (i  18).  Mais  fi  le  fécond  terme  ^ 

n'eft  pas  réduit  à  fes  moindres  termes ,  je  les  réduits  ;  &  il  eft  clair 
que  ioo  dénominateur  fera  moindre  que  h  y  &  par  conféquent;  moin^- 

dre  que  le  dénominateur  iif  du  troifieme  terme  -^  :  donc  le  fécond 

&  le  troifieme  terme,  n'ayant  pas  le  même  dénominateur,  formeront 
encore  enfemble  une  fraâion  plus  grande  ou  moindre  que  l'unité 
(18);  &  par  conféquent  ces  deux  termes  joints  au  premier  mm  y  ne 
feront  pas  non  plus  un  entier  fans  fradionu 

110.  Théorème  V.  Si  la  racine  quarrée  J^un  nombre  entier  n^eji 
pas  un  nombre  entier;  elle  ne  pourra  fi' exprimer  ni  par  une  fraâion  , 
ni  par  un  nombre  compoje  d'entier  &  defraSion. 

DiéivroNSTRATiON.  Si  cette  racine  pouvoir  s*exprimer  par  une 
fraftion;  il  s'enfuivroit  que  le  produit  de  cette  fraftion  par  elle-- 
même  ,  feroit  un  nombre  entier  j  ce  qui  eft  impoffible  (i  19)  :  &  fi 
elle  pouvoir  s'exprimer  par  un  entier  &  fraftion  ;  il  s'eniuivrpit  en- 
core qu'un  entier  &  fraaion  multiplié  par  lui-même,  feroit  un  nom- 
bre entier  y  ce  qui  eft  auffi  impoffible  (119):  donc ,  &c. 

IXI 


^ma. 
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ixi.  Corollaire.  Il  luit  de-là  ijue  la  racine  d'un  nombre  entier 
qiion  ne  peut  tirer  exactement  ^  ne  peut  sUxprimer  autrement  que  par 
iejigne  raditàl  ;  puîfqii'on  ne  peut  rexprimer  ni  par  un  nombre  en- 
tier y  ni  par  une  fraâion ,  ni  par  un  entier  &  fraâion.  Oeft  i'une  des 
efaofes  que  j'avois  promis  ailleurs  de  démontrer  (m). 

122.  Thi^orême.  Si  les  racines  .de  deux  quarres  ne  différent  e/i« 
tre  elks  que  de  t unité ,  le  plus  ffrand  des  deux  quarres  fiirpaffe  le  jpeth 
de  deux  fois  la  racine  du  peut  ^  plus  H unités 

DEMONSTRATION.  Soit  la  raciue  a^\ 
du  premier  quarré  a  :  celle  du  fe-*  4  •+•  i 
cond  fera  donc  a  -l-  i.  Le  quarré  7"^  ''^ 

de  la  première  fera  aa\tc\z  quarré 
de  la  féconde  fera  aa  '+-%a  -4^  1.     _ 


Or  fi  de  ce  Cecpnd  q^arr4  9  j  e  na tran-     o^  -7*- .xa  4^  i  quarrc^ 
che  le  premier  quarré  aa  ;  il  efl  vit-  *  (^ 
fîble  que  le  refle  fera  2a  -h  i .  Mais  ^.g  TT  rede 

ce  refte  «fl  le  double  de  la  première  ^^  différm^l 

Tacine  a ,  plus  4'unité  :  donc ,  &c.  "^ 

.  •  # 

1x3.  jPROBtâME.  Avec  ^00 J  }tommes  ^  on  veut  fainun, bataillon 
.quarré  ;  &  l'on  demande^  au  cas  quily  ait  des  hommes  de  trop^  com^ 
J?ien  ilfaudroit  en  ajouter  ou  en  retrancher^  j>ourfatre  que  le  quarré 
foit  parfait^  &  qu*il  ne  rejle  rien..  » 

Solution.  J'^ytrais  la  radine  quarrée  du  nombre  400Î",  &  fc 
trouve  ^3  avec  un  refte  yt:  ce  qui  me  fait  voir  que  ce  quarré  aUrà 
63  hommes  de  front  &  de  file,  mais  qu-il«n  refiera  32,  Si4*on  veiit 
donc  employer  ces  32,  îl  faut  en  ajouter  ^n 
certain  nombre ,  lequel  joint  au  nombre  4001  4^1^^  (^3 
.  ffiflb  lin  quarré  .dont  la  racine  furpafTe  la  racine  ^ 
C'y  d'une  unité  :  or  le  quarré  dont  Ja  racine  40 j 
eft  6^  ;  furpafTe  le  quarré  dont  la  racine  efl:  G\      j  23 

-de  deux  fois  ^3  plu;5  runité,,c'efl-à-4ire  4e  I2(> 

+ 1 ,  ou  de  i%j  :  donc  fî  4001  étpît  cxaélément         3*  4^9? 

le  quarré  de  63 ,  il  faudroit  lui  ajouter  1 27  hom-  ,  ^ , 

mes  pour  avoir  de  quan:éide^4.  Mais -ocmimé  A^â^^fi^ 

4001  encontieat  déjà  32  de  plus^  je  ûe  dois  lui  *  > 

ajouter  que  laymokis  32,c'cft-à-Hdire9^ihon[i--  -  .    '-  ï  J 
mes;  &]afommeef):  4096 ,  dont  la  xadnecft         ;  ^^ 
eflêâivement  ^4.  ,  ,^'  ^^'j 

Que  fi  on  voulott  fetdemetit  le  qilattéde  ^^^  ,'    "  boo-  i  - 
Tome  L  K 


wm 
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4)  (^dair^u'^axeu-anchauc  32  hommes  de  4001,  le refte  3969  feroit 
le  quatre  ideé3« 

1  A4.  Corollaire.  Il  fuit  du  théorème  pFécédenc^ue  fi  après 
fLV%)ir •exirrak  1t  racified'ufi  nombre ,  il  r>e!fte  quelque  •choie,;  ce  refie 
eft  moindre  que  Je  ^double  «de  la  racine  trouvée  ;,  fias  l'unicé  :  de  par 
conféquent  ce  re/le ,  ajouté  à  la  racine  trouvée ,  ne  peut  pas  Taug- 
menter  de  IHinité.  Car ,  par  exemple,  fi  après  arvoir  extrait  la  racine 
Ût  4001  ,.qui  1911-63  avec  un  refte  32  ,  ce  refte  32  fe  trouvoit  égd 
au  double  de  63  plus  i  ^  x:*cft-k-dire  k  T27  ;1e  nombre  4001  diminué 
de  127  feroit  le  quarré  ^  ^^  :  or^en  «ajoutant  au  quaore  deux  fois  fa 
racine  (53 ,  plus  l'unité ,  •c'eft-à-<lire  1 27 ,  on  le  fepoit  devenir  le 
quarré  de  64  :  donc  4001  feroit  exaâbement  Ve  quarré  de  1^4 ,  i&  par 
conféquent  en  tiratitTa  racine ,  on  evouveroh  64^  &  non  pas  6^  2Ntc 
un  refte.  ^ 

EXTRACTION  DE  LA  RACINE  QUARRÉE  DES  CRANDf^URS 

NUMÉRIQUES  PAR  APPROXIMATION. 

1 2^.  Quand  un  nombre  entier  n'eft  pas  un  quatre  parfait,  fa  racine 
ne  peut  s'exprimer  ni  par  un  nombre  enti^  j  ni  par  une  fraâ:ion ,  m 
par  un  entier  &  fraâion  (ilo).  Or  tout  ce  qu'on  peut  faire  dans  ces 
^eecaSBoAs ,  c'cft  dVi^pérer  de  éçon  que  Ton  approche  fî  près  de  la  vé- 
TkaUe  racine ,  que  4e  refte  foit  moindre  qu^une  quantité  donnée 
^d^que  petite  ^u'dle  foit  ;  &  c'eft  ce  qu'on  appeHe  extraire  la  ra^ 
cinepar  approximation.  Par  exemple  ,  fi  T^n  propofe  d^extraire  cette 
jsacme^  onibrxe^jue  ce >qtfiiieAerafoft. moindre ^u'un  dixième  d'u- 
Àité  y  QVL  qu'un  cencistpe,  du  ^'un  dix  miHieme ,  &  ainfi  de  Aiite  ; 
49  fnaniere  de  fatisfaîre  k  cette  «queftion  s'api^le  extraire  k  racine 
quarrée  par  approximacioo  :  cetife  extraéUon  eft  fondée  lur  le^héo- 
Téme  fumi^ir. 

juaô.  TiuâcnàME.  Si  ton  prend  T unité  j  &  quàfa  droite  on  mette 
Mn  \ero  ^  owdeux  :^èros^  ou  trois  \èros  ^  &c  j  ce  gui  donnera  tes  nom- 
ife^i  o ,  I oô,  î  000.,  ïDûoo ,  '&€  ;  ïes  qûarresde  ces  nombres  contien- 
droîtt  encore -t mité  y^tus  un  nombre  de  \éfos  double  du  nombre  de 
^ros  que  leurs  racines  contiennent. 

Ilâ'^^mcÉfiftratioq  49<eciiéMntiv  mattire  de  lai  mukipK- 

cation  9  on  la  trouv^m  bMfttoc  fi'ran<miflti|plie  chacun  des  nombues 
10  y  100^ -1^00,  &c.ip3i?iliih^mimcvCai^ 

qui  eft  100^  contient  riiMté4)lus  destt  zéros;;  au  Ueu^que  10  ne  corn- 
tient  qufcl  Vnité  &  un  zéro  :  que  le  quarré  de  100  qui  «ft  i  oooa,  coo- 
cienc  ïvsàlé  plus  qu^o^  9lr<>S'i'«u>ls$U'i|iie  lîodinê  oonàent  ^  iKunité 
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&deiix  zéro&,^âcaia£[  des  autres*  Cela.  poiS ,  iaic  L'exemple  oalepro^ 
blâme  fiiivam«  ^ 

FROBLéMB  Extraire  Ut  racine  de  3 ,  qtdrCeJipas  un  quarré' parfair. 

SoxvTioif.  I''.  Je  séduis^  le  nombre  3  en  une  fraâioil  àaat  \t  éé* 
Dommaceuc  kÀi.  100  :  C^eft-^Klire  ^  je  multiplie  3.  par  100;  ce  (fuLfaiû 
300;  &  je  k  divfle  par  kx>î  ce  qui  fait  Hf  égal^  3^(37)î  J*fi«ttfei»'fi* 
racine  di^  cette  fcaâiiMBf  :  c'eft-ànlire  j'extraisr d'une  parc  la^ saciae  di» 
Aumérateur  ^  &  deTauirela  eacinc  dudéfibiiiinateur^.pour  £iife  éD 
ces  deux  racines  une  ntmveUe  fraôion  qitit>  fep»  la*  raeiiw  checdiâe) 
(104),  Or  la  racine  du  dénominateur  loo  eft  lo^par  le  théorème  pcé* 
céHent  ;  donc  il  ne  s'agit  plus  que  de  tirer  là  racine  du  ^loofiT 
numérateur  300.  J'extrais  cette  racine  k  la  façon  .  .r  '  ^  \ 
ordinaire,  &  je  trouve  17.  Ainfi  Ta  racine  de  la  frac«  y  7^ 
tion  eft  7~ ,  ou  i  -^  :  &  il  refte  1 1  qui  eft  moindre  ojûa 
qu'uœ  unité,  de  la  cadne  (  1 24.  JL>.  c'eûràrdire  moiadrc^         07 

M,  dixième. ^  Par  conTé^ueUt  paiitisé  la  racine  de  2  î     "*" * 

ce  qur  reflê  efi  momdce.  qu'uB  dixième.  '^^ 

If^  Si  je  veux  qfje  ce  qui  l'cflc  foit  nmiiidre  qttmtctmimie  y  ft-onr 
par  conféquenr  Ik  racine  trouvée  approche  davantage  de  îà  véritawei^ 
je  multiplie  3.,  non.  pas  par  lOQ,  mais  par  loooo  ;  &  le  divifaift  pair 
roooo ,  j^ai  la  ffaâton"4ffflf  qui  eft  égale  à  3^  Ot  là  racine  du  déno- 
minateur eft  100  parte  diéorôme^  pr&édent  :  ainfl  je  n^ai  pfus  qu'à 
extraire  la  racine  dtr  nmtiérateuf  ;  6r  cette  radrte^  étàiir  exo^îte  à  la? 
façon  ordinaire  eft  173.  Par  conféquent  la  racine  \\r^rs\r^(^n'> 

de  lafraaioneftilè;  oa  i  ^  av<».uifci«fte7f  3PQ|QQl^73 

qui  eft  moindre  q^'un  centième.  *  x  roo 

IIX^.  Si. je  veux  en  approcher  dà;<raBttg|»,ij'aK  ^riâo 

joute  encore  deux  zéros  au  numécaceur  &'  au  dé-:  ^Hi 

nominateur  de  1*  &aâion  tH^  :  ce  q^i  f^        ^ 

^^^^.  Oclaraciae  du  dénominateur  IDOODOQ'  ii.OQ   ^    ^ 

eft  1000  :  ainfi  extrayafi^la  racine  du^  numérateur  343 

qui  eftf  1732,  j^irç^VQq^e  la  racine chçGChéftei^  n%\ 

" ^ ^ *  *  eu  I  7^^ vi^  un refle,  a74qui 9&moinr 


t 


* 000  > 


dre qu'un  millième^  .Ir'  ^    .     ■Vi 

IV®.  Et  coimniKOit  toujours  de  la  inéiAe  fa-    -^       '^ 

çon  j en  ajoutait  toujeursdeux  zéros  au  numéral 
tçur  Se  au  (fénomîiia.tieiir  ^;  j/ approcherois  tou^<MM)s 
de  plus  en  plus  de  la  véritable  valeur  de  la^frac- 
ticji  j  ians  pouvoir  jamais  V'aftcinorc  •  parce  qii~ur 
tne  réitéra  toujpurs  ua  xçix.^^  caufeque  la  racine 
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de  3. ne  pouvant  s'extraire  en.nombte  entier,  ne  (auroit  s'extraire 
non  plus  en  nombre,  rompu  ou  en  nombre  compofë  d'entier  &  de^ 
fraâion.  (.1X0.)^ 

127,  CoROiXAiR^,  t^a  réglé  efidonc  tTajotuer  au  nombre  dont  an 
yèéit  extraire  là  racine  parapproxinuztion  ,  ou  deux  ^eros  j/>u quatre ,  bu  : 

Jlx  &  ainJidefuiUy  toujours  en  nombre  pair;  &  d'en  extraire  la  racine^^ 
Jous  laquelle  on  mettra  l^unité  avec  la  moitié  du  nombre  de  :[eros  qu'on 
a  ajouté  aurnomère  propofe\  ce  qui  donnera  une  fra£bion  qui  fera  la^ 
racine  cherchée  ;  &  plus  le  nombre  d6  zéros-  ajoutés  -  fera  grande 
plus  auffi  on  approcl>era  de  Ja  véritable  valeur  (  i  ).. 

EXTRACTION  DE  LA  RACINE  CUBIQUE  X>ES  QCrANTtTÊS 

NUMÉRIQUES. 

128,  Pour  extraire  là  racine  cubique  d^un  nombre ,  il  faut  d'abord* 
fe  rendre  familiers  les  cubes  des  dix  premiers  nombres  que  Ton  voir 
dans  cette  tablé. . 


RacifuscMq, 

I 
I 

2 

8. 

3- 

14 
«4 

5 

6 

XI 6 

7 

8 

SIX 

9      10 

Cubes. 

ij- 

"1 

943 

.729  1000 

Enfuite  (i  le  cube  propofé  efl  plus  g^and  que  lés  cubes  dé  cette:, 
table ,  on  en  extrait  la  racine  cubiqve  à  peu  pjès  dé  même  qu'on  ex- 
trait celle  dés  grandeurs  littérales  jamais  ladmcultéconfiftè  à  trouver  ' 
les  places  qu'occupent  les  différens  produits  contenus  dans  lé  cube 
propofé  9  &  c'ell  ce  que  nous  allons,  voir  >  en  examjlnant  de  quelle^ 
façon  fe  forme  un  cube. . 

Formation  du  Cuhci. 

Explication.  Soit  le  nombre  54  quMl  faut  élever 
au  cube.  Je  le  multiplie  d'abord  par  lui-même ,  en  écri- 
vant chaqve  produira  là' place  qu'il  <l6ir  occuper  fans  • 
rien  retenir  :  ce  qui  me  dénne  les  quatre  produits  quele- 
quarré  de  5  4  contient.  Alnfî  la  fomme  decesquatre  pro- 
duits donneroitlequarré  de  ^4  ^  dé  même  que  fi  j'avois 
multiplié  à  la  façon  ordinaire^   &  par  cohféquent  en- 
mujtipliant  ces.  quatre  produits  .encore  par-«5 4 ,  le  pro-- 
duit  total  fera  le*cube. 

l'écris  "donc  ^îj.par-déffous*,  &  je  multiplie  chacun  > 
des  quatre  produits  d'abord  par  4 y  &  enfuite  par  5  :  ce 
oui  me  donne  huit  produits^  le(quels  ajoutés  enfemble 
lont  letnibe  1^7464  <lè  ^4. 

(i)  On  trouvsxgi  dans  le  Cours  de  Mathématiques  Élémentaires  de  Ml^Abbé   Para  • 
DV  F  HANTAI,  une  belle  ^théorie  &  une  fort  élégante  méthode;  pour  h  fonnatxon  du^ 
^nvxé  6l  du  cube  «;&  pour  rextraâion  des  nçiocs  quarrées  &  cubiqmest 
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Je  coupe  ce  cube  par  tranches  de  trois  en  trois  caractères  de  droite  àr 
gauche;  &  je  vois  que  le  cube  1 25  du  premier  caraâere  J  ,  fe  trouve  à' 
gauche  de  la  première  tranche,  en  allant  de  gauche  adroite  :  que  les  trois ^ 
produits  100  j  100  >  100 ,  font  partie  à  gauche ,  &  partie  à  droite  de  la* 
première  tranche  :  que  lestrois  produits  80 ,  80,  80,  font  à  droite  de- 
là première  tranche  :  &  qu'enfin  le  cube  64  du  fécond  caraâere  4  de* 
la  racineeft  à  gauche  de  la  féconde  tranche. 

Or  les  ttois  produits  ioo>  100, 100, font  chacun  le  produit  du 
quarré  x^  du  premier  caraâere  5  de  la  racine  multiplié  par  le  fécond' 
caraâere  4  ;  &  les  trois  produits 80, 80,  80, font  chacun  le  produit* 
du  quatre  16  du  fécond  çaraâere  4  de  la  racine  multiplié  par  le  pre-* 
itiier  caraâere  f  :  donc  le  cube  de  ^4,  coupé  par  tranches ,  contient' 
à  gauche  dé  la  première  tranche  le  cube  du  premier  caraâere  5  ;  en-* 
fuite  trois  quarrésde  ce  premier  cara6bere  5  multipliés  par  le  fécond,' 
partie  à  gauche  &  partie  à  droite  de  la  première  tranche;  puis  trois"" 
quarrés  du  fécond  caraâere  44nultipliés  par  le  premier  caraâere  à* 
droite  de  lâi  première  tranche  ;  &>  enfin  le  cube  du  fécond  caraârere  à^ 
gauche  de  la  féconde  tranche. 

Que  fî  le  cube  avoit  un  plus' grand  noitibïe  de  tranches ,  ce  qui' 
ne  pourroit  fe  fairô  fàn$qi^fa  racine  eût  un  plus  grand  nombre  de'. 
earaâeres  ;  on  trouveroit  de  même  que  les  cubes  du  premier ,  du  fé- 
cond ^<ki  troifîeme ,  &o,  feroient  toujours  à  gauche  des  tranches  pre- 
mière,  féconde ,  troifîeme ,  &c  :  &  que  les  produits  que  le  cube  con-^ 
liendroit,  feroient  toujours  partie  à  gauche  &  partie  à  droite  de  ces* 
ttanches.  Cela  pofé^,  foient  les  exemples  ou  lès  problèmes  fuivans. 

Problème.  P'.  Trouver  la  racine-  cuhique  du  noTnhre  8043  ^7. 

Solution;  Te  mené  une  ligne- fous  ce  nombre  ^  &  uâe  autre  à' 
droite ,  pour  écrire  la  racine  à  côté.  Je  coupe  ce  nombre  par  tranches' 
de  crois  en  trois  caraâeres^  en  alknt  dé  droite  à  gauche.  Après  qvioî^ 
je  dis  :  le  plus  grand  cube  contenu  dans  ks     8o4l2<7(gi 
trois  premiers  caraâères  804  qut  font  à     — IiiiZilr- 
gauche  de  la  première  tranche,  eft7 29  :  ce  que    7^9  ^   -  , 

je  trouve  par  le  moyen  dé  la  table  des  eu-      75^3^7*  à% 

bes  des  dix  premiers  nombres.  OrWâ  racine-      24  a  ^4*  ', 

de  7I9  efl  9,  que  j'écris  «au  lieu  deftiné  ;  &      *7  ^^^ 

mettant  le  cube '7 2^  de  cette  racine  fous      7^  317^        75^17/ 
804  ^  je  le  retranche  de  804 ,  &  le  refle  efè      00000 

75- 

TabbaifTe  les  caraftèr»  3^7du  cube;&  faifant  !b  quârré  8ï  dù^i 
{çemier  caradere  9  deig  racine  ;  je.  le  multiplié  par  3  \  ce  qyi  donne^* 
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Z43«  Qk:  243.9  ouk  t^ri^  du  quasvé  de  la  pEemiGce  raciae  multiplié 
par  la  féconde  ^eft  daos  7  $3.  JP'écri»  donc  243  ibii&ce  nombre  9,  eut 
force  que.  (en  dernier  caraâere  3  £mt  à  droite  de  la  première  trancha 
dont  je  marque  lai  place  pair  un  poîni;  à  mefure  que  j'abbaiâë  lc5  ca-- 
taâeres  3^7  compris  entre  la  premiece  &  la*  feeonde  tranche.  Qcft 
pourquoi  je  divilie.  75,3  par  a43  ^  âc  l&quodent  3  étara  le  nombre  qui 
multiplie  243  dans  70 ,  efl  pan  confëquent  h,  feconde  racine. 

Je  multiplie  243  qui  eil  la  (bmme  4esrtroi»quarrés  de  la  première 
racine  par  la  fecoade  racine  3.;  de  le  produit  efl  729  que  j'éccis  hr 
part.  Je  fais,  le  q^aFri.  9  de  la  féconde  naaiae.,  Su  le  multipliant  par  ^ 
pour  en  avoir  le  tDiple9&  enfuit^  par  la  première  racine  99.ce  qtxu 
donne  243  ;  j-éeria  243  fbu^  729  en  l'âvançaoc  d'ua  rafig.  vers  la: 
droite  :  parce qfia  le  cube  propofé  contient  ceproduk  243  en  avan* 
çant  d'un  rang..  Enfin  je  fais  le  cube  27  de  la  féconde  racine  ,,&  je. 
l'écris  fous  le.  produit  243  en  l'avançant  d'un  rang  à  droite  \  parce 
que.  le  cube  pffOfHifi^  contient  lis  cube  27  de  cette  façon  :  &  fai&nt 
la  fommé  des»croi6  produits ,  laaiiiell^  eii  7$3^7  9  je  l'écris  Ibus  le. 
refte  753^7;  &  retranchant  la  fomme  753^7  du  rcfte  7f  3^7^  il  ne 
i^fte  rien«  AiH&  k  daciae  cherchée  «^^93;  [luifqu'en  retranchant  du 
cube  pro^oféy  le  cube  du  premier  caractère,. k  tiùple  du  quarté  de. 
ce  premier  earaébsra  mukipJié  par  le  fécond^  le  triple  du  quauré:  dùi 
fécond  multiplié  par  liepœAÎeA,.&  enfin  le  cube  di&fecofid^il  n'eil 
tien  reAé. 

Frosl:6ke  ZP.  Sxuaire  /à  racine  cuèîque  du  nombre  propojc 
SoôzijisS. 

Solution.  7b  coupe  le  nomBrepar  tranches  ;  &  je  trouve  que  la 
lâcine  auca  xxcà&  casai^es  ;  pi«i^!ii 
y  a  troisitraadiea». 

Je  dis  donc:  Ie;plusigraod  cul&econt- 
tenu  dans  les  caraÂeres  8a  quîj  iomttk 
gauche  de  la.  première  tranche:  eft 
é4i  dont  la  racine  cubique;  eft  4: 
ce  que  je  trouve  par  lai  table  desi 
cut)ès  des  dix  premiers  nombnesw  J'é^ 
cris  donc  4  au-lieu^deftiné  ^iputi  larar 
cine ,  &  64  fous  8û;  je  .retrafidie^4. 
de8b;&Jerefteeft  ié« 

J'abaiffe  les  trois  caraâeres  tfxi 
q«i  font,  enue  te  poeoiiere  i&.  la>fcconde  tranche;  Jefaisîleqiiarré 
du  premier  c^aâere  ,  &.là mulnipliaot pac  39.1e  prodiordSii^ : &c 
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comme  48  multiplié  par  la  féconde  racine  eft  dans  les  trois  caraâeres 
166  y  je  divHè  1^6  par  4^8  ;  &  4e  quoâént  3  ^ Sa  féconde  Taidne.  Je 
multiplie  48  par  Ja  féconde  Tacùie  3  :  ce  qui  donne  le  produit  144 
que  j'écris  à  part.  Je  fais  le  quarré  de  la  féconde  racine  ^  ;  je  le  mul- 
tiplie paor  3  ^  &  ertâiite  par  ia  pretiôeœ  cackœ  4  :  iieqm  adonne  1 08  y 
que  j'^rois  à  :part  fous  144,  en  iKavancaâr  d'un  itif]^:àilpoife..£dfin 
je  fais  le  cube  27  de  la  féconde  racine  ;  iSc  je  l'écris  à  p«t  "ions  168 
en  l'avançant  d'un  rang  à  droite.  Je  fais  la  fomme  1 5  5  07  ides  pro- 
duits, que  j'ai  écrite  à  part;'&  l'écrivantr  fous  Je  refte  1^621  de  la 
première  opération,  je  retranche  15507  de  16611  j  &  le  rcfte 
eft  II 14. 

J'abaifTe  les  trois  caraéleres  Ç  68 ,  qui  font  -entre  la  féconde  & 
Ja  croifieme  tranche;  &,  faifant  le  quarré  des  deux  premières  racines 
43  ^  je  Je  multiplie  par  3  :  ce  qui  fait  $  5  47.  Or  ce  produit  multiplie 
par  la  croifieme  racine  efl  dans  11x45^  J'écris  donc  5  ^  47  fous  1 1 1 45  ; 
&  divifant  1*1145  par  5547,  le  quotient  2  eft  la  troiueme  racine.  Je 
multiplie  5547  par  la  troiueme  racine  2,  âc  le  produit  eft  11 094 
que  j'écris  a.  part.  Je  fais  le  quarré  de  la  trcufieme  racine  2;  je  le  mul- 
tiplie par  3 ,  &  enfuite  par  la  fomme  43  des  deux  premières  :  le 
:produic  eft  516'que  j'écris  à  part  fous  11094  en  l'avançant  d'un 
rang  à  droite/Enfin  je  fais  le  cube  8  de  la  troifîeme  racine,  &  je 
l'écris  à  part  fous  5 1 6  en  l'avançant  d'un  rang  à  droite.  Je  fais  la' 
fomme  1114568  des  trois  produits  mis  à  part  :  ^  retranchant  cette 
fomme  du  reîfle  1 11 45 68  de  la  féconde  opération,  il  ne  refte  rien. 
Ainfi  la  racine  cherchée  eft  432. 

129.  Il  faut  obièrver  que  ^  après  avoir  pris  le  triple  du  quarré  de 
la  prcmicre  racine,  &  divifë  le  Tefl«  par-ce  triple ,  on  trouvoit  pour 
la  féconde  racine  tm  nombrç  qui  fut  <!e  telle  ncrture  qu'en  ache- 
vait J'xTpcration  }ufqu'à  la  féconde  tranche ,  la  fommedes  trois  pro- 
duits Tius  k  part  Fût  plus  grande  que  ce  qui  feroit  refté  après  avoir 
retraoché  le  premier  cube  ;  il  faudrait  diminuer  la  féconde  racine 
iune  imité  ,  ou  de  deux,  ou  de  trois,  fufqii'à  ce  que  la  fouftraâion 
de  la  fomme  des  trois  produits  pût  fe  fiiine  :  là  môme  chofe  doit  être 
obfervée  à  Téeard  des  opérations  fuivantes ,  s'il  s*en  trouve  encore 
a  tatre. 

"Problème  IV.  Extraire  la  racine  cuhi^  de  la  fraSion  7-^7^. 

Solution.  J'extrais  la  racine  cubique  1 1  du  numérateur ,  &  la 
Tacine  cubique  -12  du  dénominateur;  &  j'écris  74* pour  la  racine 
cheschée ,  &  amfi  des  autres.  *La  démonftrarion  de  ceci  fè  trouve  dans 
1er  fixieme  problème  deî^extrafUon-desTackicsdesgtatTdcurs  littérales. 
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EXTRACTION  DE  LA  RACINE  CUmQUE  DES  GRANDEURS 
NUMÉRIQUES  PJR  APPROXIMATION. 

m  • 

,  130.  L'approximation  de  la  racine  cubique  des  nombres  Te  faic 
à  peu  près  comme  celle  de  la  racine  qu^rée,  &  dépçnd  du  Xhéor- 
rême  fuivant. 

131,  Théorème  I.  Si  C on  prend  les  nombres  10, 100, 1000, &ç, 
gui  ont  tous  t unité  jqinu  à  un  ^éro  ,  à  deux  ^  à  trois  ,  &c  :  les  cubes 
de  ces  nombres  auront  encore  C unité  avec  un  nombre  de  ^éros  triplfi 
du  nombre  de  ^erps  qife  leur  racine  contient. 

Di^MONSTRATioN.  Il  eft  aifé  de  le  convaincre  de  ceci,  en  faîfant 
les  cubes  des  nombres  propofès.  Car  on  trouvera  que  le  cube  de 
10  eft  1000,  lequel  contient  trois  zéros;  au  lieu  que  fa  racine  n'en 
contient  qu'un  :  que  le  cube  de  100  eft  1 000000,  leqiiel  contient 
:ftx  zéros  ;  tandis  que  fa  racine  n'en  contient  que  deux  ;  &  ainfî  des 
autres.  Cela  pofé,  foit  Texemple  pu  Je  problême  ftiivant. 

Problème.  Extraire  la  racine  cubique  du  nombre  9,  qui  nejlpof 
:Un  cube  parfait. 

Solution.  J'ajoute  trois  zéros  ou  fix ,  ou  neuif",  &  âinfî  de  fuite;; 

^en  augmentant  toujours  de  trois;  ce  qui  eft  la  même  chofe  que  fi 
je  réduifois  le  nombre  9  en  une  fraâion  dont  le  dénominateur  fût 

oou  1 000 ,  ou  1 090000  :  ce  q«i  ^donneroit  ou  7^^ ,  ou  ^illlol>  ^^* 
Or  la  racine  cubique  du, dénominateur  eftip,  quand  Je  dénomina- 

..reur  efl:  1000  rçlle  eft  100,  quandie  dénominatejir  eft  loooooo:  &c; 

.^jar  le  Théorème  précédent.  Donc  en  tirant  I9,  rapine  cubique  d^ 
.numérateur ,  j'aurois  des  dixièmes  à  la  racine  ,  lorfqye  la  fradion 
feroit  7^  ;  des  centièmes  ,  lorfqi^e  la  firaiâion  feroit  rsooobo  \ 
.&c  :  &  jV^J^Pis  toujoun»  un  refte  qui  feroit  moindre  qu'une  unité 
de  la  racine,  c'eft-à-dire,,  qui  ne  fçauroit  augmenter  la  racine  d'une 
unité.  Les  c^ratipns  de  peci  font  faciles  ^  faire  ;  c'eft  pourquoi  je  me 
difpenfe  de  les  donner  pour  être  plus  court.  Mais  voici  un  théorème 
par  le  moyen, duquel  noii^  ferons  voir  que  ce  q^i  refte  de  l'extrac* 
tîon  ,  ne  peut  augmenter  la  racine  d'une  unité. 

« 

131.  Théorème  IL  5i  deux  nombres  ne  différent gjie  deTunité;/e 
cube  du  plus  grand furpaffe  le  cube, du  moindre  j  de  trois  fois  le  quarrc 
é^  h  /?f  ^^^  4^  moindre  ^  plus  trois  fois  cettç  racine  y  plus  Ç unité. 

PiM0NjST&ATI01^« 
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DÉMONSTR  ATiaN.    Je     a-i-x 
nomme    le    plus   petit    nom-    a^\ 
brc  a  :  par  conféquenc  le  fe-    ^^^^^^j 
cond  fera  4-f-*i.    Je  fais  le 
cube  de  a  -f-  I  ;  &  j'ai  ^'  •+• 
3  4^.  -i-3  tf  H-  I .    Je  retranche     <^^  ■+•  ^^a-^- 1  quatrî 
de  ce  cube  y  le  cube  a  5  du  pe-     <^+^ 
tit  nombre  ;  &  le  refte  3^-4-    tfJ-H2^-+-d 
[/X-+-1  ,  cft  l'excès  du.  grand         .^  iM-f-2^-f-r 

Tur  le  petit.  Or  cet  excès  con- 

tient  trois  quarrés  de  la  racine     ^''i-3^^^3^-+-i  ^«*/^^5^^^' 

a  du  petit ,  plus  trois  fois  cet-    ^^ ^^^^  ^if^/t^^^r. 

te  racine,  plus  Tunité  ;  donc,  '^aa-^-'^a-^i  différence. 

&c. 

133,  Bour  faire  donc  voir  que  ce  qui  refte  après  Textraflion  ù*uno 
racine  cubique  ne  fçauroit  augmenter  cette  racine  d'une  unité  ;  pre- 
nons le  nombre  9,  &  tirons-en  la  racine  ainfi  que  je  viens  de  l'ea-- 
feigner  :  c'eft-à-dire  multiplions  9  par  1000  ,  &  divifons-le  pat 
1000  ;  ce  qui  donnera  la  fradtion  ^H  égale  à  9,  Or  la  racine  cu- 
bique du  dénominateur  efl  10  :  tirant  donc  la  racine  cubique  du 
numérateur  laquelle  efl:  xo ,  nous  aurons  pour  la  racine  approchée 
fl  ou  z ,  avec  un  refte  looo,  Ainfi  le  numérateur  9000  diminué  de 
ce  refte ,  c'eft-à-dire  8000,  feroit  exaârement  le  cube  du     olooorxo 

numérateur  20  de  la  racine  :  or  fi  Ton  veut  que  le  refte    ^ ^ 

1000  puifte  donner  une  unité  de  plus  k  la  racine  ,  c*eft-     8         la 
à-dire  que  cette  racine  puifle  être  21  au  lieu  de  ao  ;  il     i.ooo    ' 
faudra  néceflairement  que  ce  refte  foit  égal  à  trois  fois     j^ 
Je"quarré  de  la  racine  20  ,  plus  trois  fois  cette  racine ,     ©oco 

plus  Tunité.  Mais  fi  ce  refte  1000  étoit  égal  à  la  fomme     • 

de  ces  trois  quantités,  ce  refte  ajouté  au  cubeSooo  de     1000 

20 ,  feroit  cxaâement  le  cube  de  21  :  &  par  conféquent  après  avoir 

tiré  la  racine  de  9000,  on  auroit  21  alaracine,&ilnerefteroitrien« 

134.  Et  il  ne  faut  pas  dire  que  fi  on  réduifoit  le  nombre  9  ea 

une  fraaion  plus  grande,  par  exemple  en  !f|-:i|^,  ou  ^-fK^^fl^, 

&ç  ;  il  pourroit  arriver  qu  après  Textraftion  de  la  racine  il  ne  refte- 

roit  rien-  Car  fi  cela  étoït,  on  pourroit  trouver  la  racine  çxafte  de 

9  ;  puifque  la  fradion  dont  on  auroit  tiré  la  racine  feroit  égale  à  9  > 

&  cette  racine  feroit  ou  un  nombre  entier,  ou  une  fraâion  moindre 

que  Tunîté ,  ou  enfin  un  entier  &  fraftion,  Or  cette  racine  ne  peut 

pas  êtrc^  un  nombre  entier  :  puifqu'II  nV  a  point  de  nombre  entier 

qui  en  fe  multipliant  deux  rois  fucçeflivemenc  lui-même  jproduifo 

XOMB  L  L 
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^  ;  &  que  d'ailleurs  ii  cette  racine  écoît  un  nombre  entier  ^  on  Ja 
trouveroit  par  les  règles  ordinaires  fans  être  obligé  de  réduire  le  nom« 
bre  9  en  fraâion.  Elle  ne  peut  pas  être  non  plus  une  fraâion  moin^ 
dre  que  l'unité.  Car  une  rraâdon  moindre  que  Tunité  produit  une 
fraâion  encore  moindre  qu'elle  (  1 1 9  )  ;  &  ce  produit  multiplié  par 
la  même  fraftion ,  produit  une  autre  fraâion  encore  moindre  que 
lui.  (119).  Enfin  la  racine  ne  peut  pas  être  un  entier  &  fraôion  r 
parce  qu'un  entier  &  fraétion ,  multiplié  par  lui-mênie ,  produit  un. 
entier  &  fraâion  (  119  )  ;  &  que  ce  produit  multiplié  par  Tentier  & 
fraâion  qui  Ta  produit ,  doit  encore  produire  un  entier  &  fraéUot}. 
dont  la  racine  ne  peut  pas  être  exafte^  &  par  conféquent  on  doic 
toujours  trouver  un  refte. 

13.5  .Comme  il  fe  rencontre  plus  de  nombres  qui  ne  foot  pas  quar-^ 
rés  que  des  nombres  quarrés  î  il  eft  bon  de  fe  former  k  ces  fortes  ^ 
d'approximadons. 

13e.  On  trouve  dans  quelques  livres  d'arithmétique,  des  appro*^ 
nmations  qui  ne  font  appuyées  fur  aucun  fondement  &  dont  il  faur 
le  défier^ 

Calcul  des  grandeurs  radicales. 

1 37.  Les  grandetirs  radicales  f(»t  les  mêmes^  que  celles  que  nou$^ 
jSivons  nomnvées  fourdcs  ^  ou  inrationwlles  >  ou  incommenfurabUs 
(  104  ).  Le  nomm-e  ou  la  lettre  qui  eâ  fpus  le  figne,  eft  la  puifTance^ 
dont  on  veut  extraire  la  racine  ;  Su  le  (igné  xiadical  avec  le  nombre^ 
qu'on  écxit  au^defTus,  marque  de  quel  d^é  eO:  k  racine  qu'on  veut: 

extraire.  \/  a,  ou  V  ^^  marque  qu'o»  veut  extraire  la  racine  quar— 

rée  de  la  grandeur  a  i^  b  marque  qu'on  veut  tirer  la  racine  cu- 
bique de  la  grandeur  b  confîdérée  comme  un  cube ,  &  ainfi  des> 
autres. 

.  138.  Quoique  Tes  grandeurs  radicales  foîènt  ihcommenfurabless 
en  elles-mêmes  y  de  Façon  qu'on  ne  peut  pas  exprimer  le  rappoi^t^ 
qu'elles  ont  avec  quelque  autre  grandeur  connue  j  cependant  il 
^xxt  fe  faire  qu'isUes  foient  commenfurahUs  entre  elles.  Par  exem- 
ple on  ne  peut  pas  exprimer  ce  que  c'eft  que  y^  3  par  rapport  à 
aucun  nombre  entier  ou  rompu,  ou  compofè  d'entier  &  de  frac- 
tion- Cependant  on  connott  aifement  que  \/  3  eflle  tiers  de  3  y  3  ; 
le  quart  de  4  \/  3  ,  &c.  La  même  chofe  arrivera  toutes  les  rois  que 
les  grandeurs  qui  font  fous  le  figne  radical  feront  les  mêmes ,  &  que: 
fc  ngne  radical  fera  du  même  degré.  Car  fî  l'une  ou  Tàutre  de  ces- 
deux  conditions  manquoit,  les  grandeurs  radicales  n'auroient  pas 
plus  d^  rapport  eûtre  elles ,  qu'èUes  n'en  ont  avec  de&  eatiers  ou 
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des  fraâions ,  bu  des  entiers  6c  fraâ:ions«  Amfi  le  rapport  de  V  t# 
à  V3  ne  peut  s'exprimer,  quoique  les  racines  foient  du  même 
genre;  &c  la  raifon  en  eâ,  que  les  grandeurs  qui  font  fous  le  (igné 

font  diflFérentes.  Detnême  Vz  &  Vi  nont  point  un  rapport  qu'on 
puifle  exprimer  :  parce  que  les  degrés  3  &  4  de  leurs  racines  font 
difFérens  y  quoique  le  nombre  qui  eft  fous  la  racine  foit  le  même  de 
part  &  d^autre, 

139.  Quand  les  degrés  des  fignes  radicaux  font  les  mêmes ,  &  que 
3es  grandeurs  qui  font  fous  le  nglie  font  auffi  les  mêmes  ;  les  gran- 
xieurs  radicales  (è  nomment  commenfurabUs  entre  elles. 

140.  On  peut  faire  toutes  les  opà^tions  de  Tarithmérique  &  de 
l'algèbre  fur  les  grandeurs  radicales,  de  même  que  fur  les  grandeurs 
qui  ne  le  font  pas ,  moyennant  certaines  préparations  qui  dépendent 
jdes  deux  théorèmes  fuivans. 

1 41 .  THéo&iMB  I.  Si  ton  multiplie  deux  quarrés  t un  par  t autre\ 
ie  produit  Ja-a  un  nouvtau  quarré  dom  la  racine  fera  égale  au  pro^  . 
duit  des  racines  quarrées  des  deux  quarrés.  La  même  chofe  doit  s^en^ 
tendre  de  deux  cubes  multipliés  Pun  par  Poutre^  de  deux pwffance» 
quatrièmes ^  cinquièmes^  &c^ 

D^MonrsTRATioN.  Soient  les  deux  quarrés  aa  &  hb.  7e  les  mufti* 
plie  Tun  par  l'autre ,  &  le  produit  eft  aabb ,  dont  la  racine  quartier 
^  efl  égale  au  produit  des  racines  a^b^  des  deux  quarrés.  De  mê- 
me foient  ÏGS  deux  cubes  a^,  ^3.  Le  produit  de  l'un  par  l'autre  eft 
40  h  j  dont  la  racine  cubique  ab  eft  égale  an  prodiuc  des  deux  ra- 
cines a^  ^,  des  deux  cubes;  &c  ainfî  des  autres. 

142»  Théorème*  II.  La  racine  qusrrée  ^une  graruleur  eft  é^e 
4  la  racine  quatrième  du  quarré  de  cette  grandeur;  a  la  racine  ftxieme 
defon  cube  ^à  la  racine  huitième  de  fa  quatrième  puiffance  ;  &  ainjî 
de  fuite  ^  en  augmentant  Pexpofant  de  la  racine  de  deux  unités ,  à 
mejure  que  les  puiffances  de  la  grandeur  dûnnée  auffnenum  £un€ 
imité. 

De  même  la  racine  cubiqtu  d!tme  grandeur  eft  égale  à  la  racine /i^ 
xieme  du  quarré  de  cette  grandeur^  à  la  racine  neitvieme  defon  cube: 
&c;  en  augmentant  Vexpofant  de  la  racine  de  trois  tamis  ^  à  mefurc 
que  Us  puijTances  de  la  grandeur  donnée  augmentent  de  FunitL 

Il  faut  dure  la  même  ckofe  des  racines  puis  élevées  ,  en  auffuen^ 
tant  de  quatre  unités  j  de<^  6^  &c.  les  expo  fans  des  racines  ;  à  me^ 
fure  que  les  pmffaacfs  de  la  grandeur  donnée  augmentent  de  P unité. 

jyûmnf^TtLATiov.  Frenoos  les  pnii&nces  (ucceffives  de  la  grit^ 
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deur  tf  jlcfquelles  (ont  a-yUa^  a^  ^  a^y  a^  ya^^a^  ^a^  ^  a^^a'^^a^^ 
a^^ ,  &c.  La  grandeur  a  eft  certainement  la  racine  quarrée  d^  aa^l^ 
racine  cubicjuc  de  a*,  la  racine  quatrième  de  a+  ,  &  ainfi  de  fuite. 
Or  le  quarrc  de  aa  eft  a-^ ,  &c  par  conféquent  la  racine  quarrée  de 
la  rruidcur  aa  eft  la  mcriie  que  la  racine  quatrième  de  a+  quatre 

Lie  mênic  le  cube  de  aa  eft  ^^  ,  (a  quatrième  puifTance  eft  a^ ,  fa 
C!;:quicnic  puilTance  eft  a"^° ,  &c.  Par  conféquent  la  racine  quarrée 
lie  aa  ctt  la  r-.cine  lixieme  du  cube  de  aa^,  la  racine  huitième  de  fa 
<.,  n:  .•i^:înc  puîliance ,  la  racine  dixième  de  fa  cinquieîne  puiffance,  &c. 

l  ?c  même  le  quatre  de  a^  eft  a^ ,  fon  cube  eft  ^^ ,  fa  quatrième 
lut.'fincè  eft  a^^ y  &c  :  donc  la  racine  cubique  de  a%  laquelle  eft 
.1  y  A\  égale  à  la  racine  fixiemc  du  quarré  de  û'  ,  à  la  racine  neu- 
"  •- ne  de  fon  cube ,  à  la  racine  âôuziem&^  £a  quatrième  puif^ 
iincc,  &c. 

Ou  trouvera  auffi  que  a,  qui  eft  la  racine  quatrième  de  a^ ,  eft  la 
racine  huitième  du  quarré  de  a^ ,  la  racine  douzième  de  fon  cube ,  &cc\ 
en  augmentant  toujours  Texpofaiit  de  la  rajrine  de  4,  à  mefure  que 
Tcxpolant  des  puilfances  ^e  a^  augmentev^dè  Tunité  ;  &  de  même 
des  autres  puiflances.  Tout  ceci  eft  extrêmement  facile  ,  &  s^il  j 
9  quelque  chofe  qui  puilTe  faire  de  la  peine,  ce  n'eft  uniquement 
que  l'énoncé  qu'il  faut  fe  rendre  familier. 

PROBLÈMES  SUR  LES  GRANDEURS  RADICALES. 

143.  Problème  I.  Changer  une  grandeur  non  radicale ,  en  une  au-- 
cre  qui/oit  radicale  &  dont  Vexpofant  foit  donnée 

'  Solution-.  Soit  la  grandeur  radicale  a ,  qvTû  faut  changer  en  une- 
autre  qui.  ait  le  fîgne  y  5  on  fimplement  \/  :  car  Tun  &  Tautre  font 
la  même  chofe.  Je  fais  le  quarré  de  a,  lequel  eft  tfa  ;  &  j^écris  \/  aa 
oaVaa  .-car  cette  exprefRoa  V  ^^>  fîgnifie  la  racine  quarrée  dw 
quarré  aa  y  laquelle  eft  a ,  &  par  conféquent  a=z^  aa^ 

^  Si  le  figne  radical  donné  a  voit  été  \/  ,  j'aurois  élevé  la  grandeur 

^kfatroifieme  puiflànce  a3j  &  j*aur ois  écrit  \/  a^-  car  \/  a* fîgnifie 

la  ratine  cubique  de  à^  y  mais  cette  racine  eft  a  :  donc  a  =:  \/a^  ^. 
ik  ainfi  des  autres. 

La  règle  eft  donc  d'élever  la  grandeur  donnée  à  la  puiflânce  mar- 
quée par  le  degré  de  la  racine,  ôc  d'écrire  cette  puifTance  fous  le* 
fignc radical  jt  eu  marquant  au-deHus  le  degré  de  la  racine  %&c  cdsa 
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s  appelle  y iire  pajfer  une  grandeur  fous  lejigne  radical. 
Pour  changer  a^  han  une  autre  grandeur  où  tout  fe  trouve  fous 

le  figne  ;  je  fais  le  quarré  de  a  qui  eft  ^a ,  &  j^écris  V  aab  :  c^r  a  eft 

la  même  chofe  que  ^  aa^&ca  multiplié  par  \/  ^  eft  la  même  chofe 

que  V  ^^  mnltîplié  par  \/  bj  c*eft-a-dire  la  racine  du  quarré  aa  mul- 
tipliée par  la  racine  du  quarré  b.  Mais  quand  deux  racines  quarrées 
fe  multiplient,  elles  produifent  un  nombre  qui  eft  la  racine  du  quarré 
que  produiroient  les  deux  quarrés  des  deux  racines  (  141  )  ;^  &  le 
produit  des  deux  quarrés  (eroit  aab  :  donc  la  racine  produite  par 

les  deuit  racines  ^aa  j^  b  doit  être  V  aab  ;  Se  ainfi  des  autres.. 
144.  Problème  IL  Tirer  une  grandeur  hors,  du  fi ffu  radicoL 

Solution.  Soit  la  grandeur  \/  4  qu'il  faut  tirer  hors  du  figne  ra-^ 
dical.  Je  dis  :  la  racine  quarrée  de  4  eft  z  :  ainfi  j'écris  2  au  lieu  de 

^^  De  même  au  lieu  de  y  a*,  j'écris  a  :  au  lieu  de  y  tz-^^^,  j'écris 

obi  &  ainfi  des  autres  :  ce  qui  n'a  pas  befoin  de  démonftrationv 

Mais  fi  la  grandeur  qui  eft  fous  le  figne ,  n'ed  pas  une  puiftance 

parfaite  du  degré  marqué  par  la  radne  ;  j'examine  fi  elle  n'eft  pas  le 
— dx  ^       —  —  1-1       ^       1^    1  # 

nd 

de  1  autre ,  je  l'écris  hors  du  figne. 

Dans  \/^aab  je  vois  que  le  quarré  aa  eft  multiplié  par  b  qui  n'eft 
pas  un  quarré  :  je  laiile  b  fous  le  figne  ^  &  tirant  la  racine  a  du  quarré 

aa  y  j'écris  ^V  ^  ^  au  lieu  de  \^aab^ 

De  même  dans  y^i8,  la  grandeur  18  n*cft  pas  un  quarré:  mais  je 
vois  que  1 8  eft  le  produit  du  quarré  9  par  z  qui  n'eft  pas  un  quarré  j. 
je  làiliê  2  (bus  le  figne ,  &  tirant  la  racine  3  du  quarré  9  j^écns  3  Vo- 

au  lieu  de  V18. 

Dans  y  a^c  la  grandeur  a^  eft  un  cube ,  &  Ta  grandeur  c  ne  Teflf 
pas  :  je  laifle  c  fous  le  figne ,  &  tirant  la  racine  cubique  de  aî  qui  eft  tf ,, 

j'écris  a  yc ,  au  lieu  de  y'  a'^c. 

Dans  y^54  la  grandeur  54  n'eft  pas  un  cube  :  mais  je  vois  que  ^^ 
eft  le  produit  de  27  par  2.  Or  27  eft  un  cube  ^  &  2  ne  l'eft  pas  :  je 
laifTe  2  fous  le  figne ,  &  tirant  la  racine  cubique  du  cube  27  ^  j'écris» 

3.V'2,  au  lieu  de  y^54  ^  &c^ 
La  raifoa  de  ceci  eft  évidente.  Car  dans  \faab^.  je  ^vk  ttgasdsff 
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la  grandeur  aab  comme  étant  le  produit  du  quarré  aa  par  le  quarré 
.^.  Mais  deux  quarrés  qui  fe  multiplient  pmduifent  un  autre  quarré  , 
^ont  la  racine  eft  égale  au  produit  des  racines  carrées  des  deux 

quarrés  qui  (e  font  multipliés  (  141  )  :  donc  ^<uih  cft  le  produit  des 

racines  des  quarrés  àa^b\  c'eft^^-dir^  le  produit  de  V ^^  multiplié 

par  ^b.  Mais  \/aa  eft  la  même  chofe  que  a:  donc  ^aa  multiplié 

jpar  \/^,  ou  \/tf^,  eft  la  mêmechofe  que  à)/ b^  On  démontrera  la 
iméme  cholib  dans  tous  les  autres  cas* 

145.  Quand  on  tire  les  grandeurs  hors  du  figne^cela  s^appelle  ri^ 
dmrt  les  radicaux  à  Imrs  expo/ans  vu  à  leurs  moinJres  termes» 

146.  U  arrive  quelquefois  qu'en  réduifant  deuxgrandeurs  qui  ont  le 
même  figne  à  leurs  moindres  termes  ;  on  rend  ces  grandeurs  com* 
meafurables  entre  elles,  au  lieu  qu'elles  ne  l'étoieiu  pas  auparavant. 

Par  exemple,  fi  on  réduit  les  grandeurs  \/  S  &  |/  18  à  leurs  moin- 
idres  termes  :  on  trouvera  2V2,  &3va  qui  ficmt  des  gcandeufs 
<:pmmenfttrsLbles  entre  .elles. 

147.  Problème  III.  RÀduire  a  un  mêmcjiffu^  deux  oufbifiairt 
candeurs  radicales  qui  ont  Mfférens  fiffies. 

Solution*  Pour  réduire  k  un  mêmp  figne ,  Xt:^  deux  grandeurr 

s/ a  &  ^ bi  il  s'agit  de  faire  devenir  (î  Texpofant  z  de  \  a;  ce  qui 

peut  fe  faire  «n le  prenant  trois  Ëois.  Oi\  a^  étant  la  racine  quarrée 
de  a  y  eft  égal  à  la  racine  quatrième  du  quarré  dca,&,  à  la  racine 
fixieme  de  Iob  cube^  (  142  )  :  donc  élevant  a  au  cube  y  ce  qui  fait  a'  ; 

f  écris  i/a^ ,  qui  eft  la  miêmc  diofc  que  y  a.  Ainfi  j'ai  \/û«  &  \/^ 
qui  ont  le  même  figne* 

Four  réduire  au  même  figne  les  deux  grandeurs  yz  6c  y  3 ,  je 

¥oîs  que  Texpoiant  2  de  yz  eft  contenu  précifément  quatre  fois 
dans  Tautrc  expolànt  :  Ainfi  il  faut  le  prendre  quatre  fois  pour  avoir 

Fexpoiant  8.  Or  y  2 ,  étant  la  racine  quarrée  de  ^  ^  eft  égal  à  la 
racine  quatrième  du  quarré  2 ,  ou  à  la  racine  fixieme  du  cube  de  2  , 
ou  enfin  à  la  racine  huitième  de  la  quatrième  puif&nce  de  2  ;  devant 

donc  2  à  fa  quatrième  puifiance  1 6  ;  j'écris  v^i  6  au  lieu  de  y  2  ; 

&  j'ai  les  deux  grandeurs  y  16  de  1/2  qui  ont  le  même  figne,  &c.. 

148.  Si  le  moindre  des  deux  expofans  n'étoit  pas  exaâement  coob» 
tenu  dans  le  plus  erand  ;  on  multiplieroit  l'un  par  l'autre ,  6c  le  pro» 

4uic  feroit  l'expolant  de  h  sadae  de  l'urne  &  rautre  grandeur» 
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Four^réduke  au  même  ligne  \a  &  \b;  je  muld(>lie  ks  expo- 
fans  3  &  ^  l^m  par  l'autre  :  ce  qui  donne  15  >  qui  eftPexp^fant  que 

la  nKÎne  de  Fune  &  Taucre  grandeur  doic  avoir.  Or  ya^  étant  la 
racine  cubiq^e  de  a ,  eft  par  conféquent  la  racine  (ixieme  du  quarré 
de  tf  ^  la  racine  neuvième  du  cube  de  a^  la  racine  douzième  de  (a 
quatrième  puiflànce  ,  &  la  racine  quinzième  de  (k  cinquième  pui(^ 

iknce.  Ainfi  élevanc  a  à  la  cinquième  puif&nce  a^  ;  j'écris  \a^  ^  au 

lieu  de  ^a;  de  même  \h^  écant  ht  racine  cinquième  de  ^,  eft  par 
conféquent  la  racine  dixième  du  quarré  de  ^, &  la  racine  quinzième 

de  foa  cube:  donc  élevant  b  au  cube ,  ce  <|ui  donne  b^ ;  j'écris  \b^  ^ 

au  Geu  àt\/biôc  j'ai  ^af^  \h^  qui  ont  le  même  figne. 

Pour  réduire  au  même  figne  les  froîy  gnmdems  ^a^  ^b ,  &  ^€i 
je  multiplie  les  trois-  expolans  2^,  3,  4 /les  uns  par  les  autres^  ce 
qui  donne  24.  Mais  comme  12  peut  être  divifé  exaâement  par  2, 
par  3^  &  par  4  ;  je  prends  12  pour  Texpolant  commun  des  racines  :; 

or  y/ a  y  étant  la  racine  quarrée  de  a^  eft  aufC  la  racine  quatrième 
de  fon  quarré  ;  la  racine  fîxieme  de  Ton  cube  \  la  racine  huitième  de 
&.  quatrième  puiilance  ;  la  racine  dixième  de  (a  cinquième  puif- 
fance  ;  &  la  racine  douzième  de  fa  fixieme  puidance  :  ainfi  élevant  a: 

à  la  fixieme  puifiànce ,  ce  qui  donne  a^;  j'écris  \a^y  au  lieu  de  \/â  : 
&  faifknt  le  même  raifonnement  à  l'égaid  des  deux  autres  ^  je  trouve 

\[  My  6c  Vc%  &  ainfi  des  autres^ 

149.  pROBLÊMB  IV.  Ajouter  tes  ff'anJetirs  ra£cakr^ 

Solution.  Quand  les  grandeurs  radicales  fQnt  commenfurabfes^ 
entre  elles  ;.  on  ajoute  enfemble  les  grandeurs  qui  font  hors  le  figne«- 
Ainfi  pour  ajouter  2  V  3  >  avec  4  V  3 ,  on  ajoute  les  deux  gran-^ 
deurs  x  &  4  qiii  font  hors  le  figne  :  ce  qui  i^t  o;  &  Ton  écrit  6  V'3.. 
Pour  ajouter  3  ^\  avec  4V y  j  on  écrit  7  V  5,  &  de  même  des  au-^ 
ires- 
Mais  fi  ces  grandeurs  ne  font  pas  comnnenfurables  entre  elles,  oh 
les  réduit*  au  même  figne  y  &  enfiiite  à  leur  e?q>ofiuit  ;  &  fi  par  ce 
moyen  elles  deviennent  commenfiuables  entre  elles  ^bn  les  ajoute 
comme  il  vient  d'être  dit  :  m^s  fi  elles  ne  le  font  pas ,  on  les  ajoute 
en  mettant  entre  elles  le  figne  4-.. 

Pour  ajouter  V  81  &  y  152 ,  je  trouve  que  fa  grandeur  81  du? 
premier  eft  le  produit  du  cube  27  par  3  :jelaifre3  fous  le  figne  ^  âb 
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tirant  la  racine  cubique  dp  27  qui  eft  3 ,  j'écris  3  v/3,  au  lieu  de  v/8i. 
Je  vois  de  même  que  la  grandeur  192  de  la  féconde,* eft  le  produit; 
du  cube  64.  par  3  ;  je  laiue  3  fous  le  figne  ;  &  tirant  la  racine  cubi- 
que dp  64  qui  eft  4,  j'écris  4  v/3.  Cela  fait,  j'ajoute  les  grandeurs  3 
&  4  qui  font  fous  le  figne  :  ce  qui  fait  7  ;  &  j'écris  7  y  3- 

Pour  ajouter  enfembley  2  &  \/4,  je  multiplie  les  deux  expofâns  ; 
ûe  qui  donne  l'expofant  commun  6.  Enfuite  opérant  comme  il  a  été 

dit  (147*  )  >  jt^  V  8  &  y  16  :  &  comme  je  ne  puis  pas  réduire  ces 
grandeurs  a  des  moindres  termes  ;  je  les  ajoure  enfemble  en  écri- 
vant yS-f-  y  16.  Mais  le  plus  court  dans  ces  occafions ,  eft  d'écrire 

V2.  •+•  V4,  dès  qu'on  voit  qu'on  ne  fçauroit  Içs  rendre  comment 
furables  entre  elles. 

ïjo.  Problème  V.  Soujhairc  Us  grandeurs  radicales. 

Solution.  Si  les  grandeurs  font  commenfurables ,  on  fouArait 
la  grandeur  qui  eft  hors  du  figne  de  la  petite ,  de  la  grandeur  qui  eft 
hors  du  figne  de  la  grande  •&. le  rcfte ,. écrit  avec  le  ligne  &  la  gran- 
deur qui  eft  par  denpus ,  eft  la  fouftraâion  demandée. 

Pour  fpultraire  2 1/3  de  6  V  3 ,  on  retranche  2  de  6  •  ce  <juî  fait 
4;  &  Ton  écrit  4  V^3 ,  &  aînfi  des  autres. 

Mais  ft  ces  grandeurs  nç  font  pas  commenfurables  entre  elles ,  on 
lâche  de  les  rendre  telles  par  les  moyens  ci-defliis  :  &  (î  elles  le  de- 
viennent ,  on  fouftrait  l'une  de  l'autre ,  ainfi  qu'on  vient  de  voir.  Maïs 
fi  elles  ne  pçuvçnt  le  devenir ,  on  fait  la  fouftraâion  en  employant 
Iç  fignjb  -^, 

Pour  (buflraîre  \/4  de  y  2,  on  les  réduit  au  même  figne  j  ce  qui 

donne  y^i6  &  y'S  j  &  l'qn  écrit  y^S*^  \/i6,  ou  fimplçmçnt  y  1 

j  5 1  •  Problème  VI.  Multiplier  les  grandeurs  radicales. 

Solution.  Avant  de  multiplier  les  grandeurs  propofées ,  il  faut 
avoir  foin  de  les  réduire  k  leurs  moindres  expreflions  ;  6c  fur- tout  de 
leur  donner  un  m^mç  fîgne  r  parce  qu'il  n'y  a  que  les  racines  d'un 

même  degré,  qui  produifent  une  racine  d'un  même  degré.  \/a,V  J, 

en  fe inultipliant  elles-mêmes ,  produifent  \/i  o  ;  c'eft-à-dire  la  racine 

du  cu)be  qui  feroit  Ip  produit  des  cubes  2  &  J  (i4i*)*  Mais  V'2  &  y^^ 

nç  produifent  ni  \/io  ni  \/iô, 

Ayant 
f 


^Calcul.  L'ALGEBRE.  Grandtun radicales.       89 

Ayant  donc  fait  les  préparations  dont  nous  venons  de  parler ,  ont 
multiplie  les  grandeurs  qui  font  hors  du  figne  par  elles-mêmes ,  & 
celles  qui  font  fous  le  (îgnc  aufli  ;  &  l'on  écrit  les  deux  jiroduits ,  en 
mettant  entre  deux  le  (igné  radical. 

Four  multiplier  \a  par  ^h  ^  oh  écrit  \ah  :  &  pour  multiplier 

tf\/c  par  b  \^d^  on  écrit  abycd.  De  même  3  y  2  par  4 y  ordonne 
1 2 y^  12  :  où  bien  on  réduit  y^i2  à  Tes  moindres  termes  ;  ce  qui  fait 
2\/  3  9  à  caufe  que  1 2  efl:  le  produit  du  quarré  4  par  le  nombre  % 

ui  n'efl:  pas  un  quarré ^  &  l'on  écrit  12  x  2  V  3>  ou  24 '^'^y  &  ainii 

es  autres. 

Pour  multiplier  a-4-  c  ^d  par  a^h^ciovk  écrit  ces  deux  nom- 
bres l'un  fous  l'autre  ^  les  entiers  fous  les  entiers  ^  &  les  radicaux 
fous  les  radicaux ,  &  on  multiplie  à  la                  /  j 
façon  ordinaire.  Ainfi  a  par  a  donne       ^"**  y  y 
aai  a  par  c  ^  d  donne  acV  d;  a  par       tf+^yc  ^ ^^^^^^^^^^ 

A  \/c  donne  tf^  y^c ,  &  c  \/^  par  ^  y^c     aa-^ac V  d^ah^  c^bc'^dc 
donne  cb  y  de. 


\ 


Pour  multiplier  a 4- ^y^ par  a —  a+b^d 

b\/dy  on  fait  la  multiplication  de  a-^^b^d 

même  que  dam  l'exemple  précé^^^^^^       -^^^hy/ d^bbVdd 

&  on  trouve  (ui--^b  ^  dd.  Mais  \dd  _i\/j 

eft  la  même  chofe  que  d  :  donc  —  bb  ^   ^ 

Vdd  eft  la  même  chofé  que  '^  bb  x  aa  *     —  bb^dd 

dy  ou  —  bbd\  &  par  conféquent  le       ouoa  — bbd 

produit  eft  aa  — bbd. 

Ceci  fait  voir  que  la  multiplication  fait  quelquefois  difparoîtré 
les  grandeurs  radicales. 

152.  FaoBLâMB  VIL  Divifer  Us  grandeurs  radicales. 

Solution.  Avant  de  divifer  on  doit  avoir  foin  de  faire  les  mêmes 
préparations  que  pour  la  multiplication.  Après  quoi  oii  divife  les^ 
grandeurs  qui  font  hors  du  figne  par  celles  qui  font  hors  du  figne , 
fi:  celles  qui  font  fous  le  ligne  par  celles  qui  font  fous  le  ligne  ;  & 
l'on  écrit  les  deux  Quotients. 

\ab  dirifë par  y  ^  donne  Vtf  :  car  multipliant  le  quotîeut  Vtf  par 
le  divifeur  Vp  ,  on  retrouve  le  dividende  y  ab.  De  même  cb\f  a^d 
dîvîfé  par  cVtfi/ donne  i  Va,  &  ainfi  des  autres. *' 

Que  fi  la  divifion  ne  peut  pas  fe  fajre  ,  on  écrit  1^  divifeur  fous 
le  dividende  :  par  exemple,  pour  divifer  aVcpar^\/^,.on  écrit 
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Pour  diviitir  h  grandeur  cdm^lexe  *aM  -^  crc  y  t^-f-  ^  y'c  h-^V  </c  , 
{ni*  la  gnmdeur  complexe  a^ c^dix^ écrie  le tdivîfcur  (ohs  lé  dt»* 
videade ,  &  l'on  f&it  k  di-     ^  •  /  ^      • .    >       v  *  /  >  /       r  / 

vifion  à  rordinaire.  Ainfi    '^'+'.^yA±Éyf_±k&^^^ 
âadivifëparadoiine4r;&       a-^c^  d 

multipliant  le  qtiotient  a  /     '     ^     . r^ 

par  lès  termes  dû  diviféuî',  a-f-cy^ 

fâtapàt-itquidûAAââay  b  o 

ie<mél  fetfaîicîié  de  àà  ne  . 

laine  rien  lapèsic^d  dôflnè  ac  yd^  a^i  tettanché  de  tic  ^d  he  làiffe 

rien.     ^  .      .         ^ 

J'écris  le  divifeur  fous  les  autres  caraâéfes  du  dtvrééride ,  &  je 
trouve  que  ab\t  divifé  par  à  donne  au  quotient  hS/  ti^  htulti- 
pliant  ce  quotient  par  le  divifeur ,  &  fâifant  eiifuite  là  foufltâéHon  ^ 
il  ne  refte  rien.  Ainfi  le  quotient  eft  4  -4^  ^  V  c  ;  &  c'eft  la  preuve 
4e  Ja  première  multiplication  compofée  (.i5i*). 


\x  divifer  la  grandeur  coriïplexe  aa^^hbdy  par  a-^b\/  d-^  je 
vois  que  dans  le  lecond  terme  bbd  du  dividende,  la  grandeur  d 
cft  la  même  choie  due  ^dd.  &  que  »/'/  n  t    / 1 

par  conféquent  bbdtdi  la  même  chofe     ^à^hb>/dd(n^bVd 

\i^\kthhydd,    Ainfi  j'écris  aa  — bb  \/ dd       a — b^  d 
pour  le  dividende  >  &  enfui  te  le  divifeur  '.^^/j      ll^/jj 

par  dellous :  aa  divilë  par  a  donne  le  l^j  j 

quotient  a  ;  je  multiplie  a  par  a,  ce  qui  ,  ■      ,        ■     ., 

donné  aa  qui  retranché  ae  ^^  ne  laiile  o  ô 

rien.  Je  multiplie  a  par  — h^ d^  ce  qui  donné  — àb^ d\  & 
Comme  il  n^y  a  point  de  produit  de  cette  efpece  dans  le  dividende , 
je  fuppofe  que  ce  dividende  contienne — ab^d+àb  \/d;  ee  qui- ne 
l'augmehtc  ni  ne  le  diminue  :  donc  —  ^^  V^  f^tranché  ét-^mbV  d 
ne  laifie  rien.  J'écris + ^^  V  ^  par  defibus,  &  abaiifant  ie  terme 
-^bby  dd^  j'écris  le  divifeur  par  deubûs.  aby  d  divifé  par  a  donne 
au  quotient  ^  V  ^;  &  multipliant  ce  quotient  jpar  le  divifeur,  puis 
faîfant  la  fouflraâion ,  il  ne  refte  rien.  Le  quotient  eft  donc  à-^b^dy 
&  c^eft  la  preuve  de  la  féconde  multiplication,  (i  5 1 .). 

Que  fi  en  opérant,  comme  on  vient  de  le  dire,  la  divifion  n'étoic 
pas  exaâe  ;  on  fe  contenteroit  d'écrire  le  dividende  fotis  le  divifeUr, 
comnle  une  fraâion. 

Vtr  CALCUL  DES  BXPOSANS. 

zj3«  ïiË  Calcul  des  Êxpofans  eft  la  manière  de  multiplier  une 
puiflance  d'une  grandeur  par  une  autre  puiflance  de  la  mêmt  grân- 
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deur  ^  de  (Jivifçr  fune  par  faucre ,  ^*élcvcr  uqc  puiflance  4e  e&tM- 
grandeur  à  une  autre  puii&qce  y  au  d'en  excr^tirQ  Isi  racine  ^  en  h9  i^ 
lervant  que  des  expoian^  :  en  voici  les  règles  dans  les  proUèhief 
4c  àfiSis  les  corollaires  fuivaq^. 

« 

Solution.  Soit  la  grandeur  «  ou  tf^;  dont  les  puiflànccs  font  ^^ 
4%  a\  tf%  4%  a^y  aJy  a^,  &c.  ^  l'on  veut  multiplier  la  puiiïance  a^ 
par  la  puilfance  a\  on  ajoute  Texpofant  i  à  l'expofant  3,  &  la 
fomme  y  eft  Texpofant  de  la  puiflance  qui  fera  le  produit  des  deux. 
Ainfi  cette  tmifTance  ferai  4^  :  ç^  JU  puillançç  k  mulciplier  #^i^  e.il  la 
même  chote  que  aa\  éç  1q  mijUipUcateur  a^  çft  U  Qiême  çhpfç 
que  aaa.  Mais  pour  multiplier  (ui  par  acui ,  il  faut  écrire  a^  :  donc  \^ 
produit  tf^  par  tf  5  eft  cfFeftivement  la  puiiïance  a^,  dont  rexpofant  % 
eft  la  fomme  des  expofans  x  &  3. 

De  même  pour  multiplier  a^  par  a\  on  ajoute  Texpofant  3  à  Tex* 
pofant  4  ;  ce  qui  fait  7  :  &  Ton  a  ^7  pour  le  produit.  'Car  a^  par  «♦ 
eft  la  même  chofe  que  aaa  par  aaaa  :  ce  qui  donne  aaaaaaa  y  ou  cPw 

15^.  Problâmb  II.  Divîfer  um  muiffançe  (tumc  fgnmdctff^pw^ 
une  autre  puiffance  de  la  même  ff^^tndeur. 

Solution.  Pour  divifer  une  puiflance  de  la  grandeur  a  par  unç 
autre  puiflance  de  la  même  grandeur  ;  il  faqe  retrancher  Texpofant 
du  divifeur  y  de  Texpofanp  du  dividende  :  le  refte  eft  f  çxpofant  du 
quotient.  Far  exemple , 

[  Pour  divifer  a^  par  a^  ;  on  retranche  Teypofant  2,  de  Texpo/ànt  5  j 
ce  qui  donne  l'expofant  4  :  &  l'on  a  a^  pour  le  quotient.  Ôar  a^  eft 
la  même  chofe  que  aaaaaa  ;  &  ^^  eft  la  même  chofe  que  aa  :  mais 
pour  divifer  aaaaaa  par  aa  y  on  écrit  aaaa  qui  eft  la  même  chofç 
que  a^  :  donc  le  quotient  de  a^  divifé  par  a''  eft  a^y  dont  Texpo^mt  4. 
eft  le  refte  de  la  fouftra^ion  des^eux  expofans. 

i^G.  Problème  IIL  Elever  une pmjfance  dune  granimr^  à  wte 
Mitre  puiffance  de  la  même  grandeur. 

Solution.  Pour  élçvçr  une  pqiiTance  donnée  de  ^^  à  une  a«tt-< 
puiflance  dont  PçxpQfant  foîr  donné  \  on  mulriplie  rexpofant  de  I^' 
puiffance  donnpç  par  TexpoÈint  donné ,  ^  le  produit  eft  Texppfanç 
de  la  puiflance  cherchée.    ^ 

Si  Von  veut  donc  élever  la  puiflance  à^  au  quarré;  on  multiplie 

Pexpoto  3;  par  rexpxîfanç  %  du  qi»rré  pu  de  la  féconde  puîflwice  ^ 
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ce  qui  fait  6:&ca^  cfïlc  quarré  de  aK  Car  ^  étant  la  même  chofe 
que  aauy  fi  l'on  multiplie  aaa^pzr  lui-même ,  on  aura  aaaaaa  qui  eil 
la  même  chofe  que  a^. 

De  même  pour  élever  la  puiflknce  a^  à  fa  quatrième  puiflancè  ;  on 
multiplie  %  par  l'expofant  4  de  la  quatrième  puifTance ,  ce  qui  fait  8  ^ 
&  l'on  écrit  a^  pour  leproduit.  Car  aa  multiplié  par  lui-même  don-** 
ne  fa  féconde  puiiTance  aaaai  &  celle-ci  multipliée  par  aa  donne  la 
troifieme  puiuance  aaaaaa  dtaaj&c  enfin  cette  troineme  multipliée 
par  aa  donne  aaaaaaaa,  ou  a^  qui  efl  la  quatrième  puifTance  de  aa 
ou  de  a^. 

157.  FaoBLéMC  IV^r  Extraire  la  racine  itune  puijfance  d'unes 
grandeur^  en  nefefervant que  des  expofans. 

Solution.  Four  extraire  la  racine  d'une  puidance  de  la  grandeur  a^ 

on  dîvife  5 
p^r  X  y  ce  qui  donne  3;  &  Ton  a  a'  pour  la  racine  cherchée.  Car  fî 

mm  -      •        ^  ^  m  *   .^V%  a«        ^^  m  «  #  J     «  •  ^ 


de  tf^;  il  efl  clair  que  pour  tirer  la  racine  quarrée,  il  faudra  divifer 
6  par  2  pour  avoir  a^  qui  efl  la  racine  quarrée  de  a^. 

158.  Remarque.  Ces  règles  nous  font  voir  que  lorfqu'on  veut 
opérer  par  les  expofans  y  ce  que  l'on  devroit  faire  par  là  muldplica- 
don  &  la  divifion ,  on  le  fait  par  l'addition  &  la  fouflra6lion  ;  &  ce 
que  l'on  devroit  faire  par  l'élévation  des  puiflànces  ou  par  l'extrac- 
tion des  racines  I  on  le  fait  par  la  multiplication  &  la  divifion. 
*  159.  Corollaire  I.  Il  fuitde-là  que  fi  on  divife  a  par  a ,  c'efl- 
à-dire  a^  par  a^  ;  on  aura  a^^^ ,  ou  a^  (ij  J.)-  ^^  ^  divifé  par  a 
donne  r  au  quodent  :  donc  a^  efl  égal  à  i  :  ce  qu'il  faut  bien  remar-- 
quer. 

i.  160.  Corollaire  II.  Il  fuit  encore  que  fî  l'on  divîfe  «•  par>z% 
on  aura  tf®  '  ;  &  fî  l'on  divife  a°  par  a^^  on  aura  a^  '^ ,  c'efl-à-dire 
fi""\  De  même  en  divifant  a*»  par  a',  on  auroit  a*»  ^,  ou  ^~S  & 
ainfî  de  fuite  ;  ce  qui  donneroit  les  puiflances  négadves  de  a ,  qui 
feroient  a"^' ,  a  * ,  a^^ ,  &c  :  de  forte  que  a^  feroit  entre  les  puif- 
fances  pofîtîves  de  a,  &  les  négatives,  comme  on  le  voit  ici. 
a~^  ,  &c.  ^~^  a~\  a'^K  a~^.  a~'.  a^.  a ^  a*.  a\  a\  a^ ,  &c.  a^  ^ 

La  grandeur  a^  ,  que  l'on  voit  ici ,  fîgnifîe  la  grandeur  a  élevée 
à  une  puiflaace  infinie  ^  laquelle  par  conféquent  feroit  une  puiflancc 
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infiniment  grande  :  &  la  puiflance  a""^  fignifie  tf^  divifé  par  la^^  <; 
ce  qui  donne  la  puiflance  négative  a?  ^ ,  laquelle  feroit  une  puît- 
fance  infiniment  petite  :  car  a^  étant  égal  k  i ,  il  eft  clair  que  i  di^ 
vifë  pur  une  grandeur  infinie  aF^  ^  donneroit  un  quotient  infini- 
ment petit. 

161.  Corollaire  III.  Les  puijknces  négatives  peuvent  s^  exprimer 
de  façon  que  leurs  expo/ans  deviennent  pofitifs.  Car  aP  étant  la  même 

chofe  que  i  ;  fi  Ton  divife  k  l'ordinaire  i  par  a%  on  aura^ ,  qui  fera  égal 

\a^K  De  même  fi  Pon  divife  i  par  a^ ,  on  aura  -^  égalk  tf~^ ,  &  aiiifi 

des  autres.  De  forte  que  les  puiflaoces  négatives  a~^ ,  a"*"*,  a~f,  a^^^ 

&c,  (échangeront  en  celles-ci  ^>  p->  ^>  &c,  dont  les  expolans  font 

devenus  pofitifs  :  ce  qui  fe  fiiit,  comme  on  voit^enfaifant  pafler  cha- 
que puiflance  négative  au  dénominateur  d'une  fraâion  dont  le  nu- 
mérateur efl:  I  ;  &  en  mettant  k  ce  dénominateur  un  expofant  pofi- 
tif ,  au  lieu  du  négatif  qu'il  avoit  auparavant. 

1 62.  Corollaire  IV.  De  même  que  les  puiflances  négatfves de  a 
peuvent  devenir  pofitives  en  paflant  au  dénominateur  d'une  fradion 
dont  le  numérateur  (bit  i  ;  de  même  aulii  les  puijfances  pofitives 
peuvent  devenir  négatives  y  en  pajfant  au  dénominateur  d^unefrao^ 
tion  dont  Pexpofant  foit  1  •  Ainfi  les  puiflances  a^  ^  V^  a]  ^a"^  y  &c , 

peuvent  fe  changer  en  celles-ci  qui  font  les. mêmes  r;=T,j=î,;=7j&Q;^ 

ce  que  je  prouve  ainfi  :  fi  je  divife  a^  par  la  puiflance  négative  a~^ , 
en  me  lervant  du  calcul  des  expofans  ^  je  dois  retranchîsir  l'expofant 
négatif  de  a~^  de  l'expofant  o  de  a'^  (i  55).  Mais  retrancher — î  ,c'efl: 
donner  i  :  donc  le  refte  de  la  fouftraâion  doit  être  o-^-i  jO\xi\àc  par 
conféquentlequocientdeladivifiondoitêtre  tf^  Or a^ étant  égalk  i, 

il  eft  clair  qu'en  divifànt  i  par  a~* ,  le  quotieat  cft  -=rr:  donc  le  quo- 
tient précédent  a^  eft  égil  au  quotient  -=î.  On  prouvera  de  même, 
que  a*  eft  %àl  a  -^  :  &  ainfi  du  refte. 

,  I  ^3.  Remarque.  Ce  que  je  viens  de  dire ,  (îippofe  que  ï^  puip 
lances  pofitives  ou  négatives  n'^aicnt  point  d'autres  cpëffiçîeas'  que 
Funité.  Mais  fi  elles  en  avoient  d'autres^,  ces  coëfficiens  devroîent 
refter  au  numérateur  y  tandis  que  les  puilîances  pafleroient  au  déno- 
minateur. Ainfi  pour  raidre  pofitive  la!  puiflance  %d^' ,  oh  laif&- 

roit  le  coefficient  au  numérateur  ^  ^  l'on  écriroit  A.  Car  %a^J  eft 
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la  méiiiQ  chofe  que  '%  x  4™'  :  or  à^^  eft  le  loéme  que  ;^'  donc  a  xa^f. 
C0  èacorc  Iç  même  quQ  »  X  ;J^,  ou  J. 

De  même  pour  rendre  négative  k  puiffimce  mi^  ,  on  é[;pireie  -s=;  ; 
.è  Çaufç  quçî<i*  çft  égal  à.  a.  x^^'r  ^«f^  eft-égalîi  -=r.  Par  conséquent  2 
>«  a'' eft  égal  à -=: ,  &c. 

■  I  ^4.  Corollaire  V.  Il  Aiît  encore  des  règles  que  nous  avons 
■donnôes,  quQ  fi  l'on  vjQW.k  r^eio»  quarrée <k  a,  ou  ià  racine  eu»- 

t         I  I 

tbiqtic^  ou  fa  racine  qoatriçmâ  ^  A:c;  il  faut  écrire  o^^  ^^f  ^^^  àci  ; 

'  Ae  que  par  confiâq^nt  of^  peut.fQ  paiFer  des  (îgncs  fadîa(VX  y^a^  v  it  » 

V^a^  &c«  De  même  pour  cirer  la  racine  cinquième  de  <9^i^  oto  ^ca 

#î  :  pour  marquer  la  racioe  feptieme  de  a^^  on  écrira  a^,  &c. 

16^.  Remarque.  Ce  calcul  eft  commode  non ^  feulemenc  pour 
débarralTer  des  fignes  radicaux ,  mais  encore  parce  qu'on  peut  mul- 
tiplier des  puifTances  de  di^érence  efpcce  les  unes  par  les  autres.  Car 

peur  multipliçr  a*  par  ^S  on  écrira  a^      ^  :  qu  bien  en  réduifant  les 
deux  fraâioos  en  iaêm«  dénomination  &  eo  les  ajoutant  enièmble  ^ 

on  aufaa* ,  qui  fignifie  que  ces  deux  racines  multipliées  Tune  par 
V l'autre  donnent  la  racine  fixîeme  de  la  puidance  5  de  la  granâeiir 

Calcul  dfis  expofans  dfs  puijfançes  multinomes, 

166.  Il  arrive  quelquefois  qu*au  lieu  de  faire  les  puiflances  d'un 
Inultinome  j  on  fç  contente  d^écrire  ce  myl tînome  avec  une  ligne 
par  deffus-Tjui  couvre  tous  les  termes  ;  &  à  droite  de  cette  ligne  on 
met  un  nombre  qui  marqqe  à  quelle  puidance  o^  vei^t  faire  eii- 
tçadrc  que  Iç  multinome  doit  être  élevé.  Ainfi  au  liçu  des  puiflancçs 

du  binôme  a -f*^,  on  écrit  ^  •+-  ^ ,  pour  marquer  la  première  puii- 


fance  ou  le  binôme  lui-même  ;  a  -+-^,  pour  marquer  qu'il  faut  réle- 

Tttr  au  quarré  ;  «  -^^  ^ ,  pe«r  marquer  qu*il  faut  en  faire  le  cube  ; 

^^b  y  pour  fignifier  qu'on  doit  Télever  à  la  quatrième  puiflance  j  & 
de  même  des  autres. 

1^7,  Si  l'on  exprime  donc  les  puiflances  d'un  multinome  ainfi 
que  nous  venons  de  le  dire  ;  il  elt  vifible  qu'on  peut  appliquer  à  ces 
puiîlantes  les  jegles^  à.u  calcule  des  expofâhs.  Par  exempli^  ^  pour 


mulri^îter  k  jniiflattcè  tf^l  èa  bihrtht  ^-4^3^  ^lia  |nriîftdetf 

A+'b  A\x  même  bitKMne;  on  dofc  écrire  a^b^eti  ajoutant  les  ideux 

eipofam  cnfetfable.  Ptmr  dîvifèr  la  |niiâ«nG6  a-^  h^  ^ar  la^tiTahce 

J^I  i i  «1  écrlft  &  4^^ ,^fèfcfahtJhânt  tfè  î'ttt'fidknt  «  rèïîJdîahfc  j; 

Pout élever  la  puiâancë  a-\^h  à  foh  qùa'rré ,  on  écrira  à-^b  j  en  mul- 
tipliant rexpofant  ^  de  la  puiflance ,  par  Tcxpolànt  i  aé  celle  à  la- 
quelie_on_^^  T^ver.  f^  extrait  la  radne  quàrrêè  de  la  piaf- 

fance  tf-+-3,t)n  écrira  tf-Hft  ,  ert  di^ifant  rtkpotànt ^,  par  l'expo- 
fant  X  de  la  racine. 

De  mén^e  (i  on  divife  ^  7*-  ^  par  lui-^méme  ;  on  aura  ««ju^fe»!  | 

&  fi  dn  divifè  «t  ^^  ^  pii*^»wi^iHi  aura  1^  pitiâk^>iil^itt(Vê  «uft-  9^ 

&  fî  on  divifè  a^b  par  a-^b.,  on  aura  la. puiâànce  HëgStr^ 

ll-4«.^.OCC«  ... 

fourrfeddttepiièïîriVeîa  jJtliliàtteèTftëgât^ve  vk -4^3, 'ton  àiïft 


1  >• 


■  ni  1 


!>'      \    -      ,"3. 


k  àù  îîeû  de  3  X  â  -h  ^,  on  écrira  ~  J.  M^'îs  îiiaût  ^rendîé  ^^Mc 

que  leceëmcient  3  doit  èçre  hors  de  la  ligne  écrice  fur  le  tnultihô<^ 
me;  car  alors  i'expreffion  fîgnifie  3  nfuJci^lié ^  la  puitlance  né*) 

gative  A^ b  de  tt  4^  ^  :  au  lieu  '^^SvU^é^^biXQxt  Ïôkis  ik  ligna  en 

cette fbttte  ia4-^,-  Wfa.fighifîefoit  h  ffoiflkfieé -nëgttix)* 'j ^^î^ 
du  binottreja  ^i  j  &  •{^oUtfehdtfe  (fértè  jtaifîàiice^oîîtiVé,ibrt  éti-ïW>îï/ 

^  *  *  *  '      *' 

=^  &  il  faut  bien  obièrVsr  ceci  Ceft  pdur  cette  raifon  que ,  ponr 

îtiaf^utff  que  le  coëffiefônteft  Kô«  éi  "Êgtife .  «h  wët  tôUiôûfs  le  %fié 
y  efiti-e  le  coë^deht  h  h  gràtidfeûr  qui  <?ft  îbùi  le  fig«6. 

PcMir  lendte  négative  la  poîflknce  ^  ^v^^  on  i^f^^r?^)  À^  foor 
leadre n^cîir6 4 xa^b,  otl  éerh''-A-.^^,dte. 


t 


Pom*  amrhnèf  la  «^né  trbKkihç:  dé  a  <=f>«  ^»  on éetit  à^b\139 

même  la  racine  quatrième  de  a  ^'b ,  fe  marqtîë  aînfî  a  •+-  b^à 
Si  Ton  veut  comprendre,  aiféqiçnt  k^raifon  de  tout  ceci,  îl  n^'y  a 

qu'à  prendre  une  grandeur  x,  égale  à  izHh  ^  ;  6t  alors  les  puiflances 
"de  a-i^b  feront  jc  ,  *^  j  *' ,  **,  *^^  àt ,  -Tiïfl^fqiicîlès  on  pourra 
opérer  par  le  calcul  des  expofans.  Mais  après  tddtëé^Cës  ô^éfatioti^^ 
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on  pourra  mettre  ^  +  ^  au  lieu  de  Xiôc  on  retrouvera  ce  qui  vient 
d'être  dit. 

1 6S.  Voilk  tout  ce  qu'il  y  a  de  plus  effentîel  à  favoîr  touchant  les 
opérations  de  Talgebre^  Voyons  à  préfent  quel  eft  Tufage  que  l'ana* 
ly(e  en  fait  pour  la  folution  -des  problêmes  numériques.  Nous  ver- 
rons dans  la  fuite ,  comment  on  applique  ce  même  calcul  aux  pro- 
blêmes de  h  géométrie. 


m 


CHAPITRE       VI. 

DE      V  A  N  A  L  Y  S  E. 

t€^.  On  parvient  à  la  découverte  de  la  vérité,  par  deux  fortes 
dç  voyes  ou  de  roétKodes  ,  dont  Tiinç  s'appelle  Synthèfe  j  &  l'autre 
Analyfe. 

170.  La  Synthèfe^  autrement  dite  Méthode  de  compojîtion  y  com- 
mence par  les  pnncipes  les  plus  fimples ,  &  s'élève  par  déerés  jus- 
qu'à ce  quelle  parvienne  k  la  connoidànce  de  ce  qui  fait  1  objet  de 
ia  recherche. 

lyi.L'^n^z/)^  au  contraire  fuppofe la  chofe  faîte;  &  defcendTC 
à  peu  en  examinant  toutes  les  conféquences  qui  fulvent  de  cette  lup- 
pofition  y  jufqu'à  ce  qu'elle  ait  trouvé  d'une  manière  claire  &  évi- 
dente la  vérité  qu'elle  cherchoit. 

,  172.  On  voit  par-là  que  la  fynthèfe  &  l'analyfè  différent  entre 
çlles  j  en  ce  que  Tune  commence  par  le  détail ,  &  finit  par  la  com- 
pofition  \  au  lieu  que  l'autre  defçend  de  la  compofition  au  détail» 

173.  Les  anciens  employoient  la  fynthèfe  &  1  analyfe  de  même 
que  nous  :  mais  comme  les  expreffions  dont  ils  fe  fervoient  étoienc 
particulières  &ç,  uniquement  propres  pour  chaque  queflion .  qu'ils 
vouloîent  réfoudre  y  il  étoit  rare  qu'ils  tiralTent  de  leur  analyfe  les 
conféquences  générales  que  nous  découvrons  aujourd'hui  par  Id 
moyen  des  exprèfltons  &  des  caraâéres  donc  IVL  Defèart^  nous  a 
appris  à  faire  ùfage.  -- 

174.  Quoique  la  fynthèfe  &  l'analyfe  paroiifent  fi  diflerentes  l'une 
de  l'autre  ^  cependant  leurs  principes  font  les  mêmes;  &  ces  prin- 
cipes ^  que  je  vais  rapporter  ici  ^  (ont  fi  fimples  i  qu'on  aura  peîfue  à 
croire ,  en  les  lifant^  qu'ils  aient  pu  conduire  à  la  découverte  de  t^nc 
de  heljes  vérités,  , 

Trlncipes  ou  Axiomes, 

i7«j.  Le  tout  eft  plus  grand  que  fa  partie  ^  &  il  eft  égal  à  fes  par- 
ties prifcs  enfçnible. 
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176.  Si  une  grandeur  eft  parfaitement  égale  à  une  autre^  on  peut 
prendre  indifïëremment  Tune  pour  Tautre.  Si  â==:  ^  ^  oa  peut  prendre 
a  au  lieu  de  ^  ;  &  ^  au  lieu  de  a. 

177.  Si  deux  grandeurs  ne  différent  entre  elles  que  d'une  quan-**  . 
dté  infiniment  petite  &  qu'oa  ne  peut  afligner^  ces  deux  grandeurs 
peuvent  être  dites  égales. 

178.  Ileft  impoflible  qu'une  chofe  (bit  en  même  tem^  d'une  fa- 
çon &  qu'elle  ne  le  foit  pas. 

179.  Si  deux  grandeurs  font  égales  chacune  à  une  troifîeme^  ces 
deux  grandeurs  font  égales.  Si  a  =  ^ ,  &  c  ^==^b;  donc  a^=c. 

1 80.  Si  à  deux  grandeurs  égales  on  ajoute  ou  on  retranche  des  gran- 
deurs égales  j  les  fommes  ou  les  reftes  feront  encore  des  grandeurs 
égales  :  &  fi  on  leur  ajoute  ou  fi  on  leur  retranche  des  grandeurs 
inégales,  les  fommes  ou  les  reftes  feront  inégaux. 

1 81 .  Si  on  multiplie  ou  fi  Ton  divife  deux  grandeurs  égales  par  des 
grandeurs  égales ,  les  produits  ou  les  quotiens  feront  égaux  ;  &  fi  on 
les  multiplie ,  ou  fi  on  les  divife  par  des  grandeurs  inégales,  les  pro- 
duits ou  les  quotiens  feront  inégaux. 

182.  Si  deux  grandeurs  font  égales ,  leurs  moitiés,  leurs  tiers, 
leurs  quarts,  &c,  feront  égaux;  de  même  que  leur  double ,  leur  tri- 
ple ,  leur  quadruple,  &c  ;  de  même  encore  que  leurs  quarrés ,  leurs 
cubes ,  leurs  troifiemes  pumances,  &c;  ou  leurs  racines  leconde,  xxoU 
ficme ,  quatrième ,  &c. 

De  la  nature  des  Problèmes,  ô  de  la  façon  de  les  ri  foudre 

par  ranalyfè. 

183.  Dans  les  problèmes  ou  dans  les  queflions  qu'on  propofe  à 
réfoudre  »  il  y  a  toujours  des  quantités  connues  &  des  quantités  in« 
connues  :  fi  tout  étoit  connu ,  ce  ne  feroit  plus  une  queftion  ;  &  fi 
tout  étoit  inconnu ,  ce  feroit  de  la  magie  qu'on  propoferoit.  Ces 
problèmes  peuvent  être  de  deux  efpeces  :  les  uns  fe  nomment  dcter-' 
minés  ;  parce  qu'ils  ne  foiît  fufceptibles  que  d'une  folution ,  ou  du 
moins  d  un  très-petit  nombre  ;  les  autres  fe. nomment  indéurminés  ; 
parce  qu'on  peut  les  réfoudre  d'une  infinité  de  façons. 

184.  Four  réfoudre  les  problêmes  déterminés,  voici  comme 
on  fait. 

P.  On  marque  les  grandeurs  inconnues  par  les  dernières  lettres 
de  l'alphabet  Xyyyj;6c  les  connues  par  les  premières  ajbyCydy  &c. 

IP.  On  exprime  toutes  les  conditions  du  problême  ;  ç'efl-k-dire , 
on  fait  autant  d'équations  particulières ,  que  le  problême  propofé 
XoMB  I.  N 
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renfçrme  de.  coodicions.  Car  chaque  condition  d'un  problème  eft  une 
équation^  comme  on  verra  dans  la  fuite. 

III".  S'il  y  2L  plufieurs  inconnues  ^  on  prend  la  valeur  de  l'une  de 
ces  inconnues  ^  par  le  moyen  des  équations  qu'on  a  formées;  &  l'on 
fubflitue  la  valeur  de  cette  inconnue  dans  une  autre  équation  :  c< 
qui  fait  difparoître  cette  inconnue.  On  fait  la  même  chofe  à  l'égard 
d'une  autre  inconnue  ;  s^il  en  refte  plus  d'une. 

IV^  Quand  il  ne  refle  plus  qu'une  inconnue ,  fuppofé  que  cela 
fe  puifle  ;  le  problême  eft  déterminé  :  &  en  ce  cas ,  comme  cette  in*- 
connue  fe  trouve  dans  l'un  des  membres,  &  fouvent  même  dans  tous 
les  deux  ,  mêlée  avec  des  quantités  connues  ;  on  fait  en  (brte  que 
cette  quantité  inconnue  fe  trouve  toute  feule  dans  un  membre  àç 
l'équation ,  &  que  dans  l'autre  membre  il  n'y  ait  que  des  quantités 
connues.  Alors  le  problême  eft  réfolu  :  puifque  la  quantité  inconnue 
fe  trouvant  égale  à  une  ou  plufieurs  quantités  connues,  devient  elle- 
même  connue.  Toute  la  difficulté  confifle  k  faire  en  forte  que  la 
quantité  inconnue  puifle  refier  feule  dans  un  membre  ;  ce  que  l'on 
appelle  dégager  P inconnue  \  &  nous  dirons  bientôt  de  quelle  ma- 
nière cela  fe  fait.     . 

Que  fi  on  ne  peut  pas  parvenir  à  faire  qu'il  ne  refle  qu^ine  feule 
inconnue  y  ou  fi  au  contraire  il  n'en  refte  plu$  du  tout^  le  problême 
efl  indéterminé  ^  &  Ton  en  trouvera  la  folution  par  les  voies  que  nous 
enfeignerons  dans  la  fuite.  Pour  faire  mieux  comprendre  ce  que  nous^ 
venons  de  dire  touchant  tes  problêmes  déterminés  &  indéterminés  ^ 
nous  allons  donner  un  exemple  de  chacun  d'eux* 

Problème  diète RMii^i.  On  veut  couper  le  nomhre  24  en^dcux 
parues  ^  dont  F  une  fait  triple  de  t  autre  :  quelles  font  ces  parties  / 

Sdlxjtion.  Je  nomme  a  le  nombre  24;  la  première  partie  x;  &c 
la  féconde  j^  :  à  caufe  que  ces  parties  font  inconnues.  Ôr  le  problème 
renferme  deux  conditions  :  la  prenûere  efl  que  l'un  des  nombres 
inconnus  foit  triple  de  l'autre  ^  &  par  la  féconde  ^  on  veut  que  les 
deux  nombres  pris  enfëmble  foient  égaux  a  24.. 

Pour  remplir  la  première  condition ,  je  dis  :  x=  3^  ;  &  pour  rein-« 
plir  la  féconde I  je  dis  :xt\^  yts=^a.  Mais  x  étant  égal  à  3^  ;  je  puis- 
.  mettre  3^  au  lieu  de  x ,  dans  l'équation  x  -fr-y  =  ^i  (  176  )  ;  &  par 
conféquent  3^  +^  =  a.  Je  corrige  l'exprefflon,  &  j'ai  4/  ==«,  Ainli 
leproblême  efl  déterniiné  :  puifqu'il  ne  refle  qu'une  incofinue.  Or 
cette  inconnue  n'étant  pas  feule  djms  le  prçmier  mem^^  del'^qua- 
tion,  puifqu'elle  efl  multipliée  par  4;^  je  la  dégage  en  difant  :  47  efl 
égal  à  a  :  donc  en  divifânt  ces  d.çux  grandeurs  pai  4  ^  les  quQciçns  fe- 
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ront  égaux  (  iSo  )  ;  &  là  grandeur  y  fera  feuîe  dans  le  premier  mem- 
bre ,  à  caufe  qtie  la  divifon  par  4  détruira  ce  qu'avoit  fait  la  multi- 

plîcatîon  par  4.  Aînïî  fauraiy  =  {^  a,  ou  j^»-,  &  le  problême 

fera  réfolu.  Car  mettant  24,  au  lieu  de  a  ;  j'auraîy  ="T">  ou  y  =  6  ; 

6  3jr  ou  jir  5=  3  X  ^ ,  ou  :c=  18.  Les  deux  nombreii  cherchés  fùht 
donc  ^  &  18  9  dont  la  fomme  fait  24;  &  dont  Tundes  deuX|.fkvoir 
iS,  eft  triple  de  l'autre  6. 

Problème  indi^termikiS.  Deux  hommes  ont  partagé  une Jbmme 
£écm  ^  &  la  part  de  Vun  efi  triple  de  la  part  de  t autre  :  quelles  Jant 
ces  deux  parts  / 

Solution.  Je  nomme  x  la  plus  grande  part ,  v  la.  moindre ,  & 

7  la  fomme  des  deux.  Or  par  1  uhe  des  combinailons  du  problême  y 
j  ai  X  =  3y  :  &  par  la  féconde,  j'ai  x  Hny  =  7.  Mettant  donc  3y  ^ 
au  lieu  de- a:,  dans  cette  dernière  équation;  j'ai  3y+y=:f ,  ou 
4y==?:&  comme  toutes  les  conditions  du  problême  font  rem- 
plies ,  Il  ne  m'eft  pas  poflible  de  faire  qu'il  ne  refte  qu'une  feule 
inconnue.  Par  confëquent  le  problême  eft  indéterminé  ^  c'eft^à-dire 
fufceptible  d'une  infinité,  de  folttdons  ;  &  en  effet  ^fi  je  veux  le  ré- 
foudre ,  je  n'ai  qu'à  prendre  pour  y  un  nombre  tel  que  je  voudrai , 
par  exemple  2  ;  oc  multiplier  enfuite  ce  nombre  par  4  9  ce  qui  don- 
nera 8  t=s  4^  ;  &  par  conféquent  8  fi=:f ,  c'eft-à-ifire  la  fomme  cher- 
chée fo^  89  &  Jt  étant  égal  à  3^  fera  3x2  ou  6.  Ainfi  lesxieux  parts 
(èront  1^  &  2 ,  àont  la  fomme  dft  8  :  &  dxmk  la  première  eft  le  tripfe 
de  la  féconde. 

Ce  qui  fait  que  ce  problème  efl  indéterminé ,  au  lieu  que  le  pré- 
cédent efl  détermmé  :  c'efl  que  dam  le.  p^édent  on  nous  avoît 
donné  Une  condition  de  plus  >  favoir  que  la  fomhie  de^  deux  étoit 
égale  k  24  :  ce  qui  fait  que  les  deux  portioùs  étoient  déterminées 
par  elles-même^  ^  &  qu'il  ne  nous  étoit  pas  ôet-mis  d'en  déterminer 
une»  à  notre  gré.  Mais  cette  condition  ne  vt  trouvant  ^as  dans  le 
fécond  problème  ^  il  a  fallu  néceflàirment  déccrminÊr  fane  des  gran- 
deurs j  pour  âvdit  une  fomme  déterminée  :  parce  qu'il  n'y  a  point 
de  tiôinbtiÊ  Vtl  qu'il  (bit,  qui  ajouté  avise  fon  triple^  ne  fàfTe  une 
fdrtiftie  tcftalé.  EÎîioù  H  fuît  qu'en  prenant  pour  Tune  d«s  grand^uis^ 
tantèl:  %j  lant^t  3  ^  tantôt  4 ,  &rc;  on  aura  autant  de  diifèrentes  fo- 
Iiltbbs  du  ptt>blêAie. 

185  Le  peu  db  connoifFancede  ceque  nous  venons  dédire  touchant 
les  pii9blèm<^  indéterminés^  eft  la  eaufe  de  Terreur  de  bien  des  gens^ 
qui  en  Vous  prapofâtlt  de  jfendblàbles  jfKrobilêmes^  s'ima^oent  qu'on 

Nij 
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ne  fait  pas  les  réfoudre  lorfqu'on  ne  leur  donne  pas  précifément  la 
folution  qu'ils  ont  penfée-  Par  exemple,  fi  après  avoir  répondu  à 
quelqu'un  qui  m'auroit  propofé  le  problême  indéterminé  dont  je 
viens  de  parler,  que  la  première  part  étoit  6  y  la  Xeconde  2 ,  &  la 
fomme  des  deux  8  ;  ce  quelqu'un  s'avifoit  de  me  dire  que  mafolu* 
tion  ne  vaut  rien,  parce  qu'il  auroit penfé  9  pour  la  première  part^ 
éc  3  pour  la  féconde ,  ce  qui  fait  la  fomme  1 2  ;  il  fe  tromperoit ,  en 
ce  qu'il  ne  s'appercevroit  pas  que  le  problême  étant  fufceptible  de 
pluueuï's  folutions ,  la  mienne  feroit  auflî  bonne  que  la  fienne  ;  & 
"^que  parmi  une  infinité  de  nombres  qui  peuvent  fatisfaire  à  la  quef- 
tiori  ,  je  ne  puis  trouver  ceux  qu'il  a  choifi  plutôt  que  d'autres,  que 
par  un  pur  hafard. 

* 

^Manière  de  dégager  une  inconnue  quîfe  trouve  feule  dans 

une  équation, 

i8^.  On  dégage  une  inconnue,  ou  par  l'addition ,  ou  par  la  fouf- 
traâion ,  ou  par  la  multiplication ,  ou  par  la  divifion  ,  ou  par  Télé- 

:  vation  à  quelque  puifiance ,  ou  par  l'extraâion  de  quelque  racine ,  & 

quelquefois  par  deux  ou  plufieurs  de  ces  opérations  :  c'efl  ce  que  nous 

verrons  dans  les  règles  fuivantes. 

-  187.  On  dégage  une  inconnue  par  ^^'r/an  ;  loHque  cette  in- 
connue ne  (è  trouvant  que  dansifh  feul  membre  d'une  équation ,  y 

:  eft  jointe  avec  une  grandeur  connue  négative.  Car  alors  ajoutant 
à  Tun  &  à  l'autre  membre  la  quantité  connue  avec  le^fignc  •+•,  on 
trouve  que  l'inconnue  reflie  feule  dans  te  membre  où  elle  étoit. 

Pour  dégager  l'inconnue  x  dans  l'équation  x  — r  tf = ^  /  on  ajoute 
-a  à  l'un  &  k  l'autre  membre ,  ce  qui  n^altere  pas  légalité  des  deux 
membres  (  180)  :  &  l'on  a  x  —  iî'+'tf=:^-+-a.  Et  comme  dans 

;  le  premier  membre  les  grandeurs  —  a ,  +  ^  9  fe  détruifent  par  des 
fignes  contraires  ;  l'équation  fe  réduit  à  celle-ci  x^=b^a^  dans 
laquelle  la  grandeur  x  fe  trouvant  feule  de  fon  côté ,  eft  par  confè^ 

'  quent  égale  à  la  fomme  b'+^a  àe&  grandeurs  connues  ^,  a^ . 

r      i88*  On  dégage  une  inconnue  ^zx  fanfiraSion  ;  lorfque  cette  în- 

.  connue  ne  fe  trouvant  que  dans  un  feul  membre  y  efl  jointe  à 

,  une  grandeur  connue  pofitive.  Car  alors  ajoutant  à  l'un  &  à  Tau- 
tre  membre  la  quantité  connue  avec  le  figne  —  ^  il  arrive  qu'après 
la  réduÂion  des  termes  ,  l'inconnue  x  fe  trouve  feule  de  fon  côté» 
Pour  dégager  x  dans  l'équation  jc4-a  =  ^ ,  on  retranche  a  de  part 

.  &  d'autre;  ce  qui  donne  ;ir+tf  —  ^  ==^  —  a  :  or  dans  le  premier 
membre  ^^a—^ak  détruifent  :  donc  il  refl:e  Xf=  ^  —  «- 
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189*  Remar(IUE.  On  voit  par  ces  deux  règles ,  que  fi  dans  une 
équation  on  fait  paffer  une  grandeur  d'un  membre  à  l'autre  en 
changeant  fon  figne  \  il  y  aura  toujours  égalité  entre  fes  deux  mem- 
bres. Car  dans  l'équation  x  —  a^=^b y  tu  donnant  a  de  part  &  d'au- 
tre ,  nous  avons  eu  l'équation  x^/^b-^aj  dans  laquelle  la  gran- 
deur a  a  pafTé  dans  le  lecond  membre  avec  le  figne  +  ;  au  lieu 
qu'elle  étoit  dans  le  premier  avec  le  figne  — .  De  même^  en  retranr  ^ 
chant  de  l'un  &  l'autre  membre  :r  -h  ^  =  ^ ,  la  grandeur  a  ;  nous 
avons  ca  X  ^=b  —  a  :  &  dans  cette  équation  la  grandeur  a  a  pafTé  - 
dans  le  fécond  membre  avec  le  figne  —  ;  au  lieu  qu'elle  étoit  dans 
le  premier  avec  le  figne  +. 

igo.  On  dégage  l'inconnue  par  multiplication;  lorfque  cette  in- 
connue ne  fe  trouvant  que  dans  un  des  membres  de  l'équation  y  eft 
divifée  par  une  ou  plufieurs  grandeurs  connues.  Alors  on  multiplie 
Tun  &  l'autre  membre  par  le  divifeur  ;  &  la  grandeur  inconnue  refte 
feule  de  fon  côté. 

Pour  dégager  x  dans  l'équation  -  =:^  ;  on  multiplie  de  part  & 
d'autre  par  a  ;  ce  qui  donne  -,  c=  a^  :  &  en  corrigeant  l'expreJOion 
on  ax:=iab.  De  même  pour  dégagera  dans  l^^uatîon^l^aacc; 

on  multiplie  l'un  &  l'autre  membre  par  af+  b;&c  Ton  a  ^~  œ;<ic 

4- ^c ;  &  en  corrigeant  l'expreffion  otiax=sac^bc. 

191.  On  dégage  l'inconnue  par  Jivijion  ;  îorfque  cette  inconnue 
étant  dans  un  feul  membre ,  s'y  trouve  multipliée  par  une  ou  par 
plufieurs  grandeurs.  Car  en  ce  cas,  on  divife  l'un  6c  l'autre  membre 
par  le  multiplicateur.  Dans  l'équation  ax=^bfOn  divife  les  deux 

membres  par  a;  Se  l'on  trouve  —  =-,  ou  :r  =  -.   De  même  dans 

l'équation  aX'i^bx=::e,  on  divife  l'un  &  l'autre  membre  par  a^b; 
parce  que  le  premier  terme  ax  du  premier  membre,  eft  x  multiplié  par 
ai  Scie  fécond  eft  x  multiplié  par  b  :  ce  qui  eft  la  même  chofe  que 

X  multiplié  par  a-{-b;  Se  Ton  trouve  ^^  ^^^3::i>^^^='sir* 

192.  Remarque.  II  faut  bien  prendre  garde  à  ces  expreffions 
complexes,  qui  dans  chacun  de  leurs  termes  contiennent  une  même 
grandeur.  Car  ces  exprefSons  marquent  que  cette  grandeur  a  été 
multipliée  par  toutes  les  autres.  Par  exemple ,  l'expreffion  ax'+'bx 
^cx^dxy  qui  contient  la  grandeur  x  dans  tous  fes  termes,  ihar- 

.  que  que  cette  grandeur  x  a  été  multipliée  par  a^+^b  +  c^d.  Par 
conféquent ,  fi  on  diyifoit  cette  expreffion  par  a^^b'-jrc^Jil^ 
quotient  ièroit  la  grandeur  x  toute  feule,  '     ' 


^ 


^_  i 


102    ELÉMENS  DE  MATHÉMATIQUES. 

De  même  Texpreffion  aax  -f*  i:Jx  —  Wjc  marque  <^t  la  gron- 
deur X  a  été  multipliée  pat  aa^vél^^Mi&,  que  par  conféquent , 
fi  on  divîfoît  par  aa  ^  cd — hh ,  ôti  auroft  te  au  qtioticnt.  De  même 
encore  Texpreffion  ax  -^hx-^cx^ic^  nlarque  que  la  grandeur  x 
a  été  multipliée  par  tf  4-  '^  *— •  c  4- 1  :  cat  le  tioëfficient  du  dernier  ter- 
ïtte  JKT'dft  I  ;  puiïque  x  eft  la  même  chofe  que  \x.  Si  Ttih  divifoit  donc 
pat  4  -+^  3  <^r  -4*  ï  >  on  auroit  pouîr  quotient  x. 

193.  Ota  dégage  Tittconmie  par  Vèlhaùon  à  quelque  "ûuiffanct  ; 
ïotfque  cette  inconnue  n'Aahtqûe  dans  toi  membre  de  réquation  , 
^Y  trouve  fous  un  figne  radical.  Car  alors  on  élevé  Tun  &  l'autre 
membre  à  la  puifTance  qui  a  le  même  expofant  que  la  racine.  Four 
"dégager  x  dans  Téquation  \x^==^a^  on  ékve  Tun  &  Taucre  membre 
au  quarré ,  &  Ton  a  x^==ia!'  (iBx)  :  car  V'^  par  W  x  donne  x;  puif- 
que  la  râcitie ,  en  fe  multipliant  elle-même ,  produit  le  quarré.  De 

même  pour  dégager  x  àssvs y  x^=b ,  on  élevé  Tun  &  l'autre  mem- 
bre au  cube:  &  Ton  a  Ar=^»  :  car  Vlr  par  ^x ^  donne  \xx\  & 

^xx  par  V  AT ,  donne  \/x' ,  ou  jkt. 

1 94%  Où  dégage  Tinconnue  par  Vtxtraclion  (Tune  racine  ;  lorfque 

cette  inconnue  ell  élevée  à  quelque  puifTance  dans  le  membre  où  elle 

fe  troXive  :  &  en  ce  cas  on  extrait  de  l'un  &  Vautre  membre ,  la  racine 

^du«lê|ne  de^^ue  la  puiffance.  Pour  dégagera:  dans  x"^ = a\  on  tire 

la  racine  cubique  de  part  &  d'autre  ;  &  l'on  trouve  x=  a.  De  même 

-pour  dégager  x  dans  x^^srs^àhcc^  on  tire  la  racine  quatrième  de  part  & 

d'autre  ;  &  Ton  a* = V^^cc  :  &  ^înfi  des  autres. 

19^^  Ënfi^L  on  dégage  rihdonnue  en  employant  deux  ou  plufîeuts 
de  ces  regles  :  afU(î<^  notos  l'dlôUs  montrer  p^r  quelques  exemples. 

ï°.  Pour  d^àgef  l'inconnue  dans  ax^^bx-^cd^  on  fait  palier  la 
quantité  bx  du  fécond  membre  datîs  le  premier,  «n  retranchant  bx 
de  part  &  d'autre  ;  ou  ce  qui  revient  au  même ,  ien  changeant  le 
fi^-ï-en  —  ;  &  Ton  trouve  àx  —  bx=icâ.  Ènfùîte  oh  divife  par 

a-^^b;  &c  l'on  trouve  x*»- 


IP.  Pour  déÊ^ager  l'inconnue  dans  dx=s  x^ab;  on  fait  pafler 
la  quàfttîtéjc,  ou  i;irdu  fécond  membre  dàhs  )e  premier  ;  ce  qui 
donne  dx -^ix^=»ab  :  6c  divifant  de  part  6c  d'aulrè  pair  d —  i ,  on 

.  trouve  ^=2~j. 

•      in^  Dafts  ax^dx^  ôb  ^t^àf^  ôtt  '(àk  pàflfer  cl^  du  ^rikiét  dans 
b  fecdnâ  membre  ;  ce  qui  âôtttie  Ar*+-  dx^^sif — eb  :  &  divifant 

^  enluite  de  part  &  d'autre  par  à-h^,  ofl  trouve  x^=  ^Éj  • 
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IV^.  Dans  ''^^"^^  ^  =c,  on  multiplie  de  part  &  d'gutxe  par  a^kk 
ce  qui  donne  a\x  ^dy  x^=^ac^bc  :  enfuice  on  divî£d  pat  ^-{^^ 


&  le  quotient  eft  V  ^  =  "^ij  •  ^^^  on  élevé  tout  au  quarré  ;  ce 
qui  donne  x^    ^a-^w^   • 

V^.  Dans^ — -^  ==/j  on  réduit  les  deux  frayons  du  pre- 
mier membre  au  même  dénominateur  ;  &c  Fona"*^  ^^^ — ^  s=r  y  : 

on  multiplie  départ  &c  d^autre  par^c,^  le  produit  çft  acxfx — 
S^x  =^fbc:  on  divife  tout  par  tfc  —  Syôc  le  quotient  eft  yx  =3 

j^(^^~  :  enfin  on  ékve   tout  au  quarré  ;  â^  Ton.  t^uye  jç  «99 

— -—    jL.jjLL  î  &  ainfi  des  autres. 

EXEMPLES    DE&  PROBLÊMES  DÉTERMINÉS, 

'  19^.  Problème  I.  Trois,  officiers  ont  reçu  chacun  une  ff-afifica^ 
lion  :  celle  du  fécond  efl  douhle  de  celle  du  premier  plus  6  livres  3  & 
celle  du  troifieme  ejl  triple  d^  celle  du  premier  mqinfi  i  livres  i^'  l^ 
fomme  totale  ejl  304  livres  :  quelle  efl  la  gratification^  de  chacun / 

Solution.  Te  nomme  a  la  fomme  totale  ^  &  :t  la  gratifîcatipn  dt^ 
premier,  parce  qu'elle  m'efl  inconnue.  Or^  par  la  première  çonditiop 
du  problême ,  la  gratification  du  fécond  efi  2:1;  +  6  ^  &  ce^e  dv 
troifieme  eft  3;^ —  x  par  la  féconde  condition.  Mais ,  par  la  tcoifieme/ 
les  trois  gratifications  prifes  enfemble  font  égales  à  la  grandeur  a  r 
donc  j'ai  cette  équation  x^xx-i^S+^x — 2  ==  tf  ;  &  corrigeant 
rexpreflîon ,  j'ai  6x'+'^^=za.  Je  fais  paflfer  4  du  premier  membre 
dans  le  fécond  :  ce  qui  donne  6x^=1  a- —  4.  Enfin  dlvifant  par  C/]b 

trouve  ;«:  s=a  .î^  ;&  mettant  la  valeur  de  ât^  =z^ 

Ainfi  la  gratification  du  prçmier  efl  ^0  :  &  mettant  cette  valeur 
dans  les  eicpreffions  ix^è^^ôc  ^x — z  de  la  féconde  &  de  la  troi^ 
fkme;  je  trouve  ijc*-i^  6  =  xx5o+6=:ioo-t^é  =  10^-9  féconde 
gratification;  ôc^x  —  i=3x  50 — 2=^150 — ►  2 = 1 48 , troifieme 
gratification  :  &  les  trois  nombres  ^o  ^io6y&c  148:  ^  Sont  en  elfet  la 
fomme  304. 

197.  F&OBLÊME.  Deux  homhardiers  revenant  de  lewrs  batteries  y  r^iin 
dit  à  r autre  :  fi  tu  avois  tiré  cinq  coups  de  moins  ^  &  moi^  cinq  cç>ups 
de  plus  ^jaurois  tire  deux  fois  plus  de  bombes  que  toi  ;  &  fi  tu  ayois 
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tiré  trois  coups  Je  plus  ,  &  moi  trois  de  moins  ^  jaurois  tiré  autant 
que  toi  :  on  demande  quel  ejl  le  nombre  de  coups  que  chacun  deux 
a  tire? 

Solution. Te  nomme  x  le  nombre  de  coups  que  le  premier  a  tiré;  Se 
y  le  nombre  de  coups  qu'a  tiré  le  fécond.  Or  par  la  première  condition 
du  problême ,  le  nombre  du  premier ,  augmenté  de  cinq ,  eft  double 
du  fécond  diminué  de  cinq.  Ainfi  a:  -i-  j  eft  double  dey  —  5 ,  & 
par  conféquent  multipliant^  —  5  par  2 ,  ce  qui  fait  xy —  lo ,  nous 
avons  X  4--^  s=r  oy  —  i  o  première  équation. 

Par  la  féconde  condition 

du  problême,  le  nombre  du    ar-f-'  J  =  2y  —- 10 i"«  équation, 

premier  diminué  de  trois  eft    x  —  3  =y  4-  3 2,*  équation. 

éeal  au  nombre  du  fécond  ,        , 

augmenté  de  trois  :  donc    x^iy-i^ i-valeurdeAT. 

a:  î-  3  :=y  +  3  j  féconde    ^=y-ir6  .....  1^  valeur,    • 
équation.  ^y i^-^-y^.^ 

Je  dégage  x  dans  la  pre*      y  —  i  <  5=  ^  ' 

tniere    équation   :    ce    qui       y_5^j  ----y, 

donne  jc  ««  ly  —  i^.  Je      •^  ^ 

clégage  de  même  x  dans  h    ^  =  xi  •^^  5  =«  27. 
féconde ,  &  j'ai  x  ==y  •+•  6. 

Anifi  j'ai  deux  valeurs  âcx,  ôc  par  conféquent  ces  deux  valeur! 
font  égales  entre  elles. 

Je  tais  une  équation  de  ces  deux  valeurs  de  x  :  ce  qui  donne  zy 
\ —  15  =5y  4-  6*  Je  fais  pafler  y  du  fécond  membre  dans  le  premier  ; 
&  j'aiy —  1 5 =6  :  ôç  faifant  paflêr  i  $  ^  du  premier  'membre  dans 
le  (ëcond  ;  je  trouvçy  =»  2ï# 

Je  mets  cette  valeur  dey  dans  la  valeur  y  +  ^  de  :r;  &  j'ai  x^=s 
3,1  -4*  6  a=;a  27.  Ainft  le  premier  a  tiré  27  coups ,  ôc  Fautre  21.  Et  en 
effet ,  fi  j'ajoute  5  au  prçmier ,  ce  qui  fait  32  :  &  que  je  retranche  5 
au  fécond 5  ce  qui  fait  li?;  on  voit  que  32  eft  double  de  i^  ;  &  (i  je 
retranche  3  du  premier  y  ce  qui  fera  ^4;&  que  j'ajoute  3  au  fécond, 
ce  qui  fait  aiilH  24  î  il  eft  clair  que  Içs  deux  nombres  feront  égaux. 

198.  F&OBLi^MB  m.  Trùis  Sommes  ont  dépenfé  unefomme  ^ar^ 
^nt  :  le  premier  &  le  fécond  ont  dépenfé  à  eux  deux  cinq  livres  vîtes 
que  le  troiJîeme;levreniier  &  le  troifieme  en  otu  depçnfe  à  eux  deux 
i^  déplus  quf  le  fécond;  &  le  fécond  &  le  troifieme  en  ont  dépenfé  a, 
eux  deux  2^  déplus  que  le  premier  :  quelle  ejt  la  fon^me  totale  v  Ue 
dépenfc  de  chacun  en  particulier/ 

Solution^ 


Calcul.  L'  A  N  A  L  Y  S  R  Equations  /impies.        lo^ 

Solution.  Je  nommeaTevcè/des  deux  premiers ûir  le  troifiemej 
i  l'excès  15  du  premier  &  du  troifîeme  fur  le  fécond  ;  c  J'excès  x^ 
des  deux  derniers  fur  le  premier  ;  x  la  dépenfe  du  premier  ;  y  celle 
^u  fécond  ;  &  :^  celle  du  troifîeme. . 

Par  la  première  condition ,  fi  le  troifîeme  avoît  dépenfé  ^  livres 
de  plus ,  fa  dépenfe  auroit  été  égale  à  la  dépenfe  du  premier  &  a 
celle  du  fécond  prifes  cnfemble  ;  donc  j*ai  cette  première  équatiojt^ 

'     y  =:  r  ^  a  l  & 

^Hf-y={-+-^.  .*  •-  I*"  équatioiu 

^ -*-  {  =^y-^h 1*  équation. 

l  '^y  =  Jf  H-  c 3«  équation.     , 


XH'  y=i:^  -+.  a 
faifant  le  même  rai- 
fonnement  à  Tégard 
des  deux  autres  condi- 
tions du  problême ,  je 
trouve  que  la  féconde 
ilonne    Téquation    x 

^^"Î^'J+^J  &que 
3a  troifîeme  donne 
iCelle-cî  :f-+-yï=BX-4-c 
J'ajoute  enfemble 
ices  trois  équations ,  en 
faifant  d'une  part  la 
lomme  des  trois  pre^ 
miers  membres  ;  &de 
l'autre^  Ja  fomme  dœ 
trois  féconds  membres  : 
ce  qui  ddnne  zx  •+•  ly 

^y-irx  :  &  faifant 


zx 

X 

,x 

x 

X 

zx 

X- 


y 
y 
^y 
y 

i 

l 


^y 
y 
y 

5- 

\S 

^- 

45. 


zi 
l 


îH-y-h^-. 


5.  « . ,.  ^  Dépenfe  totale* 


y 

X 

c. 


:i- 


î-  C . .  ^ . .  Dépenle  du  pFemîec 

-.1 


T^...^.  D^eniè 


a. 


-y. 

4. 


4tf. 


.  Dépenfe  du  troHîette. 

iêcond  membre  \3ans  le  premier ,  j'ai  x  -t- y  ^-^=  «4.  ^-t-  c; 
xe  qui  me  fait  voir  que  les  trois  dépenfes  enfemble,  c'eft-à-dire  là 
dépenfe  totale  eft  égale  à  la  fomme  des  trois  excès  a  -H  i  -+-  c. 

Pour  abréger,  je  fuppofe  c^^b-k-c^S;  6c  par  confèqucnt  Vér 
quation  de  la  dépenfe  totale  eft  *+y-*-  jc=a5.  Or  pour  trouver  l» 
dépenfe  du  premier  ;  je  dégage  x  ^ns  cette  équation ,  en  feifanc 
gliery  ^-  j  dans  le  fécond  membre  ;  ce  qui  donne  a:=^— y~«. 
Mais  par  la  troifîeme  équation  des  trois  premières ,  j'ai  j  -t-y  =jç 
H-  c  :  donc  —  r  —y  «= — a: — c.  Mettant  donc  ~  x  — c ,  au  iiev 
5f  TT/  "~^i. °^  l'équation  *  =«  5  —y  —  7  ;  j'ai  :c=5—  *—  c- 
«c  tailant  pafler  x ,  du  fécond  membre  dans  le  premier  ;  je  trouve 

^^.'^TT^'^  divifant  tout  par  a,  j'ai  «nfio  :c=3i5--|^, 
i^m  eft  la  dépenfe  du  premier, 

ToMB  L  O 
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Pour  trouver  celle  du  fécond ,  je  prends  encore  Téquacion  x-i^y 
•+•^=5  de  la  dépenfe  totale:  j'en  dégage  Tinconnuey;  ce  qui 
dônne^  =  5 — x  —  ^.  Mais  par  la  féconde  équation  des  trois  pre- 
mières. ,  i*ai  xrh*  i  =y  +  ^,  ou  —  X  —  :|r  =  — y  —  ^.  Mettant 
donc  — y  —  A ,  au  lieu  de  —  x  —  ^y  dans  Téquation  y==S  —  x 
*—  l  y  j'aiy  =  S  — y  —  è  :  &c  faifant  paffer  y ,  du  fécond  raeirjbrc 
dans  le  premier ,  je  trouve  2y  =  S  —  ^  ;  &  divifant  tout  par  2 ,  j'ai 
y  =  Y  o  —  ^à  dépenfè  du  fécond. 

Pour  trouver  celle  du  troifieme ,  je  prends  encore  Téquation  X'+* 
^H[-;f=5  de  la  dépenfe  totale:  je  dégage  i^,  ce  qui  donne:[  =  5 
•— \r — y.  Mais  par  la  première  équation  des  trois  premières,  j'ai  x 
-4^jy  =  j  -+-  ^ ,  ou  —  a;  — y  =  —  :f  —  a.  Mettant  donc  la  vakur 
'— j  —  a,  de — X — ^y,  dans  Téquation  l==S — x — y;j'ai:[=3^ 
S — ^ — a  :  &  faifant  paffer  :^, du  fécond  membre dans.le  premier, 
je  trouve  2{  =  5 — a  ;  &  le  tout  dlvifé  par  2 ,  donne  { ==  ^vS — -^a 
dépenfe  du  troifieme. 

Je  mets  les  valeurs  des  lettres  UyB  yCy  dans  l'équation  de  la  fomme 
totale ,  &  dans  celles  des  dépenfes  particulières  ;  &  je  trouve  que  la 
dépenfe  totale  eft  45  :  que  celle  du  premier  eft  2X  r —  i  ^\  ;  c'eft-k- 
dire  10  :  que  celle  du  fécond  eft  22  -7  —  7  y  ;  c'eft-à-dire  1 5  :  &  que 
celle  du  troifieme  eft  22  t —  ^tj  c'eft-à-dire  20.  Et  il  elt  aifé  de 
voir  que  ces  trois  nombres  10,15  ,  2a,  rempliffent  les  conditions 
du  problème.  Car  la  fomme  25  des  deux  premiers,  furpaffe  le  troi- 
fieme de  5  :  la  fomme  30  du  premier  &  du  troifieme ,  furpaffe  le  fé- 
cond de  1 5  ;  &  la  fomme  3  5  des  deux  derniers ,  furpaffe  le  premier 
de  25  :  ce  qui  étoit  propôfé. 

i^^.'PROBLÈyLEl.V.  JDeux  JblJats  ont  tué  80  hommes  dans  une 
bataille  i  &  Cun  des  deux  en  a  tué  20  pUis  que  t  autre  ;  combien  cha^ 
cun  en  a^t-il  tué  / 

Solution.  Je  nomme tflafomme8o;^la différence  20;  :r  le  nom- 
bre d'hommes  que  le  premier  a  tués,  que  je  fuppofe  être  le  plus 

grand;  &^le nombre     ^_j.^  =  ^ i- équation. 

xi  hommes  qui  ont  été  i?=^_, ler.  valeur  de  *, 

tues  par  1  autre  ;  donc    ^^^^â..) x<  équation. 

■*"+"î==f-   li'^^ï^tt  A;  =  âf-f-7......  2«valeurdeA:. 

:plus|gratidjeretranche  ^ 

le  moindre,  ce  qui  fait  à — ^=!</+;j. 

X  —  {  ;  ce  refte  fera  a —  d=  i:^. 

:égal  à  la  .différence  d,'  ^a  —  i  d=  ç. 

&  par  conféquent  *        -;v=<^-j-^,3=i'«/4-7Vt— Y<^=Ya 

—  {  =  </. 


\ 
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J'ai  donc  deux  équations  :c4-:[  =  a,  ôcjc  —  i^=»d.  Je  dégage  x 
dans  la  première  :  ce  qui  donne  x  =  a  —  ^^  première  valeur  de  x^  . 

Je  dégage  de  même  x  dans  la  féconde  équation;  &  j'ai  x  =  ^Hh{ 
Ceconde  valeur  dcx.     ' 

Je  fais  une  équation  de  ces  deux  valeurs  de  :t;  ce  qui  donne  a  — ^ 
j  =5 1/  -f-  7  ;  &  raifant  pafler  j ,  du  premier  membre  dans  le  fécond  ; 
&cd,  du  lecond  dans  le  premier  ;  j'ai  a  — 1/=  2{  :  &  divifant  tout 
par  X ,  je  trouve  7  a  —  -^  ^  =  ^  ;  c'eft-k-dire  le  plus  petit  nombre  eft 
égal  à  la  moitié  de  la  (btnme  ^  moins  la  moitié  de  la  différence. 

Je  mets  cette  valeur  de  r  dans  la  féconde  valeur  de  x ,  qui  eft  x 

'    :'eft.l    " 


^+{;&  je  trouve  :r=^+ 7  tf  — -f  ^=7^ •+-T^:c'eft-à-dirc 
Ip  j>lus  grand  nombre  eft  égal  à  la  moitié  de  la  fomme  >  plus  la  moi- 
tié de  la  différence. 

Mettant  donc  les  valeurs  de  a  &:  de  ^,  je  trouve  i  s=y  a  —  -j-  ^=* 
4.0  — 10  =  30;  &  jif=7a-+--7^  =  40-+-10  ==  50  :  &  ces  deux 
nombres  30  Ôc  50  font  enfèrnble  80  ;  âc  la  différence  du  grand  au 
petit  eft  20  :  ce  qui  étpit  propofë^ 

Or  comme  les  lettres  a  ôc  h  peuvent  fîgnifier  tel  autre  nombre 
que  l'on  voudra ,  il  eft  vifible  que  la  folution  que  l'on  vient  de  trou^ 
ver  eft  générale ,  &  que  par  conféquent  on  en  peut  tirer  la  rcgle  011 
le  ^éor^me  Suivant. 

aoo.  ThiSorême  tiré  de  Texemple  précédent.  La  fomme  de  deux 
candeurs  kant  cannue^&  leur  différence  aujp.;la  moitié  de  la  fomme  \^ 
plus  la  moitié  de  la  différence  ^efi  égale  à  la  plus  grande;  &  la  moi^ 
tié  de  Ja  fomme  j  moins  la  moitié  de  la  différence  y  ejiégaleà  ù 
moindre. 

201.  U  eft  clair  que  fi  dans  la  folution  des  problèmes  on  met  tou<* 
|ours  les  lettres  a ,  b  y  Cj  &c,  au  lieu  des  grandeurs  connues  ;  les  for 
lutions  que  Ton  trouvera  feront  toujours  des. théorèmes  généraux 
pour  ces  fortes  de  cas  :  comme  on  vient  de  le  voir.  Et  voilà  quel  eft 
l'avantage  de  l'analyfe  d'aujourd'hui  fur  celle  des  anciens ,  qui  faute 
d'avoir  des  expreffions  générales  pour  marquer  les  grandeurs  connues 
<&  les  grandeurs  inconnues  j  ne  trouvoient  jamais  que  des  folutions 
particulières  pour  les  cas  particuliers  qu'ils  avoient  à  réfoudre:  ce 
qui  les  obligéoit  de  recommencer  de  nouveau,  lorique  les  grandeurs 
«comprifes  dans  un  problême  n'étoient  pas  précifëmënt  les  mêmes 
•qui  le  trouvoient  comprifes  dans  un  autre  problême  de  même  efpece« 
De  plus>  il  arrive  fouvent  qu'un  théorème  découvert  par  notre  mé- 
thode y  nous  conduit  avec  facilité  à  la  découverte  d'une  infinité  de 
problèmes  qui  ae  (broient  pas  aifés  à  réloudre  fans  ce  (êcours  :  c'eft 
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ce  qu'on  va  voir  dans  l'exemple  fuivant^  où  nous  allons  mettre  en^ 
uiàge  le  théorème  précédent. 

•  20Z.  PROBtâME  V.  Deuxjotuurs  ont  gagné  une  Comme  d*écîis  :  le 
gain  du  premier  multiplié  par  le  gain  £i  fécond  fait  o6\  &  (î  ton: 
fait  les  quarrés  des  deux  gains ,  ces  deux  quarrés  ajoutes  enfembUfc* 
font  xoo  ;  quel  ejl  le  gain  de  chacun  d!eux  / 


Solution.  Comme. 
je  ne  connois  ni  la 
ibmme  gagnée ,  ni  la 
difFérence  des  deux 
gains  \  je  nomme  la 
iomme  gagnée  2x, 
&  la  diff<^ence  des 
deux  gains  2{;  &  je 
me  fers  de  cesexpref^ 
fions  y  afin  de  pour- 
voir prendre  la  moi- 
tié de  la  fbmme  &  la 
tmMtié  de  la  diffé- 
rence fans  fraâion. 
Je  nomme  auflî  le 
produit  96  des  deux 
gains  ^  ^  &  la  fomme. 
ao8  des  quarrés  h. 

Par  le  théorème 
précédent  le  gain  du^ 
premier  eft  Ar-+-{  ;  & 
xelui  du  fécond  eft  x 
{.  Or  par  la  pre- 


af  H-:[.  Gain  du  premier- 
X  —  {.  Gain  du.  fécond. 


m  m 


XX 


XI 


Ur 


tt 


XX 
XX 
XX 

XX 


—  {{.  Produit  des  deux'gains. 
:^:j^  ss=3  tf         I  «"•«  équation . 
xjc:[ -!-{{.  Quatre  du  premier  gain, 
xoc^  •+-  {{.  Quarré  du  fécond* 


%xx 

xxs=^a 
h 

XX=i-' 


2{{  =  ^  2*  équation.. 
^:[.       I*"  valeur  de  xx.^ 

{{..      2*  valeur  de  xx.^ 


II- 


a. 


\a. 


x/T-i 


XX 


X. 


,  h 

a  •+•- 
^  4 


a.  Gain  du  premier.. 
""4 


•j*  am^ 


V  "  +  T  ^  Gain  du  fécond. 


fi 


miere  condition  du  problème^  le  produit  de  ces  deux  gains  multipliés* 
Tun  par  l'autre  efl  égal  à  96  c=  a  :  faifant  donc  ce  produit  j'ai  xx 

é  fais  les  quarrés-  des  deux  gains;;  &  les  ajoutant  enfèmble ,  la'- 
-fbmme  efl  ijxx  Hh  '^l^  y  laquelle  efl  égale  à  208  s=  b  par  la  féconde 
condition  du  problème. 

Je  prends  dans  la  première  ëquatipn*  là  valeur  de  xx  ^  en  faifant 
palier  ^ j  dans  le  fécond  membre  j  •&  j^ai  xx=:i  a  -4-  ^7.  Je  prends  de 
tnême  la  valçur  de  xx  dans  la  fecdnde  équation  ^  en  raifant  d'abord 
palTer  2{:[.dans  le  fécond  membre  ;  Ce  qui  donne  ixx==i  b  —  277  j  & 

je  divife  ehfuite  Je  tout  par  2^  ce  qui  donne  xx^ 


i. 


-^î' 
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Je  fais  une  équation  de  ces  deux  valeurs  de  xx\&c  j'ai  ^  +  {{ 
s=  -|-  A  —  îî-  ^^  f^^^  paflcr  :^:^ ,  du  fécond  membre  dans  le  premier  ; 
&  ^  ^  du  premier  dans  le  fécond  ;  &  je  trouve  2{{  =  \  b — a  :  &  divi- 

fant  tout  par  2,fai{:f  =  -—7^5.  Enfin  tirant  la  racine  quarréed& 

part  &  d'autre,  je  trouve  j  =  y ^a. 

Je  mets  la  valeur  -  -*-  7  a  de  {^,  dans  la  première  valeur  de  xx  qui 


cft  XX  =5  (i-i^ll i  &  j*ai  :r:c  =  a-l t ^  •  &  corrigeant  Texpref 

£on  y  je  trouve  xx  -f*  -  +  7  a  :  &  tirant  la  racine  quarrée  de  part  & 

d'autre:,  j*ai  :i?= V  -  *4-  f  ^• 

Je  mets  les  valeurs  de  a  ôcB  dans  les  valeurs  trouvées  de  x&i^i 
êc  je  trouve:g  =  V^-^— ^e»\/^2>--48'=  V4=x  :  &xr= 
y  i^-l^î^T—,  v^^  2  -4-  48=  \/  100  =  10.  Doncle premier  gain  x 
^-:5^=?io-|-x  =  i2;  &  le  fécond  x  —  :j^=io-—  2  =  8.  Et  il  eft 
clair  que  ces  deux  gains  12  &  8  ^  multipliés  Tun  par  l'autre,  font 
^6  ;  &  que  leurs  quarrés  144  &  64,  ajoutés  enfemble  font  %o8  :  ce 
qui  étoitpropofé^ 

X03.  On  trouvera  grand  nombre  d'autres  exemples  de  problêmes^ 
déterminés  dans  les  chapitres  fuivans  :  c'eft  pourquoi  je  n'en  dirai 
pas  davantage  pour  le  préfent ,  de  peur  d'être  trop  long. 

ÉQUATIONS  COMPOSÉES  QUI  NÉ  CONTIENNENT  QU'UNE 

îKfCnNNUE. 


204.  On  nomme  Equaùons  compofées  y  toutes  les  équationis  ou- 
l^înconnue  fe  trouve  élevée  à  différens  degrés  dans  deux  ou  plufieurs 
termes,  xx  -V-  ax  =à.bc  eft  une  équation  compofée  :  parce  que  Tin- 
connue  eft  au  fécond  degré  dans  un  terme  &  au-  premier  dans  un' 
autre.  De  même  x^  -^ax-jrbx^si  abb  eft  une  équation  compofée  ; 
&  ainfi  des  autres* 

20  <.  Toute  équation  compofée  prend  le  nom  du  plus  haut  de*- 
gré  ou  l'inconnue  fe  trouve  dans  quelqu'un  de  fes  termes.  X«'équa- 
tion  XX  H-  ^tr  =:  ^c ,  eft  du  fécond  degré  :  parce  que  le  plus  haut - 
degré  où  l'inconnue  x  fè  trouve ,  eft  le  fécond  :  Téquation  x* '+  ax^ 
^bxsssi  abb ,  eft  4u  troifîeme  dezré ,  &c. 

2o6.  Il  n'eft  paspoffible  dans  les  équations  compofées,  de  faire 
'  que  l'inconnue  le  trouve  feule  dans  un  membre  de  l'équation  &"au* 
premier  degré,  en  n'employant  que  les  moyens  dont  nous  nous  fom* 
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mes  (èrvis  pour  ii:s  équations  limpics.  Qu  on  raiiê  palier  d'un  nuem- 
bre  à  l'autre ,  qu'on  multiplie ,  qu'on  divife ,  qu'on  élevé  à  des  puif- 
fances  plus  élevées,  ou  qu'on  tire  des  racines,  tant  qu'on  voudra  ;  on 
n'y  parviendra  jamais  :  amfi  qu'on  pourra  le  voir ,  fi  on  veut  en  faire 
l'expérience.  C'eft  pourquoi  il  a  fallu  nécelFaîrement  chercher  d'au- 
tres méthodes  ,  pour  réfoudre  ces  équations, 

207.  Une  Equation  compofée  cfl  dire  ordonnée ,  quand  elle  com- 
mence par  le  plus  haut  degré  de  l'inconnue  ;  &c  que  les  autres  de- 
grés vont  par  ordre  dans  les  termes  fui  vans,  .x-^  -+-  ^:t*  H-  ccx^-+-  d  x 
=fgg  eft  une  équation  ordonnée  ;  &  elle  ceffcroit  de  Têtre,  fi  l'on 
dérangeoit  quelqu'un  de  fes  termes.  Mais  fi  quelqu'un  de  fes  ter- 
mes manquoit  comme  dans  ;ir*-+-  aax^  -+- èccx  ^=  f^ y  où  le  fécond 
terme  qui  devroit  contenir  x^  manque,  elle  ne  cefleroit  pas  d'être 
ordonnée  .3  pourvu  qije  les  autres  çerniçs  fuffent  écrits  félon  leurs 
rangs. 

208.  Il  arrî  w  fouvent  qu'après  avoir  ordonné  une  équation ,  on 
fait  pafTer  dans  le  premier  membre  toutes  les  grandeurs  qui  font 
dans  le  fécond  ;  &  alors  le  fécond  membre  devient  égal  à  zéro  :  ce 
que  l'on  fait  pour  pouvoir  réfoudre  plus  aifément  l'équation.  AinG 
au  lieu  de  i>  H--a^:^-+-  bbi[  =  c€ciy  on  écrit  {^  Hh^^îH^^^f  *^  ccdt=  o. 

209.  La  précaution  commune  dont  on  fe  fert  dans  les  difFércnteis 
méthodes  que  l'on  emploie  pour  réfbudrç  Içs  équations  compofées  , 
éft  de  faire  en  forte  que  la  plus  haute  pgiffance  de  Tinconnue  ne  foie 
ni  multipliée  ni  divifée  par  quelqu'autrc  grandeur.  C'eft  pourquoi , 
fi  l'équation  eft  axx-Jf  ^hx  =  dd;  on  divife  tout  par  a  :  afin  d^a- 

voir  l'équation  xx  -+-—  =  — ^  dans  laquelle  la  puiflance  xx  n'cft 
pi  multipliée  ni  .divifée  par  aucune  autre  grandeur.  De  même,  fi  l'é- 
quation eft  —  •+-  ibx  ?==  dd;  on  multiplie  tout  par  a  :  pour  avoir  l'é- 
quation XX  -+^  laix-r^add;  &  ainfi  des  autres. 

210.  On  nomme  grandeur  imaginaire ^  une  grandeur  qgi  eft  im* 

poiïîble.  Par  exemple  la  grandeur  \/- — a  eft  imaginaire  :  parce 
qjLi'il  n'eft  pas  polTible  de  trouver  une  grandeur  réelle,  com m enfu- 
rable  pu  incommçnfurabje  ,  qui  puifle  produire  le  quarré  —  a.  Car 
la  racine  de  ce  quarré  auroît  ou  le  figne  -+- ,  ou  le  figne  —  :  or  fi 
elle  avoit  le  figne  -+-,  die  produiroît-f-^  au  lieu  de  —  ^,  en  fe  mul- 
tipliant elle-même  ;  puifquç  -+-  par  -h  dopne  -H  :  &  fi  elle  avoir  le 
figne  — , ellç  produroit  auffi -+- tf , au  lieu  de  —  a;  puîfquei—  par  -^ 

.donnç  -f-^  Ainfi  toutes  les  fois  que  foqs  le  figne  radical  V  ,  ou  y  ,  il 
fe  trouve  uije  grandeur  négative  ;  cette  racine  eft  imaginaire. 

Qn  4oit  dire  la  même-chofe  de  tous  les  fignes  radicaux  dont  Tex- 
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pofanc  eft  un  nombre  pair  ;  &  dont  la  grandeur  qui  eft  fous  le  figne, 

efl:  Une  grandeur  négariVe.  Par  exemple  V — tf,  eft  une  grandeur 
imaginaire.  Car  fi  •*-  ^  étoit  une  quatrième  puiffance  poffible ,  fa  ra- 
cine auroit  faqs  doute  ou  le  figne-H,  ou  lefigne— ^.Si  elle  avoir 
le  figue  -f-;  il  eft  fur  qu'en  fe  multipliant  trois  Foi^  fuccefSvement , 
elle  dorïneroit  -+^tf  au  lieu  de— 'i  poUr  fa  quatrième  puiffance.  Et  ïi 
elle  avoît  le  figne  —  ;  elle  donneroit  d^abord  pour  le  produit  de  fa 
première  multiplication ,  le  figne H-^;  à  caufe  que — par  —  donne  -+-  : 
ainfi  fon  quarré  auroit  le  figne  -h.  Or  ce  quarré  multiplié  par  fa  ra- 
cine donneroit  —  au  produit  ;  puifque  -4-  par  —  donne  —  :  &  par 
conféquent  le  cube  de  la  racine  auroit  le  figne  — .  Enfin  ce  cube , 
multiplié  par  la  racine ,  donneroit  -H  au  produit  :  ainfi  k  quatrième 
puiffance  de  la  racine  feroit  4-  a  au  lieu  de  — •  a. 

Mais  fi  le  figne  radical  avoir  un  expofant  impair,  &  que  la  gran- 
deur qui  eft  fous  le  figne  eût  le  figne  —  ;  cette  racine  feroit  faujfe  ^ 
mais  elle  ne  feroit  pas  impoffible.  Car  nous  venons  de  voir  qu  une 
racine  négative ,  élevée  au  cube  ,  donne  un  cube  négatif  :  &  il  eft 
aifé  de  prouver  que  fi  on  Télevoit  à  la  cinquième  f)uiffance ,  à  la 
feptieme ,  &c  ;  ces  puiffances  feroient  des  grandeurs  négatives ,  mais 
non  pas  imaginaires. 

211.  Dans  toutes  les  équations  compofées,  t  inconnue  a  autant 
de  valeurs  <jïie  t  équation  de  degrés  ;  ce  que  nous  expliquerons  bien-* 
tôt ,  en  examinant  les  formations  de  ces  équations  ;  &  ces  valeurs 
font  ou  toutes  pofitives ,  ou  toutes  négatives ,  ou  les  unes  réelles 
&  les  autres  négatives,  commenfurables  ou  incommenfurables ,  ou 
enfin  les  unes  négatives  ou  pofitives ,  &  les  autres  imaginaires  :  & 
dans  tous  ces  cas  le  problême  peut  toujours  être  bien  propofé  ;  puif- 
qu'il  y  a  toujours  quelque  valeur  de  x  qui  eft  une  grandeur  poffible. 
Mais  fi  X  n'avoit  que  des  valeurs  imaginaires  ;  le  problême  renfcr- 
meroitune  manifefte  contradiâion.  Il  arrive  fouvent  que  parmi  les 
différentes  valeurs  de  jc,  il  s^en  trouve  ou  quelques-unes  d'égales ,  ou 
que  quelquefois  toutes  le  font. 

FORMATION  DES  ÈQUAriOSS  COMPOSÉES. 

21 2.,  Je  fuppofe  d'une  part  x  =>z  ;  cSc    .         x  —  <z  =  o 
de  Tautre  x^=^b  y  &l  dans  ces  deux  égali-  x  —  b=^o 

tés ,  je  fais  paffer  dans  le  premier  membre      a    'ZZ      TJ'TT/      T" 

la  grandeur  qui  eit  dans  le  lecond  :  ce  qui  / 

me  donne  x  —  a=  o\  &i  x  —  b  —  o.  Je 

multiplie  ces  deux  équations  Tune  par  l'autre  ;  c'cft-à-dire  le  premier 
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membre  de  Tune  par  le  premier  membre  de  Tautre ,  &c  le  fécond  par 
le  fécond  :  ce  qui  me  donne  Téquacion  A  qu^on  voit  ici ,  dont  les 
deux  produifans  font  x — a=o\6cx  —  b  =  o.  Ainli  pour  décom- 
pofer  cette  équation ,  il  eft  vifible  qu*il  faut  retrouver  les  deux  pro- 
duifans X  —  tf=o;&^-^^  =  G  ;  par  le  moyen  defquels  on  trou- 
vera aifément  que  les  valeurs  de  x  étant  a&cù^  cette  in.connue  a  par 
conféquent  autant  de  valeurs  que  l'équation  a  de  degrés. 

213.  Les  produifans  d'une  équation  compofée  fe  nomment  racines 
de  P équation  :  foit  qu'ils  foient  égaux ,  ou  qu'ils  xie  le  foient  pas^ 
Ainfi  quand  on  dit  tirer  les  racines  (Tune  équation,^  ç'eft  trçuver  les 
différentes  grandeurs  qui  l'ont  produite. 

214.  Il  raut  obferveir  qui  fî  dans  ;une  équation  compofée,  il  fe 
trouve  plufîeurs  termes  dans  lefquels  l'inconnue  foit  à  un  même 
degré ,  ces  termes  n'en  font  qu'un ,  &  on  les  écrit  les  uns  fous  les 
autres.  Dans  l'équatipn  A,  les  termes  1—  tfjc  —  ^jc  ne  font  qu'un  feul 
:terme. 

2 1  ^ .  Si  j'avois  fuppofé  jc«=5tf,&jr=—- ^,&  q\/après  avoir  fait 
paiTer  les  termes  des  féconds  membres  dans  les  premiers ,  ce  qui  au«- 
roit  donné  x  —  arzz  o,  &:rH-^  =  o,  feufle  enfuite  multiplié  ces 
jieux  équations  l'une  par  l'autre  ;  il  eft  vifible  que  l'équation  comr 
pofée  qui  en  feroit  provenue,  auroit  eu  pour  produifans  :r — a  =  o  , 
qui  eft  une  grandeur  pofitive,  puifqu'clle  donne  x^=,a\  ôc  x-i-b 
;=  o , qui  efl:  uue grandeur  négative.  De  même  fî  j'avois  fait  x= —  a^ 
Se  x=^—r  b i  l'équation  compofée  qui  en  feroic  provenue  auroit  eu 

4eux  racines  négatives.  Enfin  fi  j'avois  fuppofe  x=^\  —  b^&c  x^=a^ 
l'équation  compofée  auroit  eu  une  racine  imaginaire  &  une  pofitîvp  : 
^e  qui  peut  fe  combiner  de  plufieurs  autres  façons. 
2i6«  ]!4aintenant  je  ûippofe  ^ 


a^x^==^byX=:ci  &cntran(^ 
pofant,  j'ai  x  —  tf  =  ojjc  —  b 
5=o  \x  —  c  =s  G.  Et  multipliant 
ces  équations  les  unes  par  les 
autres,  le  produit  eft  l'équa- 
tion  B  du  trbifîeme  degré ,  dont    g^  x^ -.  ax^  ^  abx -^  ahç  :^  o 


X^ 
X- 

-b—o 

XX- 

1 

-ax'irab  = 
-bx 

=0 

X  — 

-<:=!0 

les  racines  font  a:  — r  ^  =  o  ;  Jc       '  i^^  1   ^^^ 

f  \    Q  — ox^'^acx 

ZrT °i  ^^  -^  7=  o .:  &  par  _  ^^^      ^^^ 

co.nlequent  cette  equanon  a  aur 

tans  de  racines  qu'elle  a  de  degrés.  Il  eft  évident  que  ces  racines 
peuvent  varier  félon  que  je  fuppoferai  jc  égal  à  des  grandeurs,  les 
unes  négatives ,  les  autres  pofitives ,  &  les  autres  imaginaires. 
Suppofons  encore  AT  —  a  =  o^  x^rzb=iO;x--^Cr=i  o'^ôcx  —  d 
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=  0  :  Je  multiplie  ces 
quatre  équations  les 
unes  par  les  autres  :  le 
produit  elVréquation 
D  du  quatrième  degré , 
dont  les  racines  lont 
X  — a  «=o  ;  :r  —  ^ 
î=o;  X — c  =  o;  & 

217.  Ce  qu'il  faut 
obferver  dans  la  for- 
mation des  ces  équa- 
tions, c^eft, 

I*.  Que  le  coefficient 
du  fécond  terme  eft 
toujours  égal  klafom- 
me  des  racines  de  Fé- 
quation.  Ainfî  dans  Fé- 
quation  A  ^  le  coëffi- 
cientdufccond  terme  - 


«V* 


«i» 


X 

X* 


a 
b 


o 
o 


XX 


ax 
bx 


ab 


x^ 


ax^ 
bx"- 
cx^ 


-h  ahx  —  ifbc=i  o 
acx 
cbx 


D.  x"^ 


ax^ 
bx^ 
cx^ 
dx^ 


ahx^ 
acx^ 
cbx^  ' 
adx^ 
bdx"- 
cdx^ 


'  dbcx  4^  abcd^sso^ 
abdx 
acdx 
'  cbdx 


ax — bxj  eft  la  (bmme  tf  •+•  b  des  racines  a^  b  ; 
de  Téquation.  De  même  dans  l'équation  B,  le  coefficient  du  fécond 
terme  — - ax^  —  bx^ -Hcjr:* ,  eft  la  fomme  a-^b^c  dès  trois  raci- 
nes a,  by  c.  On  peut  obferver  la  même  chofe  dans  Téquation  D,  & 
dans  les  équations  des  degrés  plus  élevés. 

n^.  Que  dans  les  équations  qui  ont  plus  de  trois  termes,  comme 
réquation  B  &  Téquatioh  D ,  le  coefficient  du  rroifieme  terme  conl- 
prend  les  produits  des  racines  multipliées  deux  à  deux  de  toutes  les 
façons  qu'elles  peuvent  fè  multiplier.  Par  exemple  dans  Téquation 
B,  dont  les  trois  racines  font  a^  b  y  c  ;  le  coefficient  ab^aC'+^cb 
du  rroifieme  terme  ,  comprend  les  produits  des  trois  racines  mul- 
tipliées deux  à  deux;  &  la  même  chofe. peut  s'obferver  dans  Té*- 
quation  D. 

m*.  Que  dans  les  équations  qui  ont  plus  de  quatre  termes; 
comme  l'équation  D  ^  le  coefficient  du  quatrième  terme  contient 
les  produits  abc  y  abdy  acd^  cbd^  des  quatre  racines  multipliées  trois 
à  trois  :  &  on  trouveroit  de  même  que  fi  Téquation  avoit  plus  de 
cinq  termes  9  le  coefficient  du  cinquième  terme  contiendroit  les 
produits  des  racines  multipliées  quatre  k  quatre,  &  ainfi  de  fuite. 

IV^.  Enfin  j  que  dans  toutes  les  équations  ;  le  dernier  terme  eft 
une  quantité  toute  connue ,  qui  eft  le  produit  de  toutes  les  racines. 
Ainfi  dans  l'équation  A,  le  dernier  terme ^z^  eft  le  produit  des  deux 
Tome  I.  P 
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racines  a^b:  dans  Téquation  B,  le  dernier  terme  xibc  efl:  le  produit  des 
trois  racines  ^^  ^^  c;  &  de  même  des  autres.. 

218.  Or  delà  il  fuit  que  fi  le  fécond  terme  manque  dans  une  équa-  - 
tion  ;   il  faut  néce0airement  qu'il.y  aie  des  racines  pofitives  &  des 
racines  négatives  qui  s'entre-détruilent,  .&  qui  par  conféquent  ren-  - 
dent  le  fécond  terme  égal  à  zéro.  De  même ,.  11  le  troifîeme  terme 
manque  dans  celles  qui  ont  plus  de  trois  termes  ^  il  faut  qu'il  y  ait 
àts  'produits  des  racines^  négatifs  y. &  d'autres  produits  pontifs ,  qui: 
s'entre-détruifent  ;.&  la  même  chofè  doit  (e.dire  des  autres  équa- 
tions plus  élevées ,  où  iLmanqueroit  quelques  termes. . 

210.  M.  Defcàrtes  a.obfêrvé  j  l^que  fi  toutes  les  racines  d'unes 
équation  font  pofitives  4  lés  termes  de  Téquation  ont  alternative^ 


nient  lefigne  -+•  &  le  figne  — :  comme  on  le.  voit  dans  les  trois  équa- 
tions ci-deffu?  A,  B,  D.  2^  Que  fi  elles  font  toutes  négatives^^  tous  : 
les  termes  auront  le  fignc  -4-  •  ce  qui  eft  évident  :  puitque  tous  les 
produifans  auront  le  figne  -H.-  3^.  Enfin ,  que  /il  s'en  trouve  de  né- 
gatives &  de  pofitives  :  tous  les  termes  de  l'équation  n'auront  pas- 
alternativement  le  figne  H-  &  le  figne — :  mais  que  cette  alterna- 
tive fera  interrompue  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  racines  négatives  :: 
&  delà  on  peut  connoître  aifément  combien  il  y  a  de  racines  pofiti-  - 
Ves  &  de  négatives  dans  une  équation.^ 

Ce  que  M.  Defeartes  affure  ici,  peut  fe  démontrer  aïfément  ;  fi  Ton 
ytxxt  fe  donner  la  peine  de  mettre  dans  les  produifans ,  des  chiffres  au  ^: 
lieu  des  grandeurs  connues.*  Suppofon&^  par  exemple ,  <r- —  2  ^=  a,,, 
X, —  3  =bo,;c -1-4=5=0:  le  produit, 
de  ces  trois  éouations  fera  une  équa^^       x —  2=0  ' 
tion  du  troinertie  degré ,  dans  la^       x  —  3  =  0 

quelle  l'expreffion  étant  corrigée ,  ;,;^_  2;^  ^  g  =,  o.  J 

on  ^urajc?  —  ixx — i4Jc-f-x4=Oc        

Or.  l'ordre  alternatif  des  figjaes  eft    1—  -^ ► 

ici  interrompu  une  fois  ;  donc  il  y  a  ^ H-  4=  o 

une  racine  Xîégative  &  les  deux  au-     Tr       a^*..^    a^^j^^a \  r^  ^ 

trfisiont  politives.  Et  en  eftet  jc  -f-  4  ^^   ^^  -^  8x 

==  o  eft.  négative  ;  puifqu'elle  donne         ^2^xx i  ix 

^.=  — '  4  •  ^  Jes  deux  autres  x —  %  ^                  ._— __ 

==0,  X  —  3=50,  fpnt  pofitives;  à  x^  —  ixx — i^  —  24=0. 
caufe  qu*elles  donnent  xj=  i^&c 
xjn^^  '  ^  ^^  trouvera  la.tnême  chofe  dans  tous  les  autres  cas. 

R$S01UH0N  D^S  ÊQUATIOm  DU  SECOND  DEGRÉ 

%%o.  Quand  le  fécond  terme  d'une  équation  du  fécond  degré 
manque ,  la  réfolution  en  eft  facile  :  puifqu'il  n'y  a  qii'à  faire  ^paiTcr 
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:Ia  grandeur  connue  dans  le  fécond  membre,  fuppofé  qu^elle  n*y  foiç 
pas  :  &  enfui  te  extraire  la  racine  quarrée  de  part  &  d^autre.  Aînfi 
pour  refondre  Tëquarion  ata:  — ^  î6^  =:  o  ,  oii  fait  paffer  bb  dans  le 
fécond  membre",  ce  qui  donne  xx  :=  bb  :  ôc  tirant  la  racine  quarrée 
on  a  jc  =  b.  Que  fi  Téquation  étoit  xx  +  bb  =: o  ^  ou  xx=^ —  bb; 
'les  deux  racines  feroîent  imaginaires  :  parce  qu'il  n^  a  point  de  gran- 
deur pofitîve  ou  négative  qui  puiffe  être  la  racine  du quarré — bb.{i  i  o.) 

221.  Quand  Téquation  a  tous  fes  termes,  on  la  réfout  en  fe  rap-^ 
:pellant  que  Je  quarré  de  tout  binôme  x  ^b  contient  dans  fon  pre- 
jnier  terme ,  le  quarré  du  premier  terme  x  du  binôme^  deux  fois  le  pre- 
mier terme  x  multiplié  par  le  fécond,  ou  ce  qui  revient  au  même, 
deux  fois  le  fécond ,  ou  le  double  du  fécond  multiplié  par  le  pre- 
mier ,  &  enfin  le  quarré  du  fécond  (  97  )•  D*où  il  fuît  que  fi  Ton  a 
Jes  deux  prehiiers  termes  d'un  tel  quarré ,  on  pourra  aifément  trou- 
ver le  troifieme.  Par  exemple ,  fi  on  a  les  deux  premiers  germes  xx 
■+  lax  d'un  quarré  ;  on  verra  fans  peine  que  le  fécond  terme  lax , 
cil  le  produit  du  premier  terme  x  de  la  racine  multiplié  par  le  dou- 
ble du  fécond  terme  :  &  par  conféauent  prenant  la  moitié  du  coëf^ 
ficiant  xa  ^  Jaquelle  efl  a^  on  fera  ion  quarré  aa;  &  ce  quarré  ^ant 
ajoute  aux  deux  termes ,  on  aura  xx  -H  2.^jc  -4-*  aa  qui  fera  un  quarré 
-parfait.  Cela  pofé, 

Soit  l'équation  xjc —  lax  ^bb=so.  Je  fais  pafTer  bb  dans  le  fé- 
cond membre  \&cxx  —  xax=r--rbb.  Je  vois  que  le  premier  mem- 
brc  (eroit  un  quarré  parfait,  fi  j'y  ajoutois  le  quarré  de  la  moitié 
de  fon  coefficient  :  or  cette  moitié  efl  a,  &  fon  quarré  eft  atf  j  c efl: 
pourquoi  j'ajoute  aa  kVun  &  l'autre  membre ,  pour  conferver  Téça^- 
Jité  ;  &  je  trouve  xx  —  i^x  -^  aa^^aa  —  bb.  Je  tire  la  racine 
quarrée  de  part  êc  d'autre.  Mais  comme  la  racine  quarrée  du 
^premier  membre  efl  ou  a:  —  a^ona  —  x  ;  car  Tune  &  l'autre  de 
ces  racines  multipliée  par  £lle-mème  donne  le  premier  menibre  xx 

—  zax'-iroa  ;  j'ai doncor  —  a  =  yaa — bb, ou a--^x^=:^S aa — bK 
Ceft  pourquoi  fi  dans  la  première  de  ces  deux  équations  je  fais  pafi» 

a ,  du  premier  membre  dans  Je  fécond;  j'aurai  X'=a^\J  aa  —  Vb 
qui  fera  l'une  des  racines  de  l'équation  propofee  X7t -^  2(i;cs^  —  bb: 

&  fi  dans  Tautre  équation  a  —  x=y/aa  —  ^3 ,  je  fais  pafïèr  x  du 

]>remier  membre  dans  le  fécond  \&c\aa-^bbàu  fécond  dans  le  pré*- 

<mîer  ;  j'aurai  a-^\aa  —  ^^  =  jc ,  qui  fera  la  féconde  racine  de  Té- 
quation  propofee.  Voici  quelques  exemples  ou  quelques  problèmes^ 
iur  les  équations  du  fécond  dqgré. 

Pi| 
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222.  Problème  I.  Deux  hommes  ont  un  certain  nombre  ttécus  : 
le  premier  en  a  lOj  &  Ji  Ton  multiplie  la  part  du  premier  par  celle 
du  fécond  ,  &  qiCon  retranche  le  produit  de  lafomme  des  quarrés  des 
deux  parts  ^  le  refle  efl  84  :  quelle  efl  la  part  de  chacun  a  eux  / 

.  Solution.  Te  nomme  a  la  parc  10  du  premier  ;  h  le  refte  84;  & 
X  la  parc  du  fécond  :  donc  la  fomme  des  quarrés  des  deux  parcs  eft 
xX'Hraa'jôc  le  produicde  la  première  par  la  féconde  eft  ax  :.  recran- 
chanc  donc  ax  de  xx  -H  aa  :  le  refte  tli  xx  —  ax  -ir  aa  ^  lequel  eft. 
égal  à  h.  Ainfi  j'ai  Téquacion  xx — ax^aa  =  è.  . 

Je  fais  pafler  aa  dans  le  fécond  membre  :  ce  qui  donne  xx  —  ax 
^=b —  aa  :  Tajoute  de  parc  &  d'aucre  le  quarré  7  aa  de  la  moicié 
du.  coëfEcienc  a  :  afin  de  rendre  le  premier  membre  un  quarré  parfaic. 
Enfin  excrayanc  la  racine  quarrée  de  parc  &  d'aucre ,  je  crouve  :r  —  7  ^ , 

ou  Ta — jKr=  \/6  —  -^aa  :  &  dégageanc  x  dans  Tun  &  l'aucre  de  ces 

deux  expreflions ,  je  . 

trouve  pour  la  prc-     ^^      ax-^aa  —  b 
miere  racine  a:  œ|     ^^  —  ax^=^b      aa 

^yj ' ^      XX — flAr+7tftf  =  ^ — \aa 


^ai 


VT-Ï 


aa 


pourla  féconde  a: 

-ja — \/~b — ^aa:  t^ 

èc  mettant  les  va-  

ieursdes lettres con-        ^i^'+'  V^ — t ^^ 

nues  ;  les  deux  ra-  >  t  ^       ^l i.    " 

cmes  font  ;c  =  8 ,  

•&^«=2.Ces  deux  x^=^^  +  \/S^ — y^==  ^4-1/9=^  4-^— :8 

racines  fonc  pofiti-   ^^^^y/^Ii:^:^^^^^^^^^^^ 
ves : amfi Féquation  '       r    1      /^       »       r  y      1      j 

a  deux  folutions  réelles  &  pbfitives. 

En  effet,  fi  je  fuppofeque  lefecond  aie  8  écus;  cecte  parc,  mulcî- 
pliée  par  celle  du  premier  qui  eft  10 ,  donnera  lé  produic  80;  l^uel 
écant  recranché  de  la  fomme  1 64  des  quarrés  des  deux  parcs ,  le  refte 
eft  84,  ainfi  qu'il  écoicpropofë  :  &c  fi  je  fuppofb  que  la  part  du  pre- 
mier foie  égale  à  2 ,  le  produic  de  2  par  i  o  lera  20 ,  lequel  recranché 
de  la  fomme  104  des  quarrés ,  donnera  84  de  même  qu'auparavant. 

Si  dans  l'équacion  xx  —  ax'^aasr^by  nous  avions  faic  pafler  t 
-dans  le  premier  membre  :  nous  aurions  eu  xx^—ax^aa  — ^  =  0: 
&  comme  h  eft  moindre  que^^,  le  dernier  cerme  auroic  eu  lefigne^-J-. 
Ainfi  Tordre  alceniacif  des  fignes  fe  crouvanc  dans  cccce  équacion,, 
cela  nous  àuroîc  faîc  juger  que  les  deux  racines  écoienc  pofitives  :  ce 
que  nous  venons  de  vérifier. 
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223,.FROBL]àMB  II.  Ok  a  ttivoyi  trois  petits  détachemens  :  lepremier 
tfideiQ  hommes  ,  le  fécond  en  a  2  plus  fue  le  troijîeme  ;  &Jî  ton 
jait  les  quarrés  des  nombres  d'hommes  ae  chaque  détachement  ^  le 
quarré  du  premier  fera  égal  à  lafomme  des  quarrés  des  deux  autres  : 
combien  y  a^t'il  d'hommes  dans  le  fécond  of  dans  U  troifieme  déta^ 
chementn 

:  Solution.  Je  nomme  a  le  nombre  d'hommes  du  {nremier  déta« 
chement  •  ^  la  différence  2  du  fécond  aii  troifieme  ;  &  jcle  croifîeme  : 
donc  par  la  première  condition  j'ai  ;r  -4-  ^  pour  le  nombre  du  fecorid 
détachement.  Je  fais  les  quarrés  aa^xx^  xx-i^  ibx^bb  de  ces  trois 
nombres  ;  &  par  la  féconde  condition  ^  la  foihme  des  deux  derniers 
eft  égale  au  premier  :  ce  qui  donne  zxx  ^  %bx  ^bb^=i.aa. 

2xX'+'ibx'+'bb^=iaa 
•   /     .    ^^      ^* 

XX  +  PX'+^  —=ss  — . 


jpx4-^«==? 


î  -f-  V  g  -  ^première  lacme. 
:: — \/^  ~*  T  féconde  racine. 


3 


X 


^    hx  ^    èi         h^/aa        ht 

-*a  .*4  %  ^    z  4 


OU  XX  Hh  ^^  4-  -. —  —  ï=  o 


rtM«BM«aiM««iaM«H*WW«MMV«MW«Hm«*P«i«MaW 


•Je  dlvife  tout  par  2;  pour  dégager  Jç|vefflier  tome  de  riaconnue; 
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j'ajôuce  de  part  &  d'autre  le  quarré  —  de  la  moitié  du  coefficient  ^ 
du  feconjd  terme  ;  ce  qui  Eok  que  dans  le  fécond  membre  il  fè  trouve 

. -,  au  lieu  de  —,  Car— qu'il  feiftta}oatçr,  avec  -^  j^u'il  y  avoit 

.  déjà  9  étant  réduits  aum^me  dénominateur^  en  inultipliant  par  a  le 
numérateur  & .  lé  dénctipimatetir  (Je  la  ùdiSthn  -^ •  ;  pn  a — •^  ' — ^  • 

,ce  qui  tait  -r^— ♦ 

Jaidoncja:4-;^A:Hh---===^ — —  î  &  tirant  ;k  ^radnc  quarrçc 

ide  parc  &  d'autre ,  j'ai  ;i:  -f-  t '^ >  ou  7^^ Hf-x s=a=  x/.—  -^—  ;  & 
de    quelque    façon    que   je   dégage   x  ^^  je  trouve  ^  2=  — •- 

+  \/—  —  —  :  ce  qui;.femble  faire  voir  que  Téqiiation  n'a  qu'utip 
Tacîne.  Cependant  elle  ena  dçux  ;  car  la  féconde .eft,^.=  r—  7^ 

/aa  bb 

Et  pour  s'en  convaincre ,  on  n'a  qu'à  faire  tout  pafler  dans  de 
»  premier  membre  dans  Tune  &  dans  l'autre  de  ces   exprefCons  ; 

&  Ton  aura  x  H y^-—  — ?b=  o    pôUr   la    première  ;     & 

b 

racines  l'une  p^  l'autre ,  le  prp4uit  fera  jcjr-.|'"i^X'^ ^ —  ^=  ^ 
qui  eft  précifément  l'équation  jrjir  •+- ,i^  4- -:- 5^ '—  de  notre  pro- 


V— :—-:-=  o  pour  la  (econdc':  5:  multipliant  ces  deux 


bh  ad 


dd 


blême  ;  puifqu'il  n'y  a  qu'à  faire  pafler  —  dans  fo  premier  tnembre 

de  celle  -  ci ,  pour  la  rendre  parfaitement  égale  au  produit  des, deux 
.racines. 

Je  mets  Ijss  valeurs  des  lettres  dL,;^^  c^dans  ies  deux  ruines;  & 
.faijt=?=r—  I  tH  V^o —  i^«~.  I  -f- V49==-r-i-4-7  =  6  va- 


j  ai  :«  =?=  r —  I  Tt-  y  50  —  i^«=~.  I  -f-  V  Ac>  =  -—  I  -4-7  =  b  va- 
leur pofitivc  de  ic;  6c  X  5=^ —  I  -r-  7  si=  —  8  Talaw  'rtégâtive  de  x. 
Aiflli  quoique  ,1  cquation  tôt  deux  racines  ,11  "R  y  en  a-  qu  une  qMt 
puifle  ici  réfoudre  le  problème,  favoir  la  pofitive  G.  Le  croîiicme 
détachement  a  donc  6  hommes ,  &  par  confëquenc  le  fécond  en  a  8  : 
&  il  eft  aifé  de  vérifier  fi  les  trois  nombres  io>  8  ^  ^  remplifleajC 

çouoescte'caridiuoûSvdsi  prd>Jêi^^ 
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Si  dans  réqpacion  xx'^bx — s=  — ,  on  avoit  fait  pafler  la  gran- 
deur -- ,  da  fécond  ntembre  dans  le  premier  ;  on  auroit  ea  xx^  bx 

H ^— —  =t:  G  :  &  à  caufe  de  la  grandeur  ^  plus  grande  que  la 

grandeur  i$,  le  dernier  terme  auroit  eu  Ic.figne  — .  C'eft  pourquoi 
Tordre  alternatif  des  fignes.-4-&-*^  auroit  été  interrompu  une  fois;  & 
cela  nous  fait  juger ,  fejon  la  règle  de  M.  Defcartes ,  qu^il  y  auroit  eu  ' 
une  racine  négative  dans  l'éqi^acion; ce  que  nous  avons  trouvé  être' 
véritable.  - 

Je  ne  donne  pas  un  plus  grand  nombre  d^exemples,  de  peur  d^êtra 
ffop  long.  Mais  je  fuis  bien  aifè  de  faire  obferver  que  fi  dans  les  ra- 
ines des  deux  exemples  précédens  y  la  grandeur  qui  eft  ibus  le  figne 
radical  avoit  été  une  grandeur  négative  y  les  deux  expreilions  des  ra- 
cines auroient  été  imaginaires  ;  &  que  par  conféquent  les  problèmes  * 
{uropofes  auroient  renfermé  une  contradiâion  manifefte. 

Réfoliitiondès  Equations  du  3*,  4^ ,  5^  degré  ^  &c. 

ai4.«  On  donne  différentes  méthodes  pour  réfoudre  ces  fortes  d'é«  * 
qaations  :  mais  comme  la  plupart  c}^  ces  méthodes  font  extrêmement 
compliquées  9  &  qu'elles  demandent  grand  nombre  de  préparations 
longues  9  en nuyeuiès&  embarraflantes  ;  j'ai  cru  devoir  m  en  tenir 
ici  à  la  plus  fimple  de  toutes  ^  qui  confîfte  à  faire  en  forte  que  le  plus 
haut  degré  de  l'inconnue  fe  trouve  fans  aucun  coefficient ,  ainfi  que 
nous  Tavons  enfeigné  ci-defTus  (xoç)]  &  enfuite  à  divifer  Téquation 
par  l'inconnue  :ir  y  moins  ou  plus  quelqu'un  des  divifeurs  du  dernier 
terme  de  l'équation ,  lequel  eft  toujours  une  grandeur  entièrement 
connue  qui  contient  le  produit  de  toutes  les  racines  (a  17). 

Car  puifque  l'équation  fe  forme  par  la  multiplication  de  plufîeurs 
différentes  grandeurs  de  x ,  lefquelles  en  paflant  dans  le  premier 
membre  donnent  les  produifans  x  —  tf  =  o,ou  j»:-htf=Q,  &c/ 
(212,.  213);  il  eft  clair  qu'en  divifant  par  quelqu'une  des  équations, 
proiuifaates ,  le  divifeur  doit  être  exaâ  :  &  (i  cela  n'eft  pas ,  ce  fera 
une  marque,  ou  que  l'équation  aura  été  produite  par  dès  incom- 
mènfurables,  ou  par  des  incommenfurables  &  dîs  imaginaires,  &c. 

22^.  Il  fuit  delk  que  pour  pouvoir  réfoudre  une  équation  com- 
pofée ,  du  troifieme ,  quatrième ,  cinquième  degré ,  &c  ;  il  faut  né- 
çefTairemeotrfavoir.  trouver  tous  les  divifeurs  de  fon  dernier  tcnno 
tout  connu ,  &c'eft  ce  que  nous  allons  enfeigner  dans  le  problème 
fuivan^        . 
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22<5.  Problême  I.  Trouver  tous  les  divifeurs  (Tiin  nombre  pro^ 
pofeé 

Solution.  Sok  le  nombre  propofé  4320.  Je  prends  les  nombres 
(impies  2,3,  ^ ,  7,  &c,  entendant  par  le  nom  de  nombres  JimpUs , 
ceux  qui  ne  peuvent  fe  divifer  que  par  eux-mêmes  ou  par  l'unité  ;  & 
je  divifc  d'abord  le  nombre  propofé  par  x  :  ce  qui  me  donne  le  quo- 
tîeht  2160,  &  il  ne  refte  rien,  Ainfi  2  eft  un  divifeur  exaft  du  nom- 
bre propofé.  Je  divife  le  quotient  2160  encore  par  x  ^  &  le  quotient 
1080  eft   encore 

exaétrc^eft  pour-     2         2         2         22       3       335? 
quoi  je  le   divife     4320(2160(1080(540(270(13^(45(15  (^(r 
encore  par  2 ,  & 

je  trouve  encore  un  nouveau  quotient  ëxaét  540,  lequel  divife  de 
nouveau  par  2  donne  un  autre  quotient  exaâ  270 ,  que  je  puis  en- 
core diviier  par  2,  &  j'ai  un  quotient  exaft  135.  Mais  celui-ci  no 
peut  plus  fe  divifer  par  2  ;  c*eft  pourquoi  je  le  divife  par  3 ,  &  le 
quotient  45  eft  exaét  ;  je  divife  ce  quotient  par  3  ,  &  je  trouve  un 
nouveau  quotient  15  ,  lequel  divife  par  3  donne  exaâement  J.  Or  5 
fte  pouvant  plus  fe  divifer  par^ ,  je  le  divife  par  5  ^  &  j'ai  pour  quo- 
tient I  qui  ne  peut  plus  fe  divifer. 

Les  divifeurs  fîmplesfont  donc  2,  2,  2, 1,  2,3,3,3, 5?  &  ï.  Or 
comme  tous  ces  divifeurs  font  fucceilifs ,  &  que  (?eft  la  même  chofe 
de  divifer  un  nombre  fucceffivement  par  plufieurs  nombres ,  ou  de  Je 
divifer  tout  d'un  coup  nar  le  produit  de  ces  nombres  (35)  ;  il  eft 
clair  que  les  deux  divinons  fiicceffives  par  2  &  x  donnent  le  même 
quodenr  que  fi  j'avois  divife  tout  d'un  coup  par  le  produit  4  des  deux 
divifeurs  :  donc  4  eft  encore  un  divifeur  exaft  du  nombre  propofé. 
Far  la  mêijie  raifon  les  trois  divifeurs  fucceilifs  2,2,2,  multipliés 
les  uns  par  les  autres  donneront  un  nouveau  divifeur  exaâ  8  :  \ts 
quatre  divifeurs  fucceflifs  2,  2,  2 ,  2,  en  fe  multipliant  les  uns  parles 
autres  donneront  un  nouveau  divifeur  16  ,  &  le  produit  des  cinq 
•divifeurs  2^2,2,2,2,  donnera  encore  un  divifeur  32.  Ainfi  nous 
aurons  quatre  autres  divifeurs  4 , 8 ,  i  (7 ,  3  2 ,  multiples  de  2. 
^  Je  fais  la  même  chofe  k  l'égard  des  trois  divifeurs  fimples  3,3^ 
3  ;  &  je  trouve  deux  nouveaux  divifeurs  9  &  27  multiples  de  3. 

Maimenant  je  multiplie  le  divifeur  fimpfe  2  &  fts  multiples ,  par 
le  divifeur  fimple  3  &  fes  multiples;  &  Tai  15  nouveaux  divifeurs 
é,ix,  X4,^48,  96, 18,36,72,  144,288,54,  108,  xi^;43a, 
8^4. 

Je  multiplie  le  divifeur  fimple  5  par  le  divifeur  fimple  %  ôc  fc% 

inultiples , 
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multiples  ,  par  le  divifeur  3  &  fes  multiples ,  &  par  les  quuize  dîvir 
feurs  précédens  :  ce  qui  me  donne  les  vingt-trois  nouveaux  divifeurs 
10,  ao,  40  ,  80  ,  160,  15,  4^  ,  13$  ,  30,  60,  120,  240,480, 
50,  180,  360,720,  1440,270,540, 1080,  2160,4320» 

Ainfi  en  ne  prenant  qu'une  fois  chaque  divifeur  fimple,6c  met* 
tant  avec  eux  l'unité  qui  e(l  aufli  un  divifèuf ,  nous  avons  quatre  di- 
vifeurs (impies  qui  ajoutés  à  tous  les  autres  donnent  en  tout  les  qua-* 
fante*huit  divifeurs  fuivans  i ,  2, 3,  a, 5,8,  16,32, 9,  27,6^  12^ 
24,48,96,  18,36,72,144,  288,54,  108,216,432,864, 
10,^0,40,  80,160,  15,45  ,  135  ,30,  60, 120,240,480,  90, 
180,360,  720, 1440,  270,  540,  1080,2160,4320.  Et  il  eft  clair 
que  l'on  ne  peut  pas  en  trouver  d'autres  :  ce  qui  fe  démontre  par  l'o- 
pération même.  Car  le  nombre  propofé  étant  divifé  çxaârement  par 
les  quatre  divifeurs  (impies  192,3,5,  qui  j  en  (è  multipliant  plu- 
(leurs  fois  les  uns  par  les  autres,  l'ont  produit;  il  faut  néceflairemcnt 
que  tout  divifeur  de  ce  nombre  foit  ou  quelqu'un  de  ces  quatre  nom- 
mes (impies ,  ou  quelqu'un  de  leurs  multiples  :  or  nous  avons  pris 
cous  les  multiples  de  ces  quatre  divi(eurs  qui  peuvent  divifcr  exaâe- 
ment  :  donc  en  ajoutant  k  tous  ces  itaultiples  les  quatre  divi/eurs 
(impies,  nous  avons  pris  tous  les  divifeurs  poffibles,  &  on  n'ec  fau- 
roit  trouver  d'autres.  Cela  pofé , 

227.  Soit  l'équation  du  troifieme  oegré^c^ — 9Ar*-4-26x— 24 
cr  o ,  dont  on  demande  les  racines.  Je  :herphe  tous  les  divifeurs  du 
dernier  terme  14,  qui  font  i ,  2,  3, 4, 6j  8 ,  i^  &  24;  &  prenant 
l'inconnue  jc ,  je  fois  :r=i,  ^^  =  2,^=33,  jc  =  4:ceqtii  donne ^ 
en  cranipofknt  d'un  mem-     .        .  ; 

bre  àrautre,:^;--  I  =0,    x^-^sx^+xGx^-^i^  (or* — 7x4-12 


:r  — 2 


X  —  % 


X — *=o,  X  —  3=»o, 

&c  ;  &  ce  font  des  valeurs 

pofitlves*  Je  fais  de  même       —  7^^  "^  ^6;p 

;i:c=:-^i,  X  =»  —  ^y  X  y~x 

^,-~3>&c;&en  tranf^         •       +12^^-24 

pofant  ,jai:rHhi==^o,  ^ ^ 

;c  +  2  =90 ,  jc  *4^  3  =  o , 
&c  ;  &  ce  £9nt  des  valeurs 
né^tives^ 

Xe  divife  l'équation  pro* 
pofëe  par  chacune  des  va- 
leurs pofîtives ,  jufqu'k  ce 
que  j'en  trouve  une  qui  di- 
yife  exaâement  )  &  je  vois 

TombI.  0    0  Q 
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que  X  —  2  =o  eft  un  divîfeurexaâ:  :  ainfi  ;c  =  2  eft  une  racine  de 
requacion. 

Pour  trouver  les  deux  autres,  je divife  le  quotient  x^ — 'jx^iz 
s=o  de  la  même  façon;  c'cft-à-dîre,  je  cherche  les  divifeursde  iba* 
dernier  terme,  qui  font  i,  2,  3,  4,  4^,  de  iz  ;  &:  je  licis  les- 
équations  pofîtives  x-r^i;=::o,jt  —  2  =  0,  &:c,^les  négativiss. 
AT-f-  i»=:o,jf-+-2;^o:ûcic  divifè  Téquation  d'abord  par  <:jiacune 
des  équations  pofitives ,  julqu'à  ce  que  j'en  trouve  i;ine  qui  diviiè 
exaâement.  Or  en  opérant  aînfî ,  je  trouve  que  x  —  3  :=  o^ft  ua 
divifeur  parfait  ;  &  que  le  quotient  eft  ;c  -—  4  =  o.  Ainfi  les  deux: 
autres  racines  foQtAc  es 3,  de  :r  s=3 4^  &  les  trois  mcines  Kbnt  po^- 
tires  ;  ce  que  l'on  pouvoit  voir  d'abord  par  Tordre  aiteriotif  à^%  fi^ 
Çnes  -h  &  — . 

Que  fi  en  divifant  par  les  équations  pofîtive»,  on  n'en  crouvoif: 
point  qui  divisât  exaâement;  ce  ieroît  marque  qu'il  n'y  auroit  poinc 
de  racine  po^ve  commeofurable  :  de  en  ce  cas  l'on  divi£broit  par  le$ 
équations  négatives,  jufqu'à  ce  qu'on  en  trouvât  une  qui  divisât  exac- 
tent'.ent  :  &  n  en  achevant  le  refte  comme  ci-de(Iù$ ,  on  orouvoir 
deux  autres  racines ,  les  trois  racines  fèroient  négatives.  Que  (i  on  ne 
trouToît  point  d'équation  négative  qui  divisât  ex^ement  ;  ce  (èroit 
une  marque  que  Téquation  n'auroit  point  non  plus  de  racines  né* 
gativf^.  çomi7>enfurables. 

On  voiC'^i^^^^^  q^'^'^  pcuiroit  fê  trouver  des  racines  pofîpves  ^ 
des  xaape^^nég^civescokimÊnfurablcs  &  incommenfurables,  &  «nfii» 
des  racines  iiàaginaires.  Ainii  fans  encrer  dans  on  plus  j;raiid  délai)  '^ 
je  me  contenterai  de  faire  voir  Fulàge  que  Ton  peut  faire  4e  ceséqMa* 
tioni;  dap$  le|>roblême  iuivajM. 

pRÔBLèMBlï»  Deuxptrfonncê  ou  partagé  lafomme  dijix  livres  , 
de  façon  qu'enfaifiint  le  néttk  leirs  pans  ^  la  dijfércnu  efi  56  r 
on  demande  quelle  ejl  la  part  de  chxcun  a  eux  / 

SoLUTîfWv  Je  nomme  aaipribmne  (i\X[  la^différenee  de  l'une  \ 
l'autre  part  *,  &  ih  la  différence  5  6  des  deux  cubes  r  donc  la  parc  d&y 
premier  eft  ir-i-{  (200)  \  .&  celle  àx  fécond  eft  ^-t-:j.  Je  fais  les  cu^ 
bes:  &  retranchant  le  ^us      ,  ^  ...       '  -,  y^jt    \s 

p«iî  du  plus  grand,  le  rVfte    "  -H-wî-Ha-tîJ+ï^.  'Cubcdu  t". 

O  par  la*  condicion  du  6àJ^{  a^*^  J)ifiQ«eflCB. 

problême,  cette  diffiérenca  2{J-4-^û:[aap2^ 
eft  égale  à  ^6= 2^:  donc  j^ai  \^^\^yia:^=:  h 
2^^  4-  ^^a{=  ib.  Et  difrr   ^î^'-hS^^î  .^^  a«o 


.  V.  ' 


"N 
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ûtot.touc  par  ^  ^  &  f^faolf!  palT&r  ^  du  fœond  membre  dans  le  pire- 
niicr  ;  j'ai^^  -h*  34<arf  — ^  ^=0  qui  eft  une  à^uation  di;  croîficntc  de- 
gré qui  contient  neceflairement  des  racines  négatives  :  puifque  le 
fécond  terme  manque  (218). 

Je  mets  dans  cette  équation  les  valefurs  des  lettres  a^b:ct  qui 

donne  r»  ^  277  —  z8  =»  o.  Or     ^r  ^^  27.  -«  28  (  f  +  7  -p  28 

les  divifeurs  de  28  font  i  y  2 ,  4,     ^        >     —  '         ■   ■  " 

y,  14,  &  28  :  faifant  donc  mes 

équations  pofîtives  7  —  1  =  0, 

^  —  4=0 ,  &c^  &  les  négatives. 

^-4-1  =o,:f  •+•4=00, &c;jp 

trouve  que  7  —  i  =;  o  divife 

exaârement  1  équation.    Ainfi  :^ 

^ — I  s=o,  ou{=  I  eftunera-  q      o 

cine  pofitive'  de  Inéquation, 

Fouf  trouver  les  deux  autres,  je  réfôus  réquatîonr^-f-:f-f'i8 
s=o  qai  eft  du  fecond  degré,  par  la  méthode  du  fécond  degré  ;  &  je 

.  ■        É       i  .1  Bill 

trouva  qjie  les  deux  racines  font  { ==  —  7  •+•  V —  28  -+-7 ,  &  {  == 


?  —  ' . 

• 

4-  î^  •+•  27? 
î— I 

« 

287- 

-28 
-  I 

— ^•— -V—  28-+-7;&ces deux  racines  font  imaginaires  ;  ainft  1^ 
problème  n'a  qu'une  folution.  Or  puifque  :^  c=  i ,  la  différence  fera 
2:f  =  2  ;  &  par  confëquent  la  part  du  premier  qui  eft  d-h^doit  être 
3  -h- 1  ,,ou  4;  &  la  part  du  fécond  qui  eft  a —  j  dçk  être  3 —  i  eu  2<; 
oc  la  fomme^e  ces  deux.npmbrè  eu  6,  &  la  difiëfençe  de  leurs  cube$ 
^4  &  S  eft  56  :  ce  qui  étoit  prdpofé. 

Et  on  refondra  de  même  les  autres  'é(^âtfôns  :  4e  <ff2ek]^  degr4 
qu'elles  foîent.  Que  fi  elles  ne  peuvent  pas  fe  réduira  par  cette  voi^ 
ou  qu'on  n'en  puifîe  pas  du  moins^  trouver  quelque  rl^çine;  ce  fera 
une  marque  que  cette  équation  ne  contiendra  que  des  racines  incoHVr 
menfurables.  -      j 

ix8.  Ce  feroitîci  le  lieu  de  parler  de  la  manière  d'extraire  ces  rar^ 
cîncs  inconïmenfuyabîes.  Matîs  coitimé  bri  ne  s'avjle.  pjis.de  propofa; 
des  probfêrties  numériques  qui  ne  contiennent  que  des  grandeurs 
încommenfurablçj  y  &  qu'à  l'égard  des:  problèmes  géométrique!^  on 
a  d'autres  méthodes  donc  nows,  parlerons,  dans  la'  fuite  ;  je  pafferaî 
ici  cette  matière  fous  filence,  pour  ne  pas  iimufer  les  leoeurs  à  des 

çhofes  qjLÛne  font  pas  d'une  grande  utilité* 

RÈSOiVTlON  DES  PROBLÈMES  INDÉTERMINÉS. 

•    229.  ProblAmb  L  Quatre  Marchands  ont  fait  tmejbciété  :  //f 
frmmc-dtsmifesdctdeuxprenticn.  eft  r^  livresr;  çelie  des  mi/as  du 

Qij 
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fécond  &  du  troijieme  ejli6\  celle  des  mifes  du  troîjieme  &  du  qua* 
trieme  ejl  xij  &  celle  des  mifes  du  premier  &  du  quatrième  ejl  20  : 
quelle  ejl  lamife  totale  ^  &  la  mife  de  chacun  en  particulier  / 

Solution.  Je  nomme  a  la  fomme  1 4 ;  ^  la fomme  1 6 ;  cla  fbnime 
2X  ;  ^  la  fomme  zo\x  la  mife  du  premier  ;jf  celle  du  fécond  ;  :j[ 
celle  du  croifieme  ;  u  celle  du  quatrième.  Les  conditions  du 
problême   me  or -»-j^==tf,  première  condition, 

donnent      les  ^^^^^^  féconde  condition, 

quatre    equa-  j *f^  «  =  c,  troifieme  condition, 

dons  que  1  on  U'^x  =  d, quatrième  condition. 

voit  ici  ;  lef-     ' ,    ,  ■ ,   - 

Quelles    aîou-     ^jc-l-iy  4-27-i-2a=:a4- A-t-c-H^. 

rées,  font  une  ^-+-;^+î-+-'^=i^-K*'+-T^+T^.MÎfe  totale 
équation  qui  divifée  par  2  donne  l'équation  ou  la  valeur  de  la 
mife  totale.  Mais  de  cette  valeur  je  ne  puis  tirer  les  mifes  particu- 
lières^ ainfi  que  j'ai  fait  dans  le  troifieme  exemple  des  problèmes  dé- 
terminés (198):  car  fi  je  veux  dégager  quelqu'une  des  inconnues  ^ 
par  exemple  jc  ,  les  trois  autres  inconnues  pafferont  dans  le  fécond 
membre;  &  j'aurai  beau  fubflituer  les  valeurs  de  ces  inconnues prifes 
dans  les  conditions  du  problème^  je  ne  découvrirai  rien. 
Pour     trouver 


7- 
h — a+  X 


y 
y 

'C 


a 
b 


Xj  V^  valeur  de  y. 

l  y  2«    valeur  de  y. 


tf  +  x>  I*"  valeur  de  f. 
u  2^    vakur  de  7* 


u 


u 

# 

u 


donc  ces  miles ,  je 
dégage  y  dans  la 
première  &  la  fé- 
conde condition  : 
ce  qui  donne  deux 
valeurs  de  y.  Je  fais 
une  équation  de  ces 
deux  valeurs,  & 
je  dégage  i  ;  ce  qui 
donne  :(=  h  —  a 
•+•  X.  Je  dég^a^e  ^ 
dans  la  troifieme 
condition  ;  &  j'ai 
j  =  c — u. 

Je  fais  une  équation  des  deux  valeurs  de  :[ ,  &  j'en  dégage  l'in^ 
connue  u;  ce  qui  me  donne  u  =— ^^-h  j  —  x-f^c.  Je  dégage  de 
même  u  dans  la  quatrième ,  &  j*ai  ut=d- — x. 

Je  fais  unç  équation  des  deux  valeurs  de  2/  ;  &  corrigeant  l'expref^ 
fion^  c'eft-à-dtre  ^  ejfaçaat  4^  de  parc  &  d'autre  ^  je  trouve  l'équa— 


c ,  I  «"  valeur  de  u. 
z*   valeur  de  u^ 


h 
h 


c 
d 
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tioa  —  è^a^c=dy  dont  Tua  &  Tautre  membre  contiennent 
des  grandeurs  entièrement  connues  ;  ce  qui  ne  détermine  rien  :  c  eft 
pourquoi  le  problême  efl  indéterminé.  Mais  Jfi  je  détermine  Tune  des 
inconnues^  toutes  les  autres  le  deviendront  aifëment.  Je  choifîs  Tin* 
connue  x  y  pour  la  déterminer;  &  pour  ne  pas  fuppofer  x  égal  à  quel^ 
que  nombre  qui  ne  feroit  pas  propre  pour  la  réfolution  y  je  vois  que 
dans  la  première  valeur  dej^,  l'inconnue  x  doit  être  moindre  que^^ 
fi  je  veux  que  y  ait  une  valeur  poficive.  De  même  dans  la  (econde  va« 
leur  de  u ,  je  vois  que  x  doit  être  moindre  que  ^^  fi  je  veux  que  u  fbit 
une  grandeur  pofitive  ;  &  dans  la  première  valeur  de  {>  je  ne  trouve 
rien  qui  détermine  x.  Ainfi  je  prens  au  lieu  de  Xy  une  grandeur  moin- 
dre que  a  &  que  J;  6c  mettant  cette  valeur  au  lieu  de  x  dans  les  va*- 
leurs  deyy  ly  2^, dont  nous  venons  de  parler  ;  toutes  les  inconnues  fe 
trouvent  déterminées. 

Or  asssi/^ydc  d:s=mo:  prenant  donc  un  nombre  au-defibus  de 
14  pour  le  faire  é^al  à  ^^  je  refondrai  le  problême. 

Ainfi  je  fuppofe  x=s  10 ,  &  par  conféquent  j'ai  y = tf  — x^=^a 
^—10  =  14 — '10  =  4;  7  =  ^  — aHhJt  =  i6 — i4-4-io=ix, 
&  u=s  ^~.  jc  ==3  20  —  10  =  10,  &  CCS  quatre  nombres  :ic  =  10  , 
y=»^y  :^sss  IX  y  &  2^  s=3 10  rempliffent  les  conditions  du  problême  : 
ce  qu'il  efl  facile  d'éprouver.  On  trouvera  d'autres  folutions  y  eu 
fuppofant  X  égal  à  quelqu'autre  nombre  au^-deilbus  de  14. 


dijfferens  nombns  de  j étions  :  fi  ton  multiplie  ces  deux  nombres  Vun 
par  Vautre  y  &  quau  produit  on  ajoute  lafomme  des  deux  nombres ^ 
la  fommt  totale  fera  34  :  combien  y  a-t^il  dejettons  dans  chaque 
main  / 

« 

Solution.  Je  nomme  a  la  fomme  34  ;  { le  jy  -f-  î  Hf- J^  =^  <? 
premier  nombre  de  jettons  ;  &  y  le  fécond.  Ainfi  ^y  .«i-  {  =  ^  - — y 
par    la  première  condition  <îu  problême ,  j'ai  y-—  ^^"~y 

j^-f-7-t-J^=  ^  Je  fais  pafTer  y  du  premier  j'  +  i 

membre  dans  le  fécond  ^  &  divifant  enfuite  par^-f-i,  j'aijis 

~~^;  &  toutes  les  conditions  du  problême  étant  remplies ,  il  me 

refle  deux  inconnues  :  &  par  conféquent  il  m'efl  libre  de  détermi*- 
nei*  Tune  des  deux  y  par  exemple  y.  Mais  à  caufe  du  numérateur 
a  — y  y  je  vois  que  y  doit  être  moindre  que  ^,  fi  je  veux  que  '[  foit 
une  grandeur  pofitive  :  ainfi  je  puis  prendre  pour  y,  telle  grandeur 
que  je  voudrai  au-deffous  de  a  ::=  34. 
iSuppofons  y  os  4  :  je  mets  cette  valeur  dans  Téquation  { 
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^-r~,  &  j€  trouve  ^  31»    JiSi  "^  ¥  ~*^  ^  &  les  deux  nombres  4 

&  6  reoiptiffent  tes  condkions  du  problême.  Mais  iî  faut  prendre 
garde  que  quoiqu^it  me  foit  libre  de  prendre  pour  j^  tel  nombre  que 
je  voudrai  au-deffous  de  J4.;  cependant  je  ne  dois:  prendre  que  ceux 
qui  peuvent  donner  une  valeur  de  ^  en  nombre  entier  :  car  le  nom- 
bre de  jettons  de  Tune  &  de  l'autre  main ,  eft  un  nombre  entier. 
Ainfi  ir  faut  rejetter  toutes  les  fuppôfitions  de  jr,  qui  ne  dbnneroienc 
pas  un  nombre  entier  pour  ^. 

23.1.  Il  n'arrive  pas  toujours  qu'on  puifïe  réfoudre  un  problème 
indctermitié  y  en  fuppofknt  que  Pune  des  inconnues  eft  égale  à  un 
nombre  quelconque  ;.  &  dans  ces  cas  il  faut  avoir  recours  à  d'autres 
voies ,  ai'nd  qu'on  va  voir;  dans.  les  deux  probîêmes  (uîyans. 

232u^  Problème  III.  On  (Umande  de  parmgir  U  quatre  loo  cA 
Jeux  autres  quarrés  parfaits  ^.  c*ejl'à  dire  en  deux  qmrrès  dont  on 
puijje  exraire  la  racine  :  quels  font  ces  quarrés  ? 

So£i2itiOK.  ]b  nomme  aa  le  quan'é  100:;  àixx^  ^^f^^  les  deimquar* 
rési  demandiés.  Ai^xHi  par  la  eon(Ëtianr  do  pooMéoie ,  f  aï  -xx'^:ç;[^=x 
on  9.  ât  le  ptoblèma  eflx  indétermio^  Bflaîs  il  ne  niffb^pas^  permis  de 
fuppofec  pour  xx.yO\hi^Kmt  ^  œl  nombve  que  je  Touorai  ;  &  fi  par 
ce  moyen  j'anriyeÛLk  crcoareciuiff  foiutioa^  ce  ne  (ercm  que  par  ha» 
fard.  Que  je  fuppofe  par  exemple  ;rx=  ç^  :  donc  îî^=  91  ;  puifque 
9 -f^  9^  ai=  lôôr  Mftis'O^  n'eftpas  un  qaaflré  parfait^  :  donc  le  pro- 
blème l^'eft  pâ&  réfoltii  Db  méine ,  qije.  je  fuppofe  jrjtf  =,  r  6  ;  1^75=84  ; 
à  6au(ë  que  1 6-^  84  =»  1 00.  Mais-  84  n'eft'  pos  un  qy arré  parfait ,  &c 
paj£  confëqueM  ]%  prebléme-n'eft  pa»  plu»  résolu  par  cettd  fuppofi- 
tion  que  par  la  précédente.  Il  efl  vrai  que  je  puis  fuppofer  jcjir  b=3  ^6  ; 
&  par  çonféquent  ^{î=^4;  &  la  fomme  des  deux»  étant  100,  le 
problème  fera  réfolu  ;  à  caufe  que  '^  &  64  fontdas  quarrés  par^its. 
Mais  cette  fofution  ne  fera  trouvée  que  par  hafârd  :  que  faut-il  donc 
faifiS.  ?*  Le  voici. 

Je  nomme  x  la  racine  du  premier  qoarr é ,  celte  du  fécond  (era 
certainement  moindre  que  la  racine  a  ou  10  du  quarré  aa  ou  100  : 
puifqu«  le  fécond q«arré  fera  moindre  que  ico.  Je  prends  une  grati- 
deuB  indéterminée  y,  &  je  fuppofe  que  la  racine;  du  fécond  quarré 
îiiconnii  eftjo: — a.  Je  puis  Mire  cc*cc  fuppofition  :  parce  que  la 
lettre  j<  pouvant  fignifier  tel  nombre  entier ,  ou  rompu,  ou  compofé 
dentÎQr  &  di^  fraftion  ;  ileft  sûr  qu 'i^y  a  quelque  nombre  ^quel qu'il 
foit,  qui  multipliant  la  racine  x  du  premier  quarré  incMinu ,  donne 
ua-  prodiiit j<x ,  duquel  retranchant  a  y.  le  rêfle  foi^  égai  a  la  racûne 
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du  fécond  quarré  cherché.  Or  je  fais  cette  AippoCtion ,  i°.  afin  de 
n'avoir  quVne  (euleifieon^ue  :  2".  parce  qu'en  feifam  les  <fouàné&xx^ 
(ayyxx — layx-^^ay^ttiSatc^  leur  iomme  ;  cette ibninie  itxrtsfj^ 
vera  égale  à  o^  :  &  p^r  confëquent  retranchant  aa  départ  &  d'autre , 
il  me  reftera  une  ^oationim  je  pourrai  réduire  î'inoontme  :«:  au  pre- 
mier degré  ;  ainfî  qti^on  Ta  voir. 

Nous  avons  donc, en  ^fàifant    xx  ^yyxx  •—  zayx  ^  atiiszaà. 
la  femme  des  deux  qaarrés  în^    xx-^yyxx  rr  2  ayx 
coiwos ,  réquation  qtfon  voit       x  ^yyx  =r  xay 
ici  : .  &  retranchant  aa  de  part       x  zzz    ^^ 
&  d'autre,  puis  faif?nt  paflcr  1^^^  g 

i^ayx  du  premier  membre  dans     {  t^  '  '  j  '^ 
le  fécond,  j'ai  xx  -4-  yyxx  =:       _  ^^yy-: — ayy,.^/^ 
iayx\  &  dïvifknt  par  :*:,&:  en-     ^  *^        >y-H  i] 
fuitepari+jyouparw-hjïj     ç::::t^=l 

ce  qui  eft  la  même  choie ,  j'ai  ^^^^ 

xzzz    ^T     Je  mets  cette  valeur  de  :«:  dans  la  valeur  de  la  racine  r, 

DU j^x  —  tf  du  fécond  quarré  ;  &  je  trouve  :[  ==  —^7  —  tf  :  &  ré- 
duifanc   a  en  une  fraâion  dont  le  dénominateur  foit  yy  ^^  ^ 


puis  corrigeant  l'expreflîon ,  j  ai  ç  «=  2>2L_f,  Ainfi  les  valeurs 


des  racines  jc  i&  r  des  quarrés  cherchés  font  ■"";    ,  &  -^ —  :  & 

fi  je  détermine  la  valeur  de  j^ ,  ces  deux  racines  me  deviendront 
connues.  Maïs  pour  la  décerminer ,  je  -in'apperçois  que  dans  la  va- 
leur de  :[,  fi  je  faifois^=  i ,  j'aurois  {  =  -"'~^  «=  o;  &  dans  la 

valeur  de  jc ,  je  ne  vois  rien  qui  détermine  y  ;  donc  pourvu  que'  je 
ne  Aqipofe  pa$y  =  i ,  je.puis  pren4re  tel  aucre  nombre  que  je  vou* 
drai  au-deflus  de  Tumcé ,  ^u  même  au-deflbus. 

Il  eft  vrai  qu'en  fu^K>iànty  égal  à  un  nombre  moindre  que -l'u- 
nité ,  par  exemple  k  \  \  j'aurai  ^  =  f—^  =>=  f^r—  ,  &  que  par 

confëquent  1^  fera  une  grandeur  négative.  Mais  cela  n'empêchera  pa? 
que  (en  quarré  ne  fbit  pofîtif  r  parce  que  —  par  -^donne 


Je  fqppofe  donc  jjr  =»  2 ,  &  par  cohféquent  j'ai  x  =-2^^-*  ^  —  *  ^ 


s 

8  ;  &  ;{=='  T^lTi'    =  ¥'=^  i  ^  ^^  quarrés  de  ces  deuKnorabre$ 

^  &.^6dwïtlafommeeftégale  \  100  ;  &  on  trouvera  d'autres 
quarrés.  dont  lafomme  fera  encore  égale  à  100  ,  en  fuppofaiit  pour 
y  tel  autse  nonù^re  .que  l'on  voudra  moindre  ou  plus  grand  que 
ï'unité* 
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,     233.  Problème  IV.  On  demande  deux  qitarrés.  dont  la fomme  fait 
égale  à  lafomme  des  deux  quarrés  6^&  1 00  ;  quels  font  ces  quarrés  / 

Solution.  Je  nomme  aa  le  quarré  é^^Scbb  le  quarré  100.  Il  efl 
évident  que  fi  Tun  des  deux  quarrés  demandés. eft  plus  grand  que  aa^. 
l'autre  doit  être  moindre  que  bb  :  &c  au  contraire  9  fi  le  premier  eu 
moindre  quç  aa^  l'autre  fera  plus  grand  que  bb;  &  par  conféquent 
la  racine  du  premier  quarré  demandé  doit  étrç  ou  moindre  ou  plus 
grande  que  la  racine  a  du  quarré  aa. 

Four  trouver  une  expreflion  convenable  à  l'un  &  l'autre  de  ces 
cas ,  je  fuppofë  que  la  racine  du  premier  quarré  demandé  efl:  a  -i-  j  ; 
parce  que  ^  pouvant  être  ou  une  grandeur  ppfîtive  9  ou  une  gran- 
deur négative ,  on  voit  bien  qu'il  faudra  l'ajouter  à  la  racine  ^9  n  elle 
efl  pofîtive  ;  &  la  retrancher  de  la  racine  a ,  fî  elle  eft  négative.  Pour 
la  racine  du  fécond  quarré  cherché,  je  fuppofè^^-" —  ^i  &  la  raifon 
pourquoi  je  fais  cette  fuppofition ,  c'efl  i<*.  que  les  deux  quarrés  des 
racines  l^^a^ôcy^-^b,  contiendront  les  quarrés  donnés  aa,  bb;  & 
que  paf  conféquent  faifant  leur  fomnie  pour  en  faire  une  çquation 
dont  Iç  fécond  mernbre  fçra  aa^  bb^lcs  termes  aa^  bbj  s'efface* 
font  de  part  &  d'autre  ;  &  enfuite  jç  pourrai  réduire  l'inconnue  :^ 
au  premier  degré  :  2®.  parce  qu'il  eft  sûr  qu'on  peut  trouver  un  nom* 
bre  j^,  qui  foit  tel  qu'après  1  avoir  multiplié  par  f ,  il  faille  retran-. 
cher  b  du  produit  poyr  avoir  la  racine  du  fççond  (juairré  demandé* 

Je  fais  donc  le? 
quarrés  de  a  -f-  f ,  aa  ^  lar  Hf-  j j ,  premier  quarré» 

êc  de  y{—b\  6ç  yyW^  lïyi^bbj  fécond  quarré, 

tion    qu'on    voit       T  "^   yy-i-i 
ici» 
Je  retranche  ^wHh  ^^  de  part  &  d'autre ,  ôc  faifant  pafler  2tf {  -t*  2^^ 
du  premier  membre  dans  le  fécond  ;  je  trouve  ij  -^yy^l  =^=  ^^Z 
—  la^.  Je  divife  tout  par  j,  &  çnfuïte  par  i^yy  i  ce  qui  donne 

j=?  y ^  :  ^  je  vois  qu'en  déterminant  y ,  rinconoue  j  fera  con- 
nue ;  &  qu*en  rnettant  fa  valeur  dans  les  racines  a^7j^6cy:^^^—b  des 
4eux  quarrés  demandés  ^  ces  quarrés  deviendront  aum  connus. 

Or  pour  déteroûnçr^,  je  pj'apperçois  !*»•  que  fî  je  feifoisy  c=5 1 
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8c  que  je  mille  cette  valeur  dey  dans  ;[ff=   ^^^i  j'aurois  ^  es»  x  : 

&  par  conféquenc  la  racine  tf  Hh  {  feroit  iO|  &  la  racine  y {  — r  i  fc- 
roit  2  —  lo^  ou  8.  Âinli  les  quarrés  de  ces  deux  racines  me  don- 
fleroient  les  quarrés  loo  &  64  qui  font  les  mêmes  que  les  quarnSs 
propofës  :  je  ne  dois  donc  point  fuppofèr  y  =  i .  2**.  Que  fi  je  veux 
que  i  ne  foit  pas  égal  à  zéro ,  il  faut  que  je  fuppofey  égal  à  un  nom-- 
bre  qui  foit  tel  que  le  numérateur  xiy — la  de  la  valeur  de  {  ne  foiC 
pas  égal  k  zéro  :  ainfi  pourvu  que  j'obferve  ces  deux  condioons  ,  je 
puis  prendre  pour  y  tel  nombre  entier  ou  rompu  que  je  voudrai  au-^ 
defliis  ou  au-defTous  de  l'unité. 

Je  fuppofe  jr  =3  2 ,  &  mettant  cette  valeur  dans  { =  ^^"]^|^ 

6c  aufli  les  valeurs  des  grandeurs  connues  a  ,  ^  ;  je  trouve  {  =^ 

^=¥  :  donc  « +î=  8  +  ^  =  £±^=il;&j.î-» 

»^  —  10  =  i2  — i^  :—  —  ^  :  faifant  donc  les  quarrés  de  ^ 
«cde  —  f;  j'ailfii,&  VVidontla  fômme  eftl^  :  &  rédui(anc 
k  fraâion  en  entiers  ,  je  trouve  i  ^4  égal  à  la  fomme  des  quarrés 
propofés  100  &  ^4,  &  en  fuppofanty  égal  à  quelqu'autre  nombre 
au-dedus  ou  au-deâbus  de  l'unité,  &  qui  ne  donnât  pas  iby^=ia^ 
je  trouverois  d'autres  quarrés  dont  la  fomme  feroit  1 64.  D'où  4'on 
voit  qu'on  peut  trouver  une  infinité  de  quarrés ,  lefquels  pris  deux  à 
deux  (eroient  égaux  à  la  fomme  des  quarrés  propofès. 

a34..  Problème  V.  La  différence  de  deux  quarrés  ejl  Co  :  on  de-- 
mande  quels  font  ces  quarrés  / 

Solution.  Je  nomme  a  la  différence  COyScxx  le  plus  grand 
quarré  :  donc  le  fécond  fera  xx  =  a.Et  comme  ceci  ne  me  fait  rien 
connoltre  ;  je  fuppofe  que  le  côté  ou  la  racine  de  ce  fécond  quarré  ^ 
cft  X  — y  :  parce  qu'il  doit  être  moindre  que  la  racine  du  quarré  xx. 
Ainfî  j'ai  xx  •—  2yjK:-+-jry ,  &  ce  quarré  eft  égal  kxx  —  a:  ce  qui 
;ne  donne  une  équation.  

J'efïace  dans  cette  équation  xx  de  v^^  ^y^^yy  —^x  a 
parc  &  d'autre  ;  &  failant  paiTer  —  ^y^'^^yy  =      * 

xyx  du  premier  membre  dans  le  fe-     ^  ^^  -^J^^ 
cond ,  &  —  tf  du  fécond  dans  le  pre-        fL_2?^ 
mier;  je  trouve  une  valeur  de  x  dans  xy 

laquelle  rien  ne  m'eippêche  de  donner  à  y  telle  valeur  que  je  vou- 
drai. Je  fuppofe  j^  =  2;  &  mettant  cette  valeur  de  y  dans  cdle 

de  X  que  je  viens  de  trouver j  j^^i  rSdif  s^xtfss  x  :  faifant doncle. 

TomeI.  ^  R 
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quarré  de  i(j ,  fai  2^6=^  xx;  &  retranchant  60  de  256,  je  trouve 
196  dont  la  racine  eft  14.  Ainfî  les  deux  quarrés  demandés  fonr 
2^^  &  196  dont  la  différence  eft  69  j.cc  qui  éto  t  requis  :  &  on  trou- 
veroît  d'autres  quarrés  dont  la  différence  feroit  60,  en  fuppofant  pour 
y  telle  autre  valeur  que  Ton  voudroir. 

235.  Ces  fortes  de  problêmes  demandent  une  certaine  adreffe  à 
trouver  des  expreffions  convenables  pour  faire  en  forte  que  Tin- 
connue  puiffe  fe  trouver  au  preniier  degré  ;  &  c'eft  Ik  où  git  toute; 
la  difficulté  :  mais  avec  un  peu  d'ufage  on  en  vient  aifement  à  bout. 


CHAPITRE       VIL 

DES   RAISONS  ,  PROPORTIONS  ,    ET   PROGRESSIONS 

ARITHMÉTIQUES^ 

ij6,  JLi  Orsqub  Ton  compare  enfemble  deux  grandeurs  ;  ce  que 
l'on  trouve  que  Tune  eft  à  Tégard  de  Tautre ,  eft  ce  qu'on  nomme 
en  général  Aaijon  ou  Rapport.  Jl  y  a  toujours  nécefmirement  deux 
termes  dans  toute  raifon  :  le  premier  fe  nomme  aatécédcnt.  Le  fé- 
cond s'appelle  conféquenu 

237.  On  peut  comparer  deux  grandeurs  >  de  deux  façons  diffé-r 
rentes  :  Tune ,  en  examinant  l'excès  dont  la  plus  grande  des  deux, 
grandeurs  furpaffe  la  moindre  :  l'autre ,  en  confidérant  combien  de 
fbi&  la  première  des  deux  grandeurs  contient  la  féconde.  De^la  pre- 
mière comparaifon  réfulte  la  raifon  arithmétique  :  de  la  féconde^  ré* 
fuite  la  raifon  géoniétrique.  Nous  allons  dénnir  &  faire  connoître 
l\ine  &  l'autre» 

238.  Définition  L  La  raijon  arithmétique  eft  la  différence  donr 
là  première  des  deux  grandeurs  que  l'on  compare ,  furpafle  la  fé- 
conde ,  ou  eft  furpaffée  par  la  féconde.  Dans  cette  raifon,  3  eft  à  ^  ^ 
la  grandeur  2  ,  différence  des  deux  grandeurs  comparées,  eft  la  va<* 
leur  de  la  raifon» 

La  raifon  arithmétique  fe  trouve  en  retranchant  la  moindre 
des  deux  grandeurs ,  de  la  plus  grande  ;  &  le  refte  ou  la  différence 
fait  voir  le  rapport  des  deux  grandeurs  :  c'eft  pourquoi  la  raifon 
arithmétique  eft  nommée  quelquefois  différence. 

z^<^.  Définition  IL  hàraifi>n  géométrique  (i)  eft  la  manière  donc 

(i)  Cette  définition  de  la  raifon  géométrique  &  de  Ton  expofant ,  eft  tirée  du    Cours 
de  Math:matiquts  Elémentaires  de  M,  l^Ahhê  Para  du  Phanjas.    On  a  cm  devoir  changer- 
ccl]equ*en.donn*itraiueurdereiifiageauen9USjétm£riinons.  Seloacet  auteur,  quand: 
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une  grandeur  condenc  une  autre  grandeur,  ou  une  partie  de  cette 
autre  grandeur  :  la  première  eft  Tantécédent  ;  la  féconde  eft  le  confé- 
quent.  La  raifort  géométrique  eft:  donc  le  quotient  de  P antécédent ,  di^ 
yifé  par  le  conféquent.  Far  exemple ,  il  y  a  un  rapport  ou  une  raifon 
géométrique,  entre  1 2  6c  4  :  ce  rapport  ou  cette  raifon  eft  3  ;  parce 
^ue  3  exprime  combien  de  fois  la  première  grandeur  1 2  condenc 
h  féconde  grandeur  4.  Le  quodent  3  eft  l'expbfant  de  la  raifon  i 
j1  exprime  fa  valeur. 

I^.  Il  faut  obfèrver  ici ,  qu*une  grandeur  peut  en  contenir  une 
autre,  ou  en  ender  ^  ou  en  partie.  Far  exemple,  8  coudent  2,  quatrt 
fois  :  mais  2  contient  feulement  une  pardede  8,  favoir  le  quart.  Le 
rapport,  ou  la  raifon  de  8  à  2,  eft  4  :'le  rapport,  ou  la  raifon  de  2  k 
8  ^  eft  ^.  Vexpofant  de  la  première  raifon  ^  eft  4  :  Vexpofant  de  là 
féconde  raifon  ,  eft  ^, 

IP.  Vexpofaat  dune  raifon  géométrique  étant  le  quotient  de  Pan^ 
recèdent  divifëpar  le  conféquent;  il  eft  clair  que  le  conféquent  mul-^ 
siplié  parVexpofant  de  la  raifon ,  doit  être  égal  à  l'antécédent  :  puîl^^ 
que  dans  toute  divifion  ,  le  produit  du  diviifeur  par  le  quodènt  9  ei^ 
^gal  au  dividende  (  29  ).  Ainfi  dans  la  raifon^  8  eft  à  2,  dont  Texpo^ 
font  eft  4  ;  2  X  4  =  8.  De  même  dans  la  raifon ,  2  eft  à  8 ,  dont  Tex- 
jK)fant  eft  ^  ;  8  x  v  =  ^-  On  voit  ici  qu*il  eft  indifférent  que  Tàntécé* 
^ent  foit  ou  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  conféquent  :  Texpofànc 
ou  la  raifon,  eft  toujours  également  le  quotient  qui  réfulte  de  Tan* 
décèdent  divifé  par  le  conféquent. 

'  240:  Lorfqu'après  avoir  comparé  deux  grandeurs  enfemble  ^  oii 
Vient  à  en  comparer  deux  autres ,  &  que  IW  trouve  <]ue  la  raifon  de» 
deux  preniieres  eft  égale  à  la  raifon  des  deux  fécondes,  cela  fe  nom^ 
me  proportion  ;  ^  cette  proportion  eft  arithmétique^  ou  géométri-- 
qucj  félon  que  les  r^ifons  qui  la  compofent  font  arithmédques  aat 
géométriques. 

on  compare  une  grandeur  à  une  autre  grandeur ,  la  raifon  géométrique  ft  trouve  enjuvifakt  Is 

plus  grande  quantité  par  U  moindre  :  d^ou  il  s'enfuivrpk  que  la  raifon  de  4  à  »  ,  e*ft  la  même 

jchoie  que  celle  de  2  à  4  :  ce  qui  eft  eauche  &  même  faux.  Selon  le  même  auteur ,  Texpo- 

fant  d'une  raifon  géométrique  »  .eft-7r  quotient  de  la  plus  grande  des  deux  quantités  divifée^ar  1 

itf/R0//2inf  :  ce  qui  renferme  le  mime  vice  que  nous  venons  d'obferver. 

Cependant  cette  définition  pea  exaâe  ne  mené  M.  Tabbé  Deidier  ï  aucun  6mt  princi^» 
4ii  à  aucune  âiufle  CQoAquence  dans  tout  fon  ouvrs^e.  Mais  dans  le  neuvième  chapitre^  oii^ 
il  traite  des  raifôns  composes ,  il  étoit  obligé  de  revenir  fur  (es  pas;  6c  reprenant  la  défi- 
nition de  la  raifon  géométrique,  il  nommoit  Expofant,  le  quotient  de  Ja  divifion  du  plus 
grand  terme  par  le  plus  petit  ;  &  Expofiteur,  le  quotient  du  premifsr  terme  divifé  par  le  fç- 
icoud  ;  foit  que  le  premier  terme  fiHt  plus  grand ,  toit  qu*il  f&t  plus  petit  que  le  fécond  :  ce . 
qui  mettoit  en  pure  perte ,  Sf.  dans  1  ouvrage,  &  dans  t'efprit  du  leâeui*,  -un  embarras  que 
lious  avons  fiùt  difparoitre  ;  en  définîflant  plus  fim^emeat  fi^plus  exaâement  ^  &  la  raiiba 
£éoniésnque«  &r£xpoâat  de  cette  raifoii^     ^.        >  '  .<  :      ^ 
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241,  Toute  proportion  a  par  conféquenc  quatre  termes  4  le  pre* 
mierfè  nomme  premier  antécédent  ^Xc  kcond  premier  confé^uentp 
h  troiHcmc  JeconJ  antécécent ,  &  le  quatriGmcfeconiiconfé^uent. 

X4X*  Le  premier  &  le  dernier  terme  d'une  proportion  fe  nom- 
ment les  extrêmes  :  le  fécond  &c  le  troisième  fè  nomment  les  moyens. 

X43.  Lorfque  le  fécond  &  le  troifieme  terme  d'une  proportioa 
font  égaux,  c'eft-à-dire ,  lorfqu'une  même  grandeur  fcrt  de  pre- 
mier confëquent  &  de  fécond  antécédent  ;  cette  grandeur  fe  nomme 
moyenne  proportionnelle ,  iSc  la  proportion  fe  nomme  proportion  con^ 
iinue  arithmétique  ou  géométrique. 

244,  Si  les  quatre  difFérens  termes  d^une  proportion  (ont  a^  B  , 
Cyd^Sx,  que  la  proportion  foit  arithmétique^  on  l'exprime  ainfi  :  a. 
h  :  c.  dj  ou  a.  b:.  c.  dyoxxuy  h:.  Cjd.  Mais  £1  la  proporrion  eftgéo- 
métrique,  on  l'écrit  de  cette  façon  a.b::  c.d^ou  a^bt:  Cyd,  Dans 
l'un  &  lautre  cas  on  l'énoncé  eh  difant làdk^ibj  comme  c  efl  à  </ : 
c'efl-à-dire  dans  la  proportion  arithmétique ,  a  furpafle  b  ou  eft  fur- 
pafTé  pzr  bj  autant  que  c  furpafTe  ^ou  cft  furpaflié  par  d'^  &  dans  la 
proporrion  géométrique ,  a  contient  b  y  ou  une  partie  de  ^ ,  de  la 
même  façon  que  c  contient  d^  ou  une  partie  de  d^ 

245 .  Si  l'on  a  plufieurs  grandeurs  de  fuite  en  proportion  contir 
nue ,  de  forte  que  la  première  foit  à  la  féconde ,  comme  la  féconde 
efl  à  la  troifieme,  comme  la  troifieme  à  la  quatrième,  comme  la  qua- 
trième à  la  cinquième  >  &c  ainfi  de  fuite  ;  cela  fe  nommt  progreffion  ^ 
fi  la  progreflion  efl  arithmétique  ,  on  l'écrk  ainfi  /.  a.  b.  c.  d.  e.  f^ 
ou  /. a^bjCj  dj e^f:  mais fî  elfe  efl géométrique,  on  écrit  :i  a.b^ 
€.  d.  e/f.  ovl::  ajbyCydj  e^f.  On  énonce  l'une  &  l'autre  en  difant  :: 
açSt\b  comme  ^  eft  à  Cy  comme  c  efl  à  ^^  comme  ^  eft  h  ^,  &c. 

Nous  examinerons  dans  le  Chapitre  fuivant  y  les  propriétés  des 
laifons ,  proporrions  y  &  progreffions  géométriques  :  celui-ci  fera 
borné  uniquement  k  expofer  les  propriétés  des  raifons,.  proportions^ 
&  pfo^ffions  arithmétiques^  .~  .  .. 

THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES, 

24<îr  Ttt^ORÔMfi  Ir  Dans  toute  frôpoftiôn  arithmétique  y  tafomme 
des  extrêmes  ejl  égale  à  lafomme  des  moyens  ;  ùfi  la  proportion  efi 
Continue  ^  la  jbmme  des  extrêmes  ejl  égale  au  double  de  la  moyenne^ 

DiAfowsTRATiON.I^  Soitla  proportion  arithmétique  6, f/.  c^  f. 
Il  efl  clair  que  la  différence  de  la  première  raifbn  a  y  by  fera  égale  à  la 
différence  de  la  féconde  c,y:putfqu'il  y  a  proportion.  Nommons? 
donc  cette  différence  d  :  &  foppofons  en  premier  lieu  que  le  pre- 
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inier  antécédent  a  foit  moindre  que  Ton  conféquent  b  ^  à:  que  par 
conféquerit  le  fécond  antécédent  c  foit  moindre  que  le  fécond  confè- 
quent  f.  Il  cft  vifible  que  nous  aurons^  -+-  ^=  ^  ,  &  c  •+-  d^=f; 
puifque  d  efl  la  quantité  qui  manque  à  chaque  antécédent  pour  être 
égaux  k  leurs  confëquens.  Mettant  donc  dans  la  proportion  a^^  d^ 
au  lieu  de  ^  ,&  i: + a,  au  lieu  de/;  nous  aurons  a  ^  a-\^d.\  CyC^d^ 
&  cette  proportion  fera  la  même  que  la  propofëe.  Ainfî  la  fomme  des 
extrêmes  fera  ^  H-  c  4-  ^,  &  celle  des  moyens  a  H-  ^-H  f.  Mais  ces 
deux  fommes  font  compofées  des  mêmes  quantités  :  donc  elles  font 
égales,  &  par  conféquent  nous  avons  a  -H c  +  d=  u^â-^ c.  - 

Suppofbns  en  fécond  lieu  que  a  foit  plus  grand  eue  b;c  fera  aufli 
plus  grand  que/*;  &c  nous  aurons  b'^d=^ay  &/ Hh  d=sc.  Ainfi 
mettant  ces  valeurs  de  ^  &  de  c  dans  la  proportion ,  nous  aurons.  3 -f-^ 
b  :.f^d.f:  &  faifant  la  fomme  des  extrêmes  &  celle  des  moyens , 
nous  aurons  b  •+•  d'+^f=^  b  -f-y-l-  d. 

II"*.  Enfin  fuppofons  la  proportion  continue  /.  a^b^c  :  cette  pro-^ 
porcion  peut  s'écrire  ainfi  a^  b,\  b ^  c.  Ainfi  fuppofant  que  la  diffé- 
rence foit  dy  &  que  a  foit  moindre  que  b;  nous  aurons  dans  la  pre^ 
mierc  raifon  à  +  d^=  b,  &  dans  la  fécondé  b  -H-  d=:c.  Mettant  donc 
ces  valeurs  àcb&cc  dans  la  proportion  a^b  ^\b  ^  c  ;  nous  aurons  à^ 
à-^d.\b  yb--^dy&c\2L  fomme  a-^b  -^d  des  extrêmes  fera  égale 
à  la  fomme  tf-+-  d'+^b  des  moyens  :  donc  j'ai  ^  -f-  c  =  z^ ,  enfub^ 
ftituant  les  valeurs  de  ^  +  d &,  dca^+'d.. 

Que  fî  tf  efl  plus  grand  que  b ,  nous  aurons  dans  la  première  raifoa 
b'+-d=sas  &  dans  la  féconde  c-h-d^^b.  Ccfl:  pourquoi  en  met- 
tant ces  valeurs  de  a  &  ^  dans  la  proportion  a,b.\byCy  nous  aurons 
b'+-d.b  /.  c-h  d.  c;&c  la  fomme  des  extrêmes  b  -4-  ^•4-  c  fera  égale 
à  la  fomme  des  moyéas  b-^c^d:  donc,  &c.  Ce  qu'il  falloir  dé^ 
moncren 

^47-  Problème  I.  Trois  termes  d'une  proportion  arithmétique 
étant  donnés  ,  trouver  le  quatrième. 

SoLuttoï^.  Suppofbns  que  a^b^Cy  foient  les  trois  premiers  termies 
d'une  proportion  arithmétique  ;  je  nomme  x  le  quatrième;  &  j*aî  a,* 
b  .\CyX  :  &c  faifant  la  fomme  des  extrêmes  &  celle  des  moyens ,  je 
trouve  tf  -4-  ^ = ^  -#-  c  i%^6)  ;  &  fiufknt  pafTer  a  du  premier  membre 
dans  le  fécond ,  j^ai ,a:  ?=  A  -kc  —  a;  ce  qui  mè  fait  voir  que  fî  de  la  - 
fomme  dçs  moyens  je  retranche  le  premier  terme ,  le  refle  fera  le 
dernier  terme  demandée 

Sotta«  2,  ^=5  y  c=s7  :  la  fomme  des  moyens  eft  î2 ,  de  la- 
quelle retranchant  le  premier  term^  2  ^  le  refle  10  fera  le  dernier 
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terme  cherché^  &  nous  aurons  la  proportion  arithmétique  2,5 .-. 

7>  10.  . 

0  0  j  -> 

Il  eft  aîfé  de  voir  que  n  c  étoît  le  premier  terme  qui  manquât  dans 
la  proportion ,  ou  le  fécond ,  ou  le  troifieme  j  on  n'auroit  qu'à  met- 
tre X  à  fâ  place,  &  achever  le  refte  comme  nous  venons  de  faire. 
'  248.  Rem^arque.  S'il  manquoit  deux  termes  à  la  proportion  ^ 
le  problême  feroit  indéterminé.  Par  exejrnple,  foîent  a^b^Xçs  deux 
extrêmes  d'une  proportion.  Je  nomme  la  première vmpyennejc ,  &  la 
féconde  y  ;  &  j'ai  a,x  .\yj  b:  &  par  cdnfëquent  a-^b  =y  •+■  x 
(246).  Aînfi  il  faut  néceffairement  déterminer  J'uoç  des  inconnues  : 
Je  déterminer,  qui  eft  la  première  moyenne,  en  lui  donnant  une 
valeur  c  moindre  ou  plus  grande  que  ^  ;  &  j'ai  a^c  :.y^b  t  d'où  jç 
tiré  <z  +  ^  =3C  Hhy  ;  &  faifant  pafler  c  dans  Iç  prpmier  mçmbre ,  Je 
jtouvc  tf -+- ^ --^  c  ==y^ 

249. Soit  tf=2,&  ^  =  7,  jefuppofejcï=4.AinfifaÎ2,4.'.y,7, 
-d'où  je  tire  2  +•  7  =4  -+-y ,  ou  9  ==  4  ^y  ;  &  paf  conféquent  y 
~9  —  4  =  5  ,&  la  proportion  eft  2,4/.  5,7. 

:  TKÛOKkMR  II.  Dans  tçtitepragrfjffion  arithmétique,  afcendanu  ^ 
fç^eft-à-dire  ,  dont  les  ternus-voKttn  augmentant  ^  la  fommc  de  deux 
permes  également  éloignés  du  premier  &  du  dernier ,  ceft-à-dire  égar^ 
^ment  éloignés  des  extrême f  j  éjiégale  à  lafommc  des  epcfrême^, 

DEMONSTRATION.  Soit  la  progreffion  arîdimédque  afcendante  /r- 
4fb,  Cye^f^  gy  doijt  jefuppofe  que  la  différence  eft  d:  le  fecond 
terme  b  fera  donc  égal  à  ^  •+•  ^i'  le  troifieme  c  fera  égal  à  i^  -4-  ^ ,  ou 
4 -f- </-4- ^^  ou  à  Hh  id; le  quatrième  fera  a^^d^ôc  aînfi  de  fuite t 
puifque  ces  termes  vont  toujours  en  augmentant  d'une  éjgàlc  diffé-^ 
rence.  Ainfi  la  progreffion  :.  ayb  ^c ^  e ,fy fera  la  même  que  a ,  ^ 
Hh^,  tf +  2^,  a-\-yly  tf-f-4^, a-hj  d.  Or  fi  dans  cette  progrefip 
fion  je  prends  te$  termes  a^d^èca^  4^  qui  foijt  également  éloi- 
gnés des  extrêmes  ;  leur  fomme  <z-f-^4-^-+-4^ou2a-|-  5^,  fera 
iégaleà  la  fomme^rV^-f-ou  2a-f--^^  des  extrêmes.  Que  fi  je  prends 
Jès  termes  a-^  zd^  &  ^  H-  3^ qui  font  également  éloignés  des  eîctrê- 
llies,  je  trcHiveraî  de  même.qup  leur  fpmpie  eft  égale  à  1,3  fopime  ta 
4-  «J^des  extrêmes  :  donc ,  &c,  *  ' 

250.  Remarque.  Si  la  progreffion  étoît  dçfçendante,  c^eft-*» 
à-dire  fi  fes  termes  alloient  en  diminuant,  il  eft  clair  qu'en  la  pré-p» 
nant  à  rebours ,  elle  fercat  afcendantej  &  par  conféquent  on  prou-- 
veroit  de  la  même  façon  c^e  nous  venons  de  faire,  que  la  fomme 
de  deux  termes  également  éloignés  dis  ejîtrêmes,  feroit  égale  à  la 
(bmme  dés  ëxtrêmes.Oi:'  cônune  il  eft  toujours  façiîe  ^0  prendre  ùjqo 
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progreflîon  à  rebours ,  en  écrivant  .^gs/^e^Cjù^a^au  lieu  de  /.  a , 
byCjCjf^g.  Nous  fuppoferons  toujours  que  la  progreflîon  eft  afcen- 
dan  te  dans  tout  ce  que  nous  allons  dire  ;  pour  n^être  pas  obligé  de 
donner  des  règles  difiérentes  pour  les  deux  cas. 

2Ç I .  Thi^orême  III.  Dans  toute  progrejjion  arithmétique  afcen-- 
iante ,  la  fomme  de  tous  Us  termes  ejl  égale  à  lafomme  des  extrêmes 
multipliée  par  la  moitié  du  nombre  des  termes  ^  c^efi-à-dire  du  nombre 
qid  exprime  combien  il  y  a  de  termes. 

DéMONSTRATioKT.  Soit  la progreffion  afcendante  tf ,  ^,  c,  ^jfjgj 
qui  a  fix  termes.  Je  fais  la  fomme  b'+^f  des  termes  b  ,y,  également 
éloignés  des  extrêmes  ;  la  fomme  c  +  e  des  termes  c^e,  également 
éloignés  des  extrêmes;  &  enfin  la  fomme  ^-»- g* des  extrêmes  :  ces» 
trois  fommes  font  égales  entre  elles  (249)  ;  &  elles  font  aufli  égales 
à  la  (bmmede  la  progrefliion  ,  ou  de  tous  les  termes.  Or  ces  trois 
fommes  égales  font  la  même  chofe  que  la  fomme  des  extrêmes  muU 
tipliée  par  3  :  mais  3  eft  la  moitié  du  nombre  des  termes  6  y  donc  la 
fomme  des  teripes ,  ou  la  fomme  de  la  progreflîon  ,  eft  égale  à  la 
fomme  des  extrêmes  multipliée  par  la  njioitié  du  nombre  des  termes. 

Il  eft  aifé  de  voir  que  s'il  y  avoir  un  [^lus  grand  nombre  derertnes, 
&  que  ce  nombre  fût  pair  ;  les  termes  pris  deux  à  deux  donneroienc 
toujours  un  nombre  de  fommes  égales  qui  fèroit  exprimé  par  la  moi- 
tié du  nombre  des  termes  :  6c  par  çonféquent  on  auroit  toujours  la 
fomme  de  la  progreflîon ,  égalée  là  fomme  des  extrêines  multipliée 
par  la  moitié  du  nombre. des  termçs. 

Mais  fi  le  nombre  des  termes  étoit  impair^  comme  dafn$  fa  pro-^ 
greffîon  •'•a^b  ^c^e^f  ,g^h;  nous  aurions  d'abord  les  trois  fom- 
mes b-jrg3  c^fy  &c  a^h  égales ,  &  il  refteroit  le  terme  e :  or  à 
caufe  que  les  trois  termes c,  ^^fy  fi^^t  en  proportion  continue;. la 
la  fbnune  c  -i-/ferpit  égale  au  double  du  jcerme  e  (24e)  :  donc  lo 
terme  e  ne  feroit  que  la  moitié  de  l'une  des  trois   fommes  égales^ 
Ainfi  nous  aurions  trois  fommes  égales  &  une  demi-fomme  r  mais  trois 
fommes  égales  &  une  dcmi-fommc  foiit  la  même  chofe  que  Tune  des 
fommes  multipliées  par  3  ôc  demi  :  donc  la  fbmme^de  la  progreffion 
feroit  égale  à  la  fomme  des  extrêmes  multipliée  par  3  7  qui  eft .  la 
moitié  du  nombre  des  termes  7  ;  &:  ainfi  des  autres.  Ce  qu'il  falloic 
démontrer,. 

2f  X.  Thi^orêMe.  IV.  Dans  toute  progrejjion  arithmêtiqiu  ajcen^ 
iante ,  le  dernier  urme  contient  le  premier  ^  plus  la  différence  mûlti^ 
pUée  par  le  nombre  des  termes  diminué  de  l^Unité,. 
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DEMONSTRATION.  ScHt  là  progreflîon  arithmétique  afcendante  /• 
a^b ,c ,e ^f^  dont  je  fuppoie  que  la  différence  eft  d: cette  pro- 
greffion  fera  la  même  que  celle-ci /.  tf,  tf-f-^j^H-a^,  «-4-31/, 
tf -+-4^.  Or  le  dernier  terme  tf-f-4^  contient  le  premier  terme  a, 
plus  4^9  c'eft'à-dire  ^  plus  la  différence  d  multipliée  par  4  y  c'eft-à- 
dire  par  le  nombre  des  termes  moins  un  :  donc  le  dernier  terme  a 
+  4^^  contient  le  premier  terme ,  plus  la  différence  multipliée  par 
le  nombre  des  termes  diminué  de  Tunité. 

253.  Corollaire.  Il  fiiit  de  ce  théorème  &  des  trois  précédens: 

I^,  Que  pour  trouver  la  fomme  d'une  progreflîon  dcMit  le  premier 
terme  9  le  dernier ,  &  le  nombre  des  termes  font  connus  ;  il  faut 
ajouter  \çs  deux  extrêmes  enlêmble  &  les  multiplier  par  la  moitié  du 
nombre  des  termes, 

11^.  Que  fi  on  connoit  le  premier  terme,  le  demîcr ,  &le  nombre 
des  termes  ;  on  connoitra  la  différence ,  en  retranchant  le  premier 
terme  du  dernier,  &  divifant  enfui  te  le  refte  parle  nombre  des  ter-* 
mes  diminué  de  Tunité.  Car  ce  refte  efl  égal  au  produit  de  la  diffé* 
rénce ,  multiplié  par  le  nombre  des  termes  diminué  de  Tunité  (l'^x). 

m**.  Que  fi  Ton  connoît  le  premier  terme,  le  dernier  &  la  diffé- 
rence ;  on  trouvera  le  nombre  des  termes ,  en  retranchant  le  premier 
terme  du  dernier ,  &  divifant  le  refle  par  la  différence ,  puis  ajoutant 
I  au  quotient  r  puifque  ce  refte  eft  égal  à  la  différence  multipliée  par 
le  nombre  des  termes  —  i  (i^x). 

I V**.  Que  fi  Ton  connoit  le  premier  tejrme ,  la  différence  &  le  nom* 
bre  des  termes  ;  on  connoitra  le  dernier,  en  faifant  le  produit  de  la 
différence  par  le  nombre  des  termes  diminué  de  Tunité,  &  en  ajou- 
tant ce  produit  au  premier  terme  (25  2). 

V**.  Que  fi  Ton  connoit  le  dernier  terme ,  le  «nombre  des  termes 
&  la  différence  ;  on  connoitra  le  premier  terme ,  en  multipliant  la 
différence  pv  le  nombre  des  termes  diminué  de  Tunité ,  retranchant 
enfuite  le  produit  du  dernier  terme;  car  le  refte  fera  le  premier  terme 
(25  2). 

VI^.  Enfin  que  fi  on  connoit  la  fomme  de  la  progreflîon ,  le  nom* 
bre  des  termes ,  &4ar4ifférence  ;  on  connoitra  le  premier  &  le  der- 
nier terme,  en  divifant  la  fomme  de  la  progreflîon  par  la  moitié  du 
nombre  dçs  termes ,  &  le  quotient  fera  la  fomme  des  extrêmes  j  parce 
que  la  fomme  de  la  progreflîon  eft  égale  à  la  fomme  des  extrêmes 
mukipliée  par  la  moitié  du  nombre  des  termes  (2^1).  Après  auoî  on 
fera  le  produit  de  la  différence  par  le  nombre  des  termes  dimmué  de 
runité  ;  &  retranchant  ce  produit  de  la  fomme  des  extrêmes ,  le  refte 
fçra  le  doublç  du  premier  tçrme  ;  à  c^ufe  que  la  fomme  des  extrêmes- 
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contient  le  premier  terme  &  le  dernier  ternie  y  lequel  contient  aùfH 
le  premier  terme  plus  la  difFérencc  multipliée  par  le  nombre  des 
termes  diminué  de  l'unité.  D'où  il  fult^u^en  retranchant  ce  produit, 
le  fefte  eft  le  double  du  premier  terme ,  &cc. 

Il  y  a  donc  cinq  chofes  dans  toute  progf effiôn ,  /avoir  le  premier 
terme ,  le  dernier ,  le  nombre  des  termes ,  la  différence,  &  la  fammé 
de  la  progreffion  ^  &  trois  des  quatre  ptâmieres  étant  connues ,  on 
connoîtra  toujours  les  autres.  En  voici  ùA  exemple  général  où  nous 
renfermerons  toU5  les  cas. 

254  Froblêmh  GÛnfÛKAL*  Ufi  homme  a  donné  de  F  argent  pendant 
un  certain  nombre  de  jours  ^  en  augmentant  toui  les  jours  ttunt  fnêntê 
Quantité  :  ainji  voilà  une  progtejjion  dont  nous  n  avons  rien  de  connu, 
mais  voici  les  différenus  queûions  qu'on  vous  fait^  en  VûusfaifaM 
toujours  connoître  trois  cnojes  : 

En  premier  lieu ,  on  dit  que  cet  homme  a  donné  le  prenlier  jour  un 
fol ,  le  dernier  ^  2  j  &  qtiil  a  donhé  pendant  huit  jouri  ;&  on  de^ 
mande  combien  il  a  dortfté. 

J'ajoute  le  premier  terme  i  au  dernier  12 ,  ce  qui  fait  2^  :  je  mul- 
tiplie cette  femme  23  par  4 ,  qui  eft  la  moitié  du  nombre  des  termes; 
&  le  produit  92  eft  Ja  fomme  totale  de  l'argent  que  cet  homme  a 
donné  (i^i). 

En  fécond  Heu ,  on  dit  que  cet  homme  a  donhé  pendant  huit  jours  , 
le  premier  jour  i  3  &  les  autres  en  augmentant  toujours  de  trois  ;  & 
(on  demande  combien  il  a  donné  le  dernier  jour  ,&  ce  qtiil  a  donné 
en  tout. 

Je  multiplie  la  différence  3  par  le  nombre  des  termes  diminué  de 
l'unité^  c'eft-à-dire  par  7,  ce  qui  fait  it  :  &  ajoutant  le  premier 
terme  i  kce  produit,  la  lomme  22  eft  ce  qu'il'a  donné  lé  dernîef 
jour  (252).  Après  quoi  je  trouve  la  fonime  totale,  côfnnîê  àùpa* 
ravant. 

En  tfôîfiertle  lieu,  on  dit  que  cet  homme  augmentant  chaque  jour  dé 
3 ,  a  donné  le  huitième  jour  22  fols  j  ù  ton  demande  combien  il  à 
donné  U  premier  jour. 

Je  multiplie  la  différence  3  pai^  7,  C4  qtri  fait  it  ;  &  rétrancïiânt 
£1  du  dernier  terme  22 ,  le  refté  eft  le  pxfeYnfer  ternie  i  (25 1  ^  2^2). 

En  quatrième  lieu ,  on  dit  que  cet  hoArnii  a  donné  t  fol  k  premier 

jour  ,  22  le  dernier  jom^ ^  &  qu'il  a  toujours  duàmektédè  3,  &  fàn 

demandé  pendant  combien  de  jours  il  a  donné.  •_  ^ 

Je  retranche  le  premier  terme  i  du  dernier  22  ,  &  le  refte  ^i  eft 
la  différeace-3  multâpKéepar  le  Acatthtt  des  termes  diminué  déï'unité 
ToMB  I.  S 
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(2  J  2.)  :  donc  divifanc  21  par  3 ,  le  quotient  7  eft  le  nombre  de  termes 
diminué  de  l'unité^  &  par  conféquent  8  e(l  le  nombre  de  jours  pen- 
dant lefquels  cet  homme  a  donné  de  l'argent. 

En  cinquième  lieu  ^  on  dit  que  cet  homme  a  donne  pendant  huit 
jours  j  te  premier  jour  i  ^  &  le  dernier  zi^&  ton  demande  quelle  ejl 
la  quantité  dont  il  a  augmenté  tous  les  jours. 

Je  retranche  le  premier  terme  i  du  dernier  22 ,  &  le  refte  21  eft 
la  différence  multipliée  par  le  nombre  des  termes  diminué  de  Punité 
(xs  2)  :  je  divife  donc  ce  refte  par  8  —  i,0U7;ôcle  quotient  3  eft 
la  différence  cherchée. 

En  fixieme  lieu ,  on  dit  que  cet  homme  a  donné  en  tottt  ^ifols  ^  & 
que  le  premier  Jour  il  a  donné  1  &  le  dernier  zz'^  &  F  on  demande 
pendant  combien  de  jours  il  a  donné  ^  &  quelle  efi  la  quantité  dont  il 
a  augmenté  tous  les  jours. 

J'ajoute  le  premier  terme  au  dernier ,  ce  qui  fait  23  ;  &  dîvîfant 
02  par  23^  je  trouve  4  qui  eft  la  moitié  du  nombre  des  termes  ;  car 
fa  (omme  92  eft  le  produit  de  23  par  la  moitié  du  nombre  des  termes 
(x^  i)  :  ainfi  le  nombre  de  jours  eft  8.  Après  quoi  retranchant  le  pre-r 
mîer  terme  i  du  dernier  12 ,  ce  qui  fait  21  ;  je  divife  xi  par  8  —  i  , 
ou  par  7^  &  le  quotient  3  eft  la  différence  cherchée  (15  2)» 

En  (eptieme  Heu  ^  on  ait  que  cet  homme  ayant  donné  pendant  8 
jours  3  en  augmentant  toujours  de  '^^a  donné  en  tout  ^ijols  j  &  l'on 
demande  combien  il  a  donné  le  premier  jour  &  le  dernier^ 

Je  divife  la  fomme  ^2  par  a,  qui  eft  la  moitié  du  nombre  é&  ter- 
mes,  &  le  quotient  23  eft  la  tomme  des  extrêmes  (251),  Je  fais  le 
produit  de  la  différence  3  par  8  —  i  ,  ou  7,  ce  qui  fait  21  ;  &  le  refte 
X  eft  le  double  du  premier  terme  :  car  la  fomme  du  premier  &  du 
dernier  contient  deux  fois  le  premier,  plus  la  différence  multipliée 
par  le  nombre  des  termes  dîmimié  de  l'unité.  Ainfi  cet  homme  a 
donné  le  premier  jour  i  &  le  dernier  22. 

2^5. Remarque.  Si  dans  ces  fortes  de  queftîons  on  donnoit  à 
connoître  moins  de  quantités  qu'il  ne  faut  pour  pouvoir  les  réfoudre 
comme  nous  venons  de  faire  ;  cai  nommeroit  les  quantités  incon- 
nues par  les  lettres  :r  ,y ,  &c  ;  &  on  réfoudroit  le  problème  en  fuivanc 
le  principe  précédent ,  ainfi  qu'on  va  voir.. 

.  25  G.  FROBLâMB  III.  On  a  détaché  (tune  garnifon  le  premier  jour 
^  hommes  ,  le  fécond  J  9^  ciinfi  de  fuite  ^  en  augmentant  toujours  de 
aeax^  &  à  la  fin  il  s' efl  trouvé  qtion  avoit  détaché  en  tout  96  hom-- 
mes  ;  on  demande  pendant  combien  de  jours  ces  détachemens^  ont  duré. 

SoxuTioBT.  Je  connois  1>ien  ici  trois  chofes  y  favoir  le  premier 
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terme  5  ^  la  diffêrence  z ,  &  la  fotnme  de  la  pros^redion  96  :  mais 
comme  Tune  de  ces  trois  chofes ,  c'eft-k-dire  la  fomme  de  la  pro- 
greflion  n'eft  pas  au  nombre  des  quatre  premières  dont  nous  avons 
parlé  (x53).  ;  je  ne  puis  pas  réfoudre  le  problême  par  les  règles  or- 
dinaires. Ainfi  je  nomme  le  nombre  des  termes  y ,  &  par  confé* 
quent  y  —  i  eil  le  nombre  des  termes  diminué  de  Tunité.  Je 
multiplie  la  différence  X  par^ 
—  I  ;  ce  qui  donne  ly  —  x  ;  ^ 
&  ajoutant  à  ce  produit  le   y  — ^ 

premier  terme  J  ,  j'ai  2y  H-3     2  y 2 

pour  le  dernier  terme  (2^2  ).  ^ 

J'ajoute  à  ce  terme  le  premier     . 

terme  5  ;  &  lafomme  2y  4-  8     V"*-3  fermer  terme. 

eft  la  fomme  des  extrêmes.  Je  1 

multiplie  cette  fonjme  par  ^  y  2jyr  4-  8  fomme  des  extrêmes. 

qui  eft  la  moitié  du  nombre  -J-y 

des  termes:  &  le  produit  yy  ; r  j    t  ir 

H.  ^  eft  la  fomoie  de  la  pS-  yy  ^^  4>'^""^  ^^  ï^  progreffiotr. 

gremon.'  Or  cette  fomme  eft  yy^J^y      9  ^^ 

égale  à  96,  par  la  condition  du  -^-y  "*"  4  ^  J^  4— • 
.problême  ;  donc  j'ai  yy  +  4y  ^  ,  o 


^6 y  qui  eft  une  équation  du  ^ 

{econd  degré; 

rajoute  de  part  &  d'autre  le  quatre  4  de  la  moitié  du  coefficient 
4}.  du  fécond  terme  \  Se  par  ce  moyen  le  premier  membre  eft  un  quarré 
parfait  (^^I).  Je  tire  h  racine  quarrée  de  part  &c  d'autre ,  &  j'ai  y -h 
a=  10  :  donc  j^acs:  -^1-4-10=58 ,  çft  la  première  racine;  &  la  fé- 
conde .efty  :^  —  i — 10  ==*  -—  I  z  qui  eft  une  racine  négative.  Car  fi 
ron  multiplie  y  — 8  =  o  par  y  -4-  1 2  =^  o ,  le  produit  lerayy  -4-  ^jy 
r — 96=?oqui  eft  Téquatîon  que  nous  avions  à  réfoudre.  Or  cette 
équatipn  n'^yaqt  Qu'une  racine  pofitive ,  le  problême  n'a  qu'une  fo- 
lution  y  &ç  par  coniéqueiit  le  nombre  des  jours  pendant  lefquels  les 
détachemens  fe  font  faits  eft  8  ^  ce  que  l'on  connoitra^  aifément  fi  Ton 
continue  la  progreffion  ^  ,  7,&c/jufqu'au  huitième  terme  qui  fera 
19,  lequel  ajouté  au  premier  fera  24 ,&  cette  fomme  multipliée  par 
k  moitié  4  du  nombre  des  termes  8  ^  donnera  ^6  :  ce  qui  étoit  pro-^ 
pofé. 

^57.  ProblAmb.  IV.  t/n  voleur  fuit  j  &fau  10  lieues  par  jour: 
un  archer  lepourfuit  ^  &  fait  le  premier  jour  3  lieues ,  le  fécond  ^,& 
/finji  {le  fuite  ^  en  augmentant  toujours  de  deux  ;  en  combien  de  jours 

Sii 
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k  voUur  fcrort-il  ausint;  &  combien  de  lieius  iua  &  t autre  auwnt^ 
ilsfait.^ 

Solution-  Je  ne  connois  icî  que  le  premier  terme  3 ,  flc  la  dîffé- 
fcnce  %  de  la  progreffion.  Maïs  comme  le  voleur  fait  tous  les  jours  i  o 
lieues,  je  vois  que  la  fomme  de  la  progreffion  de  Tarcher  fera  égale 
à  I  o  multiplié  par  le  nombre  de  jours  qu*îl  aura  employé-  pourPat*^ 
teindre  :  car  on  fuppofe  que  Tun  &c  Tautre  font  partis  le  même  jour. 

Je  nomme  donc  j^  le  nom-  y  —  1 
bre  des  termes  ou  des  jours  ;  2 
aînfî  y  —  i  fera  le  nombre 
des  termes  diminué  de  Tuni- 
té.  Je  multiplie^  —  i  par  la 
difiérence  2  ;  &  le  produit  eft 
2y  —  2,  auquel  ajoutant  le 
premier  terme  3  ,  la  fomme 
2;/  H-  1 1  eft  le  dernier  ter- 
me (x^z).  J'ajoute  le  pre- 
mier terme  3  au  dernier;  & 
j'ai  la  fomme  à^%  extrêmes 
2y  •+•  4.  Je  multiplie  cette 
fomme  par  ^yi&c  le  produit 


xy 


Z 

3 


^J 


i  dernier  tcrmcx 
3 


ry 


4  fomme  des  extrêmes*. 


eft  la  tomme  de  la  progreflron.  OrcettefbnMneeftégaîeS  lO 
tiplié  par  y  ;  comme  nous  venohs^  de  dire  r  donc  j^d  Téqi 


yy  •+-  ly  fomme  de  k  progreiSbuv 
yy-^zy^ioy 
y^i^io 

muf^ 
equatiom 
ry  -H  2)rc=  iqy ,  &  divifanc  tout  par  y ,  puis  faifant  ^afiçr  2  dans  la 
fécond  membre,  fe  trouve  y  sr:  8,  Ainfi  l'arctier  a  atteint  le  voleur 
dans  8  jours;  ce  que  Von  prouvera  en  continuant  la  progreffion  3 ,  y  y 
&c,  jufqu^au  huitième  terme  Que  Ton  trouvera  être  17 r&  ajoutant 
ce  terme  au  premier  ^  ce  qui  fera  20  y  puis  mukiplîanc  par  la  moitié 
4  du  nombre  des  termes;  on  trouvera  80  pour  la  fomme  de  la  pro^ 
greffion^  &  cette  fomme  fera  égale  à  10  multiplié  par  le  nombre  des* 
termes  8.  Amfi  le  voleur  &  l'archer  auront  fait  8e  Ueues  chacun  au^ 
bout  de  8  jours. 

258.  FR0»ifâM6  Vr  l/fi  homi/u  #  gapi  au  jtu  fendant  fnetqucg 
jows  Mme  progreffion  de  louis  doni  la  fomme  totale  eâ  48  louis  i&Uf 
fi)mmè  des  extrêmes  tjè  16  Ums  :  on  demande  comtfien  de  Jours  il  et 
joué  ^  ce  qu^ila  gagné  le  premier  jour  j  &  de  combien  le  gain  de  chaque 
jour  s" augmentoit  au-^deffiis  du  précédente 

SbitTTiON.  Je  dîvîfe  fa  («nme  de  îa  progreffiçn  par  fa  Ibmmë  1  ^ 
desextrêmes;  &  le  quotient  3  eft  la  moitié  du  nombre  des  termes 
(25 1)«  Ainfi  cet  homme  a  joué  pendant  6  \oux%^ 
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Maintepanc  pour  répondre  à  y 

ce  qu'on  me  demande  encore ,  je  $ 

nomme  x  le  premier  terme ,  &cy  ^~ 

la  différence*  Je  multiplie  la  diiœ^  ^ 
xence  par  6  -~  i ,  ou  par  ^  ;  & 


mtti0mmm>mm 


ajoutant  au  produit  \yy  le  pre*       yy -+- x  dernier  terntCir 

mier  terme  x  ;  la  (omme.   <^y      5y  Hh  wr  (pmme  des  extrêmes, 

«4^  j;  e(l  le  dernier  terme  (z^zj.      3 

J'ajoute  à  ce  dernier  terme,  je    7îT?77^8 

premier  terme;  je  muitiphe  la     x{y^^/L^ 6x 

(bmme  <^  -^  zx  par  3  ,  qui  eft  Ja  ^s^-^^jg 

moitié  du  nombre  défi  termes ,  &        %y  15 

le  produit  eft  la  forame  de  la  progreflion  (z^i).  Ainii  j'ai  i^-^éx 

«=  48  9  &  faifant  pafier  6:^  dans  le  fécond  membre,  puis  diviGmt  couc 

par  I  ^  ;  j'aîy  =»  ^- ,  &  le  problème  cft  indéterminé. 

Or  je  vois  que  pour  déterminer  :r ,  il  faut  qu'en  retranchant  6x 
de  48 ,  le  refte  puifTe  être  divifé  exactement  par  i«j  ,{î  je  veux  que 

la  valeur  ^^ de  la  différence  y  foie  une  grs^eur  fans  fraftion. 

Je  fu{çofë  donc  ^«x;^,  6c  par  confi&juent  6x=saj2;  &  de  48! 
fctant  18 ,  le  refte  30  divifé  par  i  J  donne  au  quotient  2  *=sj)^.  Ainfi 
cet  homme  2  gagtïé  le  premier  jour  3  louis  ^  le  fécond  ^  ,  5cc  ^  en 
ibrte  que  la  progreflîon  eft  3 ,  J ,  7,  9,  1 1  ^  13  r  &  il  eft  aifé  de  voir 
que  ces  nombres  remplif&nt  les  conditions  du  problémpe» 

Et  cette  folurion  en  k  Icalç  que  l'on  puifte  trouver ,  fi  l*on  vcur 
que  le  premier  term^  6c  la  difFérencp  loienc  des  nombret  eatienr* 
Mais  fï  cette  condition  n'eft  pas  requifè ,  on  peut  fuppofer  pour  x , 
tel  autre  nombre  qu^on  voudra  ;  pourvu  que  6x  foit  moindre  que 
a8  ,  &:  autant  de  fuppofîtiQn»  qu^OO  fera pout  x,  autant  on  trouvera 
de  différentes  folutions. 

MJNIERE  DE  COMPTER  LES  PILES  DE  BOULETS. 

%^^.  IiCs  piles  de  boulets  qu'on  voit  dans  les  arcenaux  foat»  ou 
des  pyramides  quarrées,  telles  que  celle  de  h^gur^  i  x  de  la  planche 
qu'on  trouvera  à  t'a  fin  de  ce  prenner  livre^  ou  des  pyramides  triaa* 
gtdaires  (  is^,  6)9  ou  des  pyramides  oblongues  (Fig^iy),  ou  de^. 
pyraniides  obkmguesr  qui  ont  à  leurs  extrémités  d^ux  pyramides 
quarrées  (  Fig.  14  )  ^  &  qui  quelquefois  font  aufli  entrecoupées  do 
pyfMmdes  quarr^  (Fig  i  ^  )•  Il  s'agit ,  ea  voyant  ce&  pyramides  j  do 
iavoir  le  nombre  de  boulets  qu'elles  contiennent  :  c'eft  ce  que  nou» 
^loQs  Êike  ei»  exaipin^nt  le»  fof natiom;  4e  ces  piks». 
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260.  Si  Ton  écrit  la  fuifé.des  nombres  naturels  i.  2?  3.  4.  5.  6. 
7.  8 ,  &c  ;  &  qu'on  prenne  le  premier,  puis  la  fomme  des  deux  pre- 
miers, puis  celle  des  trois  premiers ,  &  ainfi  de  fuite  ;  on  formera 
une  autre  fuite  de  nombres  i.  3,  6,  10.  15.  21.  28.  36,  &c,  que  Ton 
nomme  triangulaires  :  parce  que  ce  font  les  feuls  qui  puiflent  s'ar- 
ranger en  triangles  3  comme  on  voit  dans  les  figures  !•  %.  3.  4.  5, 

Q.61.  Chaque  nombre  triangulaire  eft  donc  la  fomme  d^une  pro^ 
greflîon  de  nombres  naturels  j  &  (on  côté  eft  toujours  ^al^u  der- 
nier terme  de  la  progreffion  qui  Ta  formé ,  &  auffi  au  nombre  des 
termes  de  cette  progreffion.  Par  exemple,  le  côté  du  nombre  trian-» 
gulaire  i  o  (  Fig.  4  ),  qui  eft  là  fomme  de  la  projgreffion  1^2,3,4, 
eft  égal  au  dernier  terme  4  de  cette  progreffion ,  &  au  nombre  des 
termes  de  cette  progreffion  :  car  le  nombre  des  termes  d'une  pro- 
greffion de  nombres  naturels ,  eft  toujours  égal  au  dernier  terme: 
Il  eft  aifé  de  voir  que  le  nombre  4e  rangs  que  chaque  nombre  trian- 
gulaire contient,  eft  auffi  égal  à  fon  dernier  terme,  &  que  par  con- 
léquent  on  peut  prendre  ce  nombre  de  rangs  pour  le  nombre  de 
termes  de  la  progreffion  qui  a  formé  le  nombre  triangulaire  ,  ou 
le  nombre  de  rangs  pour  le  dernier  terme. 

xG%.  Çonnoiffiint  donc  Ip  côré  d'un  nombre  triangulaire ,  fi  on 
ajoute  le  premier  terme  à  ce  côté ,  &  qu'on  multiplie  la  fommê 
par  la  moitié  du  nombre  des  rangs ,  ou  ce  qui  çft  I4  même  chofe, 
par  la  moitié  du  côté  ;  le  produit  fera  la  valeur  du  nombre  trian- 
gulaire (  2^1  ).  Ainfi  nommant  x  le  dernier  terme ,  ou  le  côté,  &f, 
*joutan;  I  j  la  fomme  fera  :c  -h:  i ,  laquelle  multipliée  par  ^¥y  don- 
nera le  produit  *^        qui  eft  i'expreffion  générale  de  tout  nombre 

triangulaire ,  dans  laquelle  il  n'y  a  qu'à  mettrp  la  valeur  de  x  pour 

avoir  le  nombre  demandé.. 

'    Soit  par  exemple  r  =  7  :  donc  i»rx  sr  49  ;  &  par  conféquent 

^^         =  I21Î1Z.  =  ^  =  28  :  &  en  effet  28  eft  le  nombre  trian-- 


gulairè  dont  le  côté  eft  7 ,  &  ainfi  des  autres. 

2(33.  Si  on  prend  une  fuite  de  nombres  triangulaires ,  par  exemple  les 
cinq  qui  font  exprimés  parles  figures  i.  2.  3.  4.  5  j  &  qu'on  \ts  cou- 
che \qs  uns  fur  les  autres  par  ordre ,  yen  mettant  toujours  le  moin- 
dre fur  le  plus  grand ,  on  formera  une  pyramide  triangulaire  {Fig.  6). 
D'où  il  fiiit  qu'une  pyramide  çriangulaire  eft  une  fomme  dénombres 
triangulaires, 

»  264.  On  pourroit  donc  aifément  former  une  table,  par  le  moyen 
de  laquelle  on  trouveroit  d'un  coup  d'œil ,  quel  eft  le  nombre  de 
poulets  d'une  pyramide  triangulaire  dont  on  connoîtroit  le  côté 
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de  la  bafe,  La  première  colonne  contiendroit  les  nombres  na- 
turels i,x,jy49  5,&c.La  féconde  contiendroit 
les  fommcs  (ucceflives  de  ces  nombres ,  c'eft  à-dire 
les  nombres  triangulaires  1^3,6^  10,  i^  ^  ôcc  :  & 
pour  former  la  troifieme ,  on  prendroit  d'abord  le 
premier  triangulaire  i  y  enfuite  la  fomme  4  des  deux 
premiers  1,3;  puis  la  fomme  10  des  trois  pre- 
miers 1 ,  3 ,  6 ,  &  ainfi  de  fuite  :  ce  qui  donner  oit  les 
nombres  1,4,   10,  20,  3^,   nommés  pyramidaux 

triangulaires;  parce  que  ce  font  les  feuls  qui  puiflent 

s'arranger  en  pyramides  triangulaires. 

Four  connoitre  donc  par  le  moyen  de  cette  table ,  quel  efl:  le  nom- 
bre triangulaire  dont  le  côté  eft  4  ;  on  chercheroit  dans  la  première 
colonne  le  nombre  4  ,  &  à  coté  de  ce  4  on  trouveroit  dans  la  co^ 
lonne  des  nombres  triangulaires  le  nombre  i  o ,  qui  ferait  voir  que  le 
nombre  triangulaire  demandé  efl  10;  &  ainfî  des  autres* 

De  même  h  on  vouloir  connoître  combien  de  boulets  contient  une 
pyramide  triangulaire  dont  le  côté  de  la  bafe  efl  5  ;  on  chercheroit 
dans  la  première  colonne  le  nombre  ^  ^  &  à  côté  de  ce  nombre  on 
trouveroit  dans  la  troineme  colonne  le  nombre  3^  ^  qui  feroit  voir 
que  la  pyramide  demandée  contient  3^  boulets. 

Nous  donnerons  bientôt  une  méthode  plus  courte,  &  qui  n'obli^* 
géra  pas  de  porter  toujours  avec  foi  une  longue  table. 

265.  Les  pyramides  quarrées  font  compofées  de  plufieurs  couches 
qui  font  en  defcendant  i.  4.  9.  16.  x«},  &:c;  c'eft-à-dire  les  quarrés 
des  nombres  naturels.  Par  exemple  la  pyramide  de  la  figure  1 2 ,  eft 
compofée  des  cinq  quarrés  des  figures  7,8,  9,  10,  11.  Ainfi  pouç 
trouver  combien  une  telle  pyramide  contient  de  boulets;  il  n'y  a 
qu'à  favoir  ce  que  vaut  une  (uite  finie  de  quarrés  i.  4.  9.  16  ^  &c  : 
éc  cela  peut  encore  fe  trouver  en  conftruifant  une  table,  ainfî  qu'on 
va   voir. 

266.  J'écris  dans  une  colonne.  les  nombres 
naturels  i.  2.  3.  4.  5,  &c.  qui  marquent  les 
côtes  des  quarrés.  A  côté  de  cette  colonne , 
f cri. forme  une  féconde  qui  contient  la  pro- 
greiîîon  des  nonibres  impairs  1,3,  «>,  7,  9, 
&c.  Je  forme  une  troiueme  colonne  ,  dans 
laqqelle  j'écris  d'abord  i  ;,puis la  fomme  4  des 
deux  premiers  nombres  impairs  1,3;  puis  la 
Ibmme  9  des  trois  premiers  1,3,  $ ,  &  ainfi  de 
fuite  :  &  cette  colonne  contient  les  quarrés  des 
«ombres  naturels  i  ^  2 ,  ^ ,  de  la  première.  Enfin  je  fais  une  quatrième 
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colonne ,  dans  laquelle  j'écris  d'abord  i  y  puis  la  fomme  5  des  deux 
premiers quarrés ;  pub  la  fomme  14  des  trois  premiers  i  ^4^  9^  & 
ainfi  de  fkite. 

Si  l'on  veut  donc  favotr  quoi  eft  le  quarré  donc  le  coté  éft  ^  ;  oft 
cherchera  dalis  la  première  colonne  le  nombre  ^  ;  &  à  côté  de  ce 
nombre  en  trouvera  dans  la  troifiem»  colonne  ^  le  nombre  x^  ^  qui 
fait  voir  que  le  quarré  de  5  eft  aç. 

De  mente  (i  l'oû  veut  (avoir  combien  de  boulets  contient  une  py* 
ramide  ^  dont  le  coté  de  la  bafe  eft  4  ;  on  cherchera  dans  la  pre* 
miere  colonne  le  nombre  4^  &  à  côté  de  Ce  nombre  on  trouvera  dans 
la  quatrième  colonne  y  le  nombre  2à  ;  qui  fait  voir  que  cette  pyra^ 
mide  contient  30  boulets  y  &  ainn  des  autres* 

Comme  on  n'a  pas  toujours  des  tables ,  &  que  celles  qu'on  trouvé 
4}U€lquefols  par  haiard  fè  trouvent  fouvent  peu  exaâes  par  l'erreur 
<ju  la  négligence  des  copifies  ;  je  vais  donner  deux  formules  aflet 
Hmples  y  pour  les  pyramides  quatrées  ôc  triangulaires  ^  &  je  ferai  voir 
eniùtte  comment  on  peut  compter  les  autres.  Ces  formules  d^n- 
dent  du  théorème  fuivant» 

%6y.  Thborême^  Si  Con  prend  la  fuite  des  nombres  naturels  jO , 
1 ,  2 ,  3  3  4 ,  5'c ,  qui  commencent  par  \éro  ;  &  au  on  enfaffe  les  quar^ 
résO^ti  ^j^ii6f  35  ^  j6g  &c  :jt  dis  que  Ji  Von  fait  lafomm^  des 
deux  vremiers  quarrés  i  des  troii  premiers  ,  &c  ;  chacune  de  ces  fom* 
mes  fera  àfon  dernier  terme  ou  au  plus  sçrand  quarré  qu^elU  contient 
multiplié  par  U  nortibre  des  termes  ,  c* efi-à-dire  par  le  nombre  qui  ex^ 
prime  combien  il  y  a  de  quarrés  dans  cette  fomme  ^  comme  i  ^  3  j 
plus  comme  i  àjixjois  la  racine  du  plus  grand  quarré. 

DiéMôNSTRATiON,  Je  pourroîs  démontrer  cette  propofition  en  em- 
ployait Talgebre ,  mais  comme  le  calcul  eft  un  peu  long  &  compli- 
que ,  je  me  contenterai  de  le  démontrer  par  une  fimple  induclioa 
en  cette  forte. 

Je  prends  d'abord  les  deux  premiers  quarrés  o,  i  ;  leur  fomme  eft  i , 
&  le  dernier  terme  i  multiplié  par  le  nombre  des  termes,  ou  pris  au- 
tant de  fois  qu'il  y  à  de  termes ,  eft  2,  Aînfi  la  fomme  eft  au  plus 
^rand  quarré  multiplié  par  le  n  onj-      ô-+*i=!ci         ,         «T 


>re  des  termes ,  conirhe  .1  eft  à  i/;      i-f-x=;2  — ~  —  T  "t-  0  oc 
par  conftquent  elle  en  eft  la  moi- 
tié :  or  la  moitié  d'une  grandeur  eft  égale  au  tiers ,  plus  au  fixîeme 
dé  cette  grandeut  :  donc  la  forrtme  des  quarrés  o,  i ,  eft  au  der- 
nier multiplié  par  le  nombre  des  termes ,  comme  i  à  3 ,  plus  comme 

X 


Calcul.  LES  PROPORTIONS.  Piles  de hovUts.    14^ 

I  à  6.  Mais  6  ou  é  X  J  eft  la  même  chofe  que  la  racine  i  du  plus 
grand  quarré  i  multiplié  par  G  :  donc  la  fomme  eft  au  dernier  terme 
multiplié  par  le  nombre  des  termes,  comme  i  à  3 ,  plus  comme  i  a 
^  fois  la  racine  du  plus  grand  quarré. 

Je  prends  les  trois  premiers  quarrés  oHhï  ^^  j  l^ur  fomme  eft  5  j 
&  le  plus  ^rand  4  multi-     ^^, 

plié  par  le  nombre  des      ^^,^=1^====  ir  4"it^=t4"it 
termes,  ou  pris  trois  fois 

eft  12  :  donc  la  fomme  eft- au  dernier  terme  multiplié  parle  nom-, 
tre  des  termes^  comme  ^  eft  à  12  j  &par  cqnféquent  clic  en  eft  les 
cinq  douzièmes.  Mais  ti  =7=  ir  ■+•  tij  ^  Tr= t  '  <^o^c  -^^  ==  |  -h  y , . 
Ainfî  la  fomme  eft  au  dernier  terme  multiplié  par  le  nombre  des 
termes ,  comme^i  eft  à  3,  plus  comme  i  eft  à  12 ,  ou  2x6.  Mai*  . 
2x6  eft  égal  à4a  racine  2  du  plus  grand  quarré  multiplié  par  6: s 
donc  la  fomme. eft.au  dernier  terme  multiplié  par  le  nombre  des  ter-^ 
ineSy  comme  i  à  3 ,  plus  con>me  i\6  fois  la  racine  z  du  plus  grand 
quarT4^ 

Je  prends  les  quatre  premiers  quarrés  d,  i ,  4 ,  9 ,  la  (bmme  ^ft  14  ; 
&  le  dernier  9  pris  4  fois  eft 

35;donp  laYommceft  au  |;^i±J:  :^^=.f^^-^.=i.+^ 
fermer    terme  ,    multiplie 
par  le  nombre  des  termes,  comme  14  à  36.  Aînfi  elle  en  eft  les 

7j  :  or  -jI  s»  3-*-Vf  >  ^^^"=^6  •  ^^^^  ^^  fomme  eft  au  dernier 
terme  multiplié  par  le  nombre  des  termes  comme  i  à  3 ,  plus  comme 
I  eft  à  (^  fois  la  raciae  3  du  plus  grand  quarri. 

Je  prends  les  cinq  premiers  quar^'és  o  ;  i ,  4, 9,  1 6 y  leur  (bmmç 
«ft3o;6çle     ^    _     ^  ' 

/dernier   t^  ^"^  44-9-1-16  50 :£— -.5 S^J--î iJ i- 

l6-t-l6-«-i6rf-l6-4rlé         80  8  ai  »♦    •     *♦  i      ,   »♦ 

pns      cmq 

fois  fait  8p.  Ainfi  la  fomme  çft  |^ ,  ou  f  du  dernier,  terme  multiplié 

par  le  nombre  de?  termes  ;  or;^  =  ^,  en  multipliant  tout  par  3  ;  & 


=  M  '+"■îT=**T'^•'^'^=T•^ — ^  •  d^^c  la  fomme  eft  au  dernier 
terme  multiplié  par  le  nombre  des  termes ,  comme  i  à  3 ,  plus 
xromme  i  à  4  x  Gp  ou  comme  i  à  la  racine  du  plus  grand  quarré  mul- 
tiplié par  6.  *' 

Ec  comme  en  continuant  de  prendre  un  pfus  grand  nombre  d0 
quarrés,  je  trouve  tôujou^  la;  même  chofe;  il  s'enfuit  que  le  théo-» 
rème  eft  démontré.  Oti  trouvera  une  démonftration  pliK  géQmétH*- 
que  de  ceci ,- dans  l'airithmécique  des  infinis  dont  nous  traiterons  clans 
Je  fécond  volume.  c  .   -  .4 

TOMB  I.  ï 
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i6S.  Problème  I.  Trouver  combien  il  y  adc  boulas  dansurupy^ 
ramidc  quarrée  / 

Solution,  Je  CuppoCt  que  la  fuite  des  quarr^s  qui  compofent  !a 
pyramide  coinmencp  par  ziéro,  iSc  foit  o,  i  ^  4^  o,  té ,  &c.  jufqu'au 
quarré  de  la  bafe  que  je  nommerai  xx.  Aînii  fe  npmbre  des  çer- 
nie.$  4e  cette  Tuice  furpaflera  d'igne  tmi^é  ,  le  jiombre  des  couches 
de  la  pyramide  ^  &  n'augmentera  pourtant  pas  fa  valeur  ;  k  caufe 
que  zéro  ajouté  à  une  fomme.ne  rend  pa$  cette  fotnme  plus  grande. 
T'aurai  donc  :c  -f-  i  pour  le  nombre  des  termes  ;  &  multipliant  le 
dernier  terme  par  jt  -+- 1 ,  j'aurai  jc'  -4-  .v^  qui  fera  le  produit  du  der- 
nier terme  mukiplîé  par  le  nombre  des  termes.  Or  la  fuite  o  ,  i ,  4 , 
g^i^f  &c.  XX y  eîl  égale  au  tiers  de  ce  produit,  plus  k  une  fraftion 

de  ce  mêioe  produic  lexpriniée  par  ^  9  &  le  tiers  de  ;r'  +  ;c^  jed 
,  &  le^  eft*  T"^  ;  donc  la  fuite  o,  i,  4,9, 16,  &  xxcQ: 


X' 


3        '  6x  6x 

égale  à  H -g — ,  &  par  conféquent  la  pyramide  donnée  fera 


3  6« 

-  "3"   ■  •+•  *  "T*^  :  ce  qui  donné  la  règle  fuîvante. 

Règle.  Faites  l^fomme  du  cube  &  du  quarré  du  dernier  terme} 
divife:^  cette  fomme  par  3  ,  enfidte  divife:^  la  même  Comme  par  C  foi^ 
la  racine  du  dernier  terme,  ou  par  6  fois  le  côté  de  la  bafe  de  lapyfa^ 
mide  ;  &  les  deux  quotiens  ajoutés  enfenible  vous  donneront  lajomme 
des  b^ulets^  . 

Explication.   Soît  ^=39,  c'eft-à-dire  fuppofbns  que  le 
côté  de  la  bafe  db  la  pyramide  contienne  9  boulets.  Nous  aurons 

'    ^V  ■     *^-4-*V 7^9-4-81     ,    7^9 -+-81   «-L2.  ,J«  iJL£    •    «r   t2^ 


36*  )  ■       6x9  ^ 


a7o,  &  s.*^  =  ij  ;  donc  ^^^""^  +  ""^^^^  «=  ayo  H-n  i^ 

28^.  Ainfi  la  pyramide  contiendra  28^  boulets  :&  en  efFet,  fî 
l'on  fait  la  fuite  des  quarrés  1,4,9,16,  &c.  jufqu^au  dernier  quî 
fera  81,  puiique  k  côte  de  la  bafe  eft  9,  &  qu*on  addttit[>niic  ces 
quarrés  y  *on  trouireca  que  la  ibmme  eft  %8  5. 


269.  Problème  II-   Trouver  le  nombre  de  boulets  contenus  dans 
jme,  pyramide  triangulaire. 

-  Solution.  Nous  avxn»  déjà  dit  qoe  confie  pyiwwde  maegjukifiv^ 
^ft  une  (iiite  ou  une  fomme  4fe  nombres  tmfigvlaure/9  {:%G^  )  ^  ^^ve 
%oiit  nombre  triangulaire  eft  la  famnie  ii;iine  frpgndfl^Qfn  <h  AStm- 
bres  naturels. J[^  260  ).  Cela  pofé. 
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Sai>po(bn5  que  k  Alice  des  nomkres  cviangfulaires  qui  compofent 
la  pyramide  commença  par  zérO|  &  que  la  progrefiion  des  nom- 
bres naturels  tài  âuffi  2ért>  pouf  fbn  premier  terme  :  ce  qui  fera  que 
le  nombre  des  termes  furpaiTera  d'une  unité  le  nombre  des  rangs  da 
la  pyramide^  &  le  nombre  des  termes  de  la  progrefiîon  1 9  2,;i  3  >  &c  ; 
fans  augmenter  pourtant  fa  Valeur  tti  de  )&  pyrathîdê  ^  Ql  de  la  .pro« 
greflion  naturelle  i  ^  2^  3»  &c. 

Or  delà  il  arrivera  qu'en  nommant  x  le  dernier  terme  de  la  pror 
grefRon  o.  i.  2.  3 ,  ^c,  qui  formera  un  nonobre  triangulaire  ;  \& 
nombre  des  termes  fera  x-f- 1 ,  &  par  Côriféquent  là  fômme  de  I* 
progreffion  fera  jc  -+■  o  multiplié  par  •f^-t-TC^Ji)'  Orir-f^o.^ 

ou  X  multiplié  par  t  ^  -4-  t  >  donne  — ^^_2  ;  donc  le  nombre  tiiin- 

gulaîre  formé  par  cette  prôgrefSoft ,  fera  encore  2^^^^,  de  mémef 

que  nous  l'avons  trouvé  ci-deiTus  (  2(^2)  :  ce  qui  doit  être  C&âi^^ 
yement  ;  à  caufe  que  zéro  ajouté  à  une  valeur ,  ne  l'augmente  point. 

Maintenant  exprimons  la  progreâion  o  j  r  ^  293^4^  ^^  '  P^^  ^^ 
caraâeres  o ,  a,  ^ ,  c ,  ^,  &c,  jiifqu  au  dernier  que  nous nommerôftSAf, 
&  qui  par  conféquent  fera  le  Côté  de  la  bafe  de  la  pyramide.  Le  Aom» 

bre  triangulaire  o  fera  donc ^  ^^ ,  le  nombre  triangulaire  formé 
par  les  deux  premiers  termes  o ,  a ,  fera  Hztlf  j  celui  qui  fera  for- 
mé par  les  trois  premiers  termes  Oya,è,  fera    "*"*,  Se  akfi  de  ftriid 

jufqu'au  dernier  nombre  triangulaire  qui  fera  **"*"■* ,  &  il  ne  t^a^ic 
plus  que  de  trouver  la  fomme  de  tous  ces  nombres. 

Pour  cela  négligeons  d*abord  le  divifeur  i ,  &  feifolB  la  foflrfh^ 

de  tous  les  numérateurs ,  laquelle  nous  divi(e#ons  emfuite  o*  -+-  O 

par  le  divifeui*  2  que  nous  aurons  négligé.  Cette  foffl>  4*  >^  itf 

me  fera  compofée  de  deux   fuîtes  dont  l'une  fera   la  i*-  -+•6 

fuite  des  quartds  dti  nombres  naturels  0,1,1,3,  ^^-  *  >  c^  •+•  c. 

&  l'autre  lèra  ta  fuite  dé  ces  mêmes  âombtës  ;  or  la  fuite  &c. 

*'*+***      xj-f.je»      ^ftx    -  .   /..     ,   ,  ari- 


des quarrés  eft  -^^  -f.  î-:gi  (  2^8  )  j  &  la  fuite  de  la 

pmgreffion  ô ,  i ,  1 ,  3 ,  &c.  * ,  eft  ^^ ,  coftime   noiis  venons  dt 
voir.  Ajoutant  donc  enfemble  ces  deux  fuites ,  là  fomme  des  nombres 


»_!_.»  •»_!_•»  x)Ç 


triangulaires  faa  *  •    *■  4-  f  ."j"  *.  tJH  — 


rwr%  •• 
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Je  réduis  ces  trois  fraâions  au  même  dénominateur ,  en  multi- 
pliant le  numérateur  &  le  dénominateur  de  la  première  par  2 ,  5c 
ceux  de  la  dernière  par  :i ,  &  en  divifant  le  numérateur  &  le  déno^ 

ininateur  de  la  féconde  par  x  :  ce  qui  donne 7— Y g —  H-^ 

?**^^* ,  &  corrigeant  Texpreffion ,  j*ai  ^^.      ^  "^^^  qui  fe  ré- 

duit  à  — 2IJ — ZT —  en  divifant  le  numérateur  &  le  dénominateur 
par  i.Enfin  jedivile cette  fia£tion  par  le  divifcur  2  que  j'ai  négligé;  de 
le  quotient  ^  "^  ^\  ■—  ^fl  la  pyramide  cherchée  :  d'où  Ton  tire  la: 
regk  fui  van  te. 

•  Règle,  Prene:^  le  citBe  du  côté  de  la  bafe  3  trois  fois  le  quàrri  de 
ce  côté  y  &  deux  fois  ce  côté  ;  faites^en  ïajomme  ,  &  divije:[4(i  par 
6.  :  ce  qui  donnera  le  nombre  de  boulets  contenus  dans  la  pyramide 
iHangulaire^ 

Explication.  Soit  8  le  côté  de  la  bafe  :  aînfî ;c  =  8,  &  par  con- 
féquent"'"^^f'^^"=^"'^^'9^^i6^7^^  j^o.  Ainfi  120  fera  le 

nombre  de  boulets  .*  &  en  effet  fi  Ton  prend  les  huit  premiers  nom- 
bres triangulaires,,  dbnt  le  dernier  aura  8  au  coté^  on  trouvera  que. 
leur  fomme  eft  égale  à  izo.. 

270.  Problême  IIL  Trouver  quel  ejlle  nombre  de  boulets  cante^ 
nus  dans  Une  pyramide  ob longue,  ou  dans  une  pyramide  oblenguc 
terminée  par  des  pyramides ,  quarrées  ^  ou  dans  une  pyramide  oblon- 
gue  terminée  &  entrecoupée  par  des  pyramides  quarrées^ 

Solution.  I^  Soit  la  pyramide  oBlongue  ABG  :  cette  pyramide  eff 
compûfée  de  la  pyramide  quarrée  ABC  ,  &  de  la  figure  oblongue 
DEHGF.  Ainfi  le  nombre  de  boulets  contenus  dans  ces  deux  figu- 
res j  eft  la  même  que  celui  qui  eft  contenu  dans  la  figure  entiere»^ 

Or  la  pyrapiide  ayant  .6  boulets  au  côté  de  (a  bafe  ,  je  fais  le  cube 
de  6  qui  eft  21 6,  &  le  quarré  de  6  qui  eft  36  :  j'ajoute  ces  deux  quanu- 
tités  enfemble  j  ce  qui  donne  la  fomme  252  :  je  divife  cette  fomme 
par  3 ,  &  le  quorîent  eft  84  ;  je  divife  la  même  fomme  par  ^  x  <î ,  ou 
par  36;  &  le  qtioticnt  eft  7  :  j'ajoute  les  deux  quetienç  84  &  7, 
&  la  fomme  91  eft  le  nombre  de  boulets  contenus  dans  la  pyra— 
Jnide  ABC 

Maintenant  la  figure  DEHGF  n'eft  autre  chofe^que  k*  triangle 
FHG  pris  aut^t  de  fois  qu  il  y  a  de  boulets  dans  le  rang  DF  \  mai& 


l«*i 
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Je  triangle  FHG  a  fîx  boulets  à  fa  bafe  HG  :  donc  ce  triangle  efi 

^  ^   =:-^=2j  (x^i).  Multipliant  donc  21  par  le  nombre  18  des 

boulets  du  rang  DF ,  le  produit  378  eft  le  nombre  de  boulets  conte- 
nus dans  la  figuré  DEHGF  r  donc  en  ajoutant  378  au  nombre  91 
de  la  pyramide  quarrée  ÂBC^  la  fomme  469  fera  la  fomme  totale 
des  boulets  de  la  figure  13. 

.  II**.  Soit  \2i  pyramide  oh  longue  terminée  par  deux  pyramides  quar^ 
ries  (  Fie*  14).  Les  deux  pyramides  étant  égales  ;  je  mefure  la  pyra- 
mide AËC,  en  faifant  la  fomme  576,  du  cube  5  iz ,  &  du  quarré 
6^  du  côté  BC  =  8  :  je  divife  cette  fomme  par  3 ,  &  le  quotient  eft 
192  :  je  divife  la  même  fomme  par  ^  x  8 ,  ou  par  48  ;  &  le  quo- 
tient efl  12  :  j'ajoupe  les  deux  quotiens  enfemble  ;  ce  qui  donne 
204  pour  le  nombre  des  boulets  de  la  pyramide  ABC.  Ainfi  dou- 
blant ce  nombre,  ce  qui  fait  408  ;  j'ai  le  nombre  des  boulets  des  deux 
pyramides  ABC ,  DEF. 

Je  coupe  la  figure  qui  efl  entre  les  deux  pyramides ,  en  deux  par- 
ties; donc  Tune  HRNM  efl  une  figure  oblongue ,  ôc  Tautre  SPV  eft 
une  pyramide  triangulaire.  Or  la  figure  HRNM  h*e(l  autre  chofe 
que  le  triangle  dont  le  côté  eft  NM  =  4  pris  autant  d^  fois  qu'il 
y  a  de  boulets  dans  le  rang  HM  »  17.  C'eft  .pourquoi  faifant  le 

triangle  du  côté  NM ,  qui  eft  i^J^  =-T"=='  ^^ i  ^  multipliant  i  a 

g ir  17  ;  le  produit  170  eft  la  fomme  des  boulets  contenus  dans 
RMN, 

La  pyramide  triangulaire  SPV  ayâot  trois  Boulets  au  côté  de  fà 

bafe PV, eft 2Zd!::|Zzîl!==i^=a5  lo.  (a^9  )  :  ajoutant  donc  10  au  nom-^ 

bre  170  de  la  figure  HDRNM,  la  fomme  180  eft  le  nombre  de  bou- 
lets contenus  entre  les  deux  pyramides.  Donc  en  ajoutant  180  à  \a 
fomme  408  des  deux  pyramides ,  la  fomme  588  eft  le  nombre  de  tous 
les  bot£ets  de  la  figure  14.  B  eft  aifé  de  calculer  de  la  même  façon  y 
la  figure  i  ^. 

271.  Remar(iu£^  Si  Ton  trouve  que  la  formule  — 


g^  eft  un  peu  embarraffante  ;  on  la  Amplifiera  en  cette  forte.  Je 
divife  le  numérateur  &  le  dénominateur  de  la  féconde  fraâion  par  x  r 
&  j'ai  T"  y  qui  eft  encore  la  même  que  — jj—  (33)*  ^^  multiplie 
le  numérateur  &  le  dénominateur  de  là  première  fraftion  par  x  ;  & 
j  ai  y  "^  ^  ^  qui  eft  encore  la  même-que  *  T"^  (  3  ^  )•  Ainfi  la  for- 


^ 
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•  iJf*  H-  Ut'  -+-ir*  -f-Jt 


e-cî g ,  laquelle  ,  eft  coffigeatïc 


rexpreffion ,  eft  ■**  /  §  formule  des  pyramides  quarrées  ;  & 
cette  foroifile  nd  difïere  de  celle  des  pyramides  triangulaires ,  qui 
eft  *li:Ç!±!î  .  (^(uVn  ce  qaé  dsins  l'unti  là  terme  x^  eft  multiplié 

par  z,  &  le  terme  *  n'eft  multiplié  que  par  l'onité  :  ku  lien  due  dans 
l'autte  le  terfnfe  x^  eft  ftiulfîplié  par  rUrtité ,  &  le  tëfrtie  x  éft  multi- 
plié pat  2,  Les  trbis  fotrntiles  potir  k^  piles  de  haiik^  (cmt  ddnc ,  e^ 
ait  X  ptnff  lé  côté  dé  fà  bafc , 

^^— ^  I  formule  des  triangles. 
j-'fy  7^?.  fomulé  de* ^èmideb 4uâffeés. 
?  TTl.^iiZU.  j  Foifmule  des  {ryramides  triangulaires. 
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C  H  A   1P  î   î  R  E      VIII. 

DES  R4JS0NS,  PROPORTIONS,  ET  PROGRESSIONS 

GÉOMÉTRIQVES, 

&7:;k.oI  le  premier  terme  d^une  raifon  géométrique  eft  égal  au  Cc^ 
cohd,  la  raifon  s'appelle  raifon  tt égalité  :  s'il  eft  plus  grand  la  rai-* 
Ton  fe  nomme  raijon  de  vlus  grande  inégalité  :  &c  s'il  eft  moindre  ^ 
c'cft  Une  raijhfl  de  moindre  inégalité. 

173.  Il  vnt  faut  pas  confondre  la  raifon  d'égalité  avec  ce  qu'on 
tiomme  égalité  de  .raijons  :  car  la  raifon  d'égalité,  eft  entre  deux 
grandeurs  égales  :  &  l'égalité  des  raifons  eft  entre  deux  raifons  éga-» 
les.  Quand  on  dit  ^ 3=7  ^, voilà  une  raifon  à^ égalité  ;  &  quand  on  dit 
a»  h  :  ;  c,  d^  voilà  unQ  égalité  de  raifons*  Ainfi  l'un  eft  bien  différent 
de  l'autre. 

2.74.  Quand  l'antécédent  contient  un  certain  nombre  de  fois  exafte^ 
ment  fon  conféqiient,  comme  deui  fois,  trois  fois ,  &c;  la  raifon  fe 
nômmç  double  ^  triple,  quadruple  ^Sac^Sctn  général  mulùple.  Mais 
(î  l'antécédent  nç  contient  pas  exaftement  fon  conféquent,  comme 
par  exemple  -x  qui  contient  %  une  fois  &  demi  !  on  fe  contente  d'ex^ 
primer  la  râifoii  pir  fës  fermes,  ètt  difattt  <Jue  la  fàifon  eft  de  3  à  x  ; 
&  on  en  agît  ainfî  pour  éviuer  les  noms  barbares  de  ftfquialtere  ^ 
fefquitierceyfurparaculi^rtyfurpatienu^furbipatiente^  w,  dont  les 
anciens  fç  fervoictit. 


Calcul.  lES  PROPORTIONS.  Raifons gtométri^jues.  içi 


i*iMita*i*A«a 


275.  Quand  le  çonféqiiçiit  contient  un  certain  nombre  de  fois 
exauçaient  Ton  anti^cédcfit  1  Isl  raîrpn  çft  ^ous^lo^bIe  ^  fous^^iple  ^ 
fous-qu^ruple ,  4çC|  &  en  ^én.éra\Jpiif'*multiple  ;  parce  que  dans  toute 
raifoii  p  ç'eA  toujours  Jie  Drçmier  terjîie  qu'on  r^appor^e  au  fécond  j 
&  qu'alors  le  premier  çft  lâ;noitié ,  ojii  je  tiers ,  qu  Ip  ^art  3  6cc , 
du  fécond.  Mais  dans  les  cas  ou  l'antécédent  n'ed  pas  contenu  exaâc-* 
ineat  4an(  le  cQnf^queat  ^  qsjl  £^px\m^  h  niiA^A  pi^  .ib  f»isft)fiS  mo- 
ines ;  joomff^ç  la Vidfcyi  4e  a  à  3^  d^  4  à  $  1  ^c« 
V  276.  L'expofant  ^m^  raijçn  ^tatit  le  quoriepf  4e  Jl.^  jdîvîfipn  de 
l'antécédent  par  le  conféquent  (  X39  )  ;  il  efl  dair  que  le  moindre 
terme  multiplié  par  t'expofaqt / doit  écr^igal  au|>ius  grand  :puif^ 
que  dans  toute  <livfiion  le  produit  du  divifeiu-  par  le  quocîeiu:  eft 
égal  au  dividende  •(a9). 

Ainfi  dans  la  raifon  a^hid  aefk  pins  grand  que  6  y  &  c^ue  le  quo« 
tient  de  a  divifë  par  B  y  ou  l'expofant  ^  fpit  nopimé^  ;  on  aura  ^  =1  ^/7« 
Si  au  contraire  a  efl  plus  petit  que  h ,  &  que  le  quotient  de  a  divifé 
par  t  y  ou  J'expofanc^  foit  encore  nommé  p  ;  on  aura  également  ^ 
^i^p  (139). 

Théorèmes. 

277.  Dans  toute  prùpomon  géométrique  ^  le  produit  dei  extrêmes 
tji  égal  au  produit  des  moyens  :  &  fi  la  proportion  ffl  continue  5 1^ 
produit  des  extrêmes  ejl  égal  au  quarré  de  la  moyenne. 

DÉMONSTRATION  P.  Soit  U propQFtion  gépmétriqtie  a,}?*.:  Ci  d. 
Je  nomme  p  l'expofant  de  1^  fnlj^çia  (i^h  y  lequel  eft  le  ipêir^e  que 
l'expofant'de la  raifon  Çyd:  puifque  ces  deux  raijfons  étant  égales^ 
le  premier  antécédent  a  contient  fpn  conféquent  i^  ou  une  partie  de 
ce  conféqilenty  de  la  même  façon  oye  l'antéçé^nt  c  consent  fotfi 
conlequent  d ,  ou  une  .partie  4e  ce  cpnféquient.  AHiii  nous  auroqs 
a:=:bp  y8ccz:zdp*y8c  mett;^t SP^  valeurs  de a§c  4e ^  dans j|^ pro- 
portion ,  flous  auroinr^/?.  bi:dp,d:&c  faifant  le  produit  dç?s  extf$- 
.mes  &  celui  des  moyens  y  flou$  aurons  hpd'y  &  dph.  Or  ces  deux  pro- 
duits font  égaux  ;  puilqu'ils  font  formés  par  les  mêmes  grandeurs  : 
donc  bpd:::i.dph  :  6c  remettant  dans  cette  équation  a  au  iieu  de  èpf 
&  c  au  lieu  àcdp;  nous  aurons  ad  s:  bc.  Par  f^pt^iféquent  le  produit 
des  extrêmes,  ell  égal  au  p/Q4u^t  des  moyens. 

n^  Si  la  proportion  étoit  continue .,  com<me  u  Uyb  ;  on  réçnVoîc 

ainfî  a^ii:  byC  :  &c  nommant  «l'expofant /?  j  la  première  tiiConayb^ 

ferpit  (a  mênie.  que  hp  ^bi&i\^  féconde  raifon  byf^  feroit  la  même 

:  ^ue  f^^£.  AîQÛ  ja  prQf€Mra99  f(»  çbM^A;oît  en  ç^kr<\bp.  b  :  :  cp.  ç^ 
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qui  feroit  encore  la  même  ;  &  failanc  le  produit  des  extrêmes,  & 
celui  des  moyens ,  on  auroît  bpc  ==  cbp.  Mais  bp^=  a^  6c  cp=^b; 
piettanc  donc  a  au  lieu  de  bp  dans  le  premier  produit,  &  ^  au  liei; 
à^cp  dans  le  fécond  ;  on  auroit  ac^=ibbj  ç'eft-à-dire  Je  produit  de? 
çxtrêmes  égal  au  cuarré  de  la  moyeqnp.  C,  Q.  F.  p. 

278.  Corollaire  L  Si  quatre  grandeurs  a  ,  b  ,  c  j  d ,  font  difpo^ 
fées  de  telle  façon  que  le  produit  des  extrêmes  foit  çui  produit  de^ 
pioyens  ^  ces  quatre  grandeurs  feront  en  proportion^ 

DEMONSTRATION.  Si  Cela  n'étoit  pas  ^  TexpoTanc  de  la  raifon  a  ^ 
bj  (eroit  donc  difFérenc  de  rexpofant:  de  la  raifon  c ,  d.  Nommons 
le  premier  /> ,  &  le  fécond  q  :  donc  nous  aurons  a=ibp  ^Sc  ç:=^dq, 
Ainfî  les  quatre  grandeurs  feront  bp  y  b^  dq  ^  d;  ôc  le  produit  de$ 
extrêmes  bvd ,  ne  fera  pas  égal  à  celui  dçs  i)ioyei)$  bdq  ;  ce  qui  efi 
contre  la  fupppfîdon^ 

279,  Corollaire  IL  Si  quatre  grandeurs  a,  b  ^  c  ^  4 1»  fo^^  p^Q^ 
portionnelles  ;  on  trouvera  toujours  quelles  font  en  proportion  ^  de  quel-r 
que  façon  quon  les  difpofe  :  pourvu  que  ton  obferve  que  les  extrêmes 
feflent  tous  deux  extrêmes ,  ou  qu*ils  deviennent  tous  deux  moyens  f 
^  que  les  moyens  refient  touf  deux  moyens  j  ou  qi^ilf  deyierpnent  tous 
deux  extrême^f,      '  '  '  ^ 

On  pourra  donc  faire  les  fept  chan-  ^.b  i  :  c.d    adziz  bç 

gemens  fuivans     dans  lefquels  il  eft     ^»a,cxxhJ,     ad=  bc 

b.  a  :  :  d.  c.  cb  ;=  ad 

b.  d  :  :  a.  c.  cb  :zr  ad 
d.  ç  :  :  k*  ^«  adz=z  c^ 

c.  a::  d.  b,  cb zr  a^ 

d.  b  :  ;  c.  a,  ad  =:  çb 
c.  d  :: a. b.  cb  =: ad 


aifé  de  voir  que  la  proportion  fubfifle  ^ 
toujours  ;  puifque  le  produit  des  extrê-  ( 
mes  &  celui  des  moyens  font  toujours  ^i 
les  mêmes  que  le  produit  des  extrê-  ^^ 
fnes  &:  celui  des  moyens  des  quatre  > 
grandeurs  a ,  b  ^c^d;  fçayoîr  adz^zbc^  ; 
Ikbczziad.  ' 

Le  premier  changement  (e  nomme  alternando  :  parce  qu'on  com^ 
pare  les  grandeurs  alternativement  ,-4a  première  à  la  trpifieme ,  &  la 
leçonde  à  la  quatrième. 

Le  fécond  fe  nomme  invertendo ,  ou  permutando  :  parce  qu'oa 
met  les  conféquens  à  la  place  des  antécédens. 

Les  autres  n'ont  d'autres  noms  que  ceux  qu'ils  tirent  de  Tarran^ 
gement  de  leurs  termes.  Ainfi  dans  le  troifieme,  on  compare  le  prc- 
lîiier  conféquent  âu  fécond  ,  &  le  premier  antécédent  au  fécond 
^Qtécédenc  :  dans  le  quatrième ,  on  compare  k  fécond  coafiéquQnC 
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à  fon  antécédent  ^  &  le  premier  conféquent  à  Ton  antécédent  y  &c. 

280.  CoROLLAiRB.  III.  Si  quatre  grandeurs  a,  b ,  c ,  d  ^fontpro - 
fortionnelles ,  &  qi^on  ajoute  ou  qiion  retranche  chaque  conféquent 
de  fon  antécédent^  ou  chaque  antécédent  de  fon  conféquent  ^  il  y  aura 
toujours  proportion. 

Ainfi  Ton  pourra  faire  les  changemens  fuivans ,  dans  lefquels  je 
vais  démontrer  que  la  proportion  fubfifte  toujours. 

Le  produit  des  ex- 
trêmes du  premier  a.  b  :  :  c.  d  ad^=^c 
changement  eft  ad  V^ a-^b.  b ::  c-^ d.  d  ad^ bd=^ bc Hh bd 
4- <Wj  6c  celui  des  2  a — b.b::c. —  d.d  ad — .bd^=^ bc  — bd 
moyens  eft  bc  '^bd.  3  a.  a  -^bxi  c.e-^  d  ac'+- ad=iac-h  bc 
Or  les  termes  ^^,  db  a.a  —  b::  c.  c^-^d  ac — ad=*ac  —  bc 
font  égaux;    &  les 

termes  ad  y  bc  y  le  font  auflî  :  puifque  les  quatre  grandeurs  propor- 
tionnelles ^^  byÇydy  donnent  tf^/=  bc  :  donc  les  produits  ad-^  db^ 
bc  -t-  bdy  étant  compofés  de  quantités  égales  font  parfaitement  égaux , 
&  ainfi  des  autres.  Le  premier  &  le  troifîeme  de  ces  changemens  fe 
nomment  componendo  ;  6c  le  fécond  &  le  quatrième  fe  nomment 
dividendo. 

281.  RBMARquB.  Il  eft  clair  qu'on  peut  faire  la  même  chofe  d^ns 
les  fept  difpofîtions  du  fécond  Corollaire.  Or  quand  on  dit  ^+^z« 
a::  d-^c.  c;onb  —  a.awd — c.ci  c^eft-k-dire  le  premier  confé- 
quent plus  ou  moins  fon  antécédent^  cela  fe  nomme  converundo  ^ 
ou  converfîon  de  raifon. 

282.  Corollaire  IV.  Si  quatre  grandeurs  font  en  proportion/^ 
&  qtion  ajoute  ou  qiCon  retranche  des  deux  premiers  termes  y  ou  des 
dettx  derniers  y  ou  des  deux  antécédens  ,  ou  des  deux  confequens  y  où 
enfin  des  quatre  termes  ,  des  grandeurs  quifoienten  même  raijon  que 
ces  termes;  il  y  aura  wuj ours  proportion. 

Démonstration.    Soit   la  a.  b  :  :  c.  d 


\  t 


proportion  a.b  ;:  c.  d.  Je  prends  i"  a  -+-  m.  ^  -h/i  :  :  c.  ^ 

les  deux  grandeurs  m  y  72,  qui  font  2^  a  —  m.b  —  n:ic.  d 

en  même  raifon  que  ^  &  ^^  &  je  y  a-^  m.b  :ic^  n.  d 

dis  que  a-^m^b'^ n  ::  c.  d.  a^  a  —  m.bwc  —  n.d 

Suppofons  que  1  expofknt  de  <^^  a.b'^  mw  c.  d-\^n 

la  raifon  a  yby  foit  p  ;  &  nous  (x  a.b  —  mw  c.  d —  n 

aurons  a=pb  :  ainli  l'expofant  7*  ^ •+•  /w.  ^  -+-  r  :  :  c  -+-  ;î.  ^-f- 1 


de  la  raifon  m  y  n^  étant  auili  p  ; 

TOMB  L  * 


8«  a — m.b^^r:*.,c  —  n.d-^  t 

V 
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rom  aurons  m  z:^  np.  Mettanc  donc  ks  valcucs  àe  a  &.  àtm^ 
dans  <z  -+•  /Z2  &  ^  +  /2  ;  nous  aurons  pb-^nf  ^b^  bn.Or  fi  je  divifb 
Te  premier  terme  de  cette  raifon  par  le  fécond }  le  quotient  ou  Tex- 
poiànt  {era  /?;  c'eft-à-dirc,  le  même  que  cduî  de  la  raifon  a,  b\  ovt 
de  la  raifon  Cyd:^  par  eonféquent  les  trois  raifon^  pb-^np/b-i^nî 
ayb  ;  ùjd;  feront  égales.  Mais  la  raifon  i?^  -+-  /2/? ,  i  -+-  « ,  eft  égale  à: 
là  ttâCqt\a'*irmyb*-t*n:  donc  celle-ci  eU  anflî  égdc  à  chacune  des 
deuxraifons  a^b-yC^J'yêc  partant tf-i- m. i  +n ::  c.  â. 

Il  eft  aifé  de  démontrer  la  même  choie  dans  le  troxfieme ,  qua-^ 
trieme ,  cinquième  &  (ixieme  cas  ;  en  fuppofant  que  les  grandeurs 
tit  yfiy  font  en  même  raiibn  que  les  antécédens  ^ ,  ^ ,  ou  que  les^ 
coniëquens  ^ ,  ^.  Dans  le fepcieme  &le  huitième  cas^  les  grandeurs 
« ,  r  ^  de  même  que  ks  candeurs  n^  tj  doivent  ètne  dans  la  même 
saiien que  les  termes ayb\<sxQyd. 

^83 ,  Corollaire  V.  Si  quatre grnndeurs a ,  b ^  c  ^  d  ^font  en  pro^ 
fonion^  &  quon  Us  muldpUe  par  quatre  autres  grandeurs  e  ^  f  j  g  ^  h  ^ 
^iufoietu  aujji  en  propertion  ^  ç^efi^dire  chaque  urme  par  chaque 
terme  z  les  praduUs  feront  encore  en  proportion  :  &  ce  ferait  la  mêm€ 
chofefi<Mi  divifoit  chaque  urme  par  cttaque  terme. 


DEMONSTRATION.  Il  s'agitdc  prouver  que  a.  b  :  :  c.  d. 

M.  if::  cg.  dk.    fe  nomnf>e  p  l'expoianc  de  ^-  /^  •  •  g'-'  ^• 

la  première  propcMtion ,  donc  a^ss^bp^  &  c     ■    ■ *■   ' 

= tf^  :  &  mettant  ces  valeurs  de  a  &  de  c  dans  ac.  bf\:  cg.dk 
la  pt««fepe  propor^on  ,  j'ai  bp^h.::  dp.  c. 

Je  nomme  q  Tcxpofant  de   la   féconde  bp.  b  ::  dp.  d^ 

proportion  y  ôc  partant  é^s^fqy&cg^^hqi  fy*  f  '^*  ^^*  ^ 
çc  mettaM  les  valeurs  de  ^  &  de  ^  dans  la 


^■■iWW««W*^l«  ' 


iôçoade  proportiou^  j'ai  fq^f-'  hq.  h.  Je  bpfq.  bf::  dphq.dk^ 
tnulçjplie  ks  termes  de  la  proportion  bp.  b 
:  ;  dp.  c,  par  les  termes  de  h  faconde  fq.f:  :  hq^  h:  &c]q  trouve  bjfij^- 
bf:  :  dphq.  dh.  Jç  divife  le  premier  terme  de  la  première  raifon  par 
le  fécond ,  &  le  quotient  ou  l'expofanteft  ry.  Je  divKe  de  même  k pre- 
mier terme  de  la  féconde  raifon  par  le  fécond  terme  ;  &  le  quotientJ^ 
ou  Texpofant  cft  encore  pq  :  donc  ces  deux  raifons  font  égales.  Mats 
la  premjerè  raifon  bjrfq  ,  bfy  cft  la  même  que  la  râîfon  ae,  bfs  ^ 
la  féconde  raifon  dphq  ^dh^^û  fa  même  que  cg  ^  dh  :  docc  les  rai-* 
fons  ae^bf^  &  cg,  /^^  foin. égales  ;  &  partant  ae.  bf:  :  cg.  dh. 

]Vïaintetjànt  foppofons  que  les  termes  de  la  première  proportion 
ibient  diviiËs  par  ceux  de  la  fefOQde  ^*  ce  gui  donne  1 7  •  •  ^  i  «  Je  mets 


les  «alfiurs  de  a,c,ey  g  y  tFOUVoéos  ci^deâb^  i  (k 

î»ai  ^.  *  :  :  *  i  :  &  divif^nt  l'antécédent   de  4  ^  :  J  c  ^» 

'      ff.  f  ■    if    à.  /*. .       X 

dvtqiie  rwfon  par  fon  conféquènc  «  le  quotient  *•/  •  •  S'  "■* 

«nres^d&ficeft  depait&d'auore^  :  donc  Jej  "^     '^        c   4 

deux  iTiifôns  font  égales ,  &  par  confèquent  «~'  /   *  '  ^*  il 
^  - •  •  *  -  Maisfe  —  -    &*='-•  donc  ^    -* 


h*  f  ••  Aj-    i 

18^4.  CoROiLAiRU  VI.  5/  f z/«Air  grandeurs  a,  b  ,  c  ,  d ,  fint  èk 
proportions  leurs  auarrés^  leurs  cubes ,  leurs  quatrièmes  puijfances  ,  &€i 
eu  leurs  racines  fécondes  ^  troificmes^  &€  jjbnt  atiJUt  en  proponien, 

PsM0V$TRATiON.  Quand  on  éleMce  les  ouacre  grandeurs  à,^  b  ^ 
Cjd^gu  quarré  ;  on  fait  la  mÂoie  chofe  qye  u  bn  mulcipUoic  les  ter* 
mes  de  la  proportion  a.  b::  c.d^  par  les  termçs  d*une  autre  pro- 
portion ^9::  c.  dOr  ta  ce  cas  les  pFodgits  font  çn  proportion 
(^.Sj)  :  donc  le$  quarrés  qyi  ne .  fc^it  autre  chojè  quç  les  produits , 
Ibnt  auiS  en  proportion.  Donc  la  proportion  des  quarrës  ^  multi- 
pliée par  celle  àfis  premières  Duiflances ,  donnera  une  autre  ptopor-- 
tion  qui  fera  celle  des  cubes  \  oc  celle  des  cuUes^  multipliée  par  çellp 
des  premières  puiflànces ,  donnera  cet)e  des  quatrièmes  puidkn- 
éxSiy  âcc. 

MaimefiMt  puifqtie  kt  qqarrét étaot  fin  psopantioa^  ksiEMiM^ 
le  font  auffi;  ta  ooiv  regandoos  bs  urm^s,  éeth  pmporticui^  b  :  : 
€.  i  y  camme.  du  gTaodQiii:^  quftnsées^  l«ucs  ncmwquanBées  donnçr 
ront  par  conféquent  la  proportion  V  «^  y/ h  :  :  Vc  Vdy  &;  6  jqqiv 
ks  regsrdon»  conunes  descui>es,  leurs  raf:ines  cubiques  donQçconc 

la  propoitkM  V^aV^::  Vc^   V^/,  ^  aiei)  d^  «Utres» 

285.  J^jEJif /j{2^£.  Il  eft  aifë  de  voir  q}Éiç  J^quoire grandeurs  Jb^ 
sn  proporuoti ,  Uurs  doubles  j  ou  la(rs  triples ,  &  en  général  leurs  equi* 
multiples  ^  c^eft-à-dire  les  grçLndeurs  qui  les  contiennent  un  mime  nom^ 
bre  de  fois  ^  ou  leurs  tiers ,  leurs  quctrts  j&e^&en  général  leurs  foué- 
ÀquimuUivles  ^  c* eft^à-dire  Us  grandeurs  qi/ elles  eontiemientun  fnemt 
nombre  de  fois  ^  font  encore  <«  proportion* 

Car  en  fconaat  iQutBimtlQS^  M  l»iff  aipÏA»  >.4ti?  j  OQ 1^  nulti* 
{die toutes ott  par  i^  ou  par  3,  Jcç  :  A;  ftP|Wçi}ftO$  ISHi*  moiôfi» , 
<»t  leiin  tiers^  âx^osi  ks dÂviî^ s«iltç$ pu  fv  »^WjP»r3,  &c:ifc 
^MTCoaTëqittoci^iieus  pteiQtfi&s  {KOW^fosY^a^j^re  «9  »4<ih}  1:4)*- 

Vij 
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fon  après  la  multiplication  ou  la  diviiion ,  qu'ils  Tétoietit  aupara- 
vant (32.  33),  &la  même  chofe  arrive  aux  detix  derniers.  Donc 
les  quatre  produits  ou  les  quatre  quotiens  étant  encore  en  même 
laifbn^  la  proportion  fubfifte  ;  &  elle  fubfîfteroit  auflî ,  fi  on  mul- 
tiplioit  ou  divifoit  les  quatre  grandeurs, ou  les  deux  premières,  oa 
les  deux  dernières ,  ou  les  antécédens  ou  les  conféquens ,  par  tel  nom-» 
bre  que  Ton  voudroit ,  entier ,  ou  tompu,  ou  compofé  d'entier  &  de 
fraftion, 

286.  Corollaire  VIL  Si  Jeux  produits  Jbnt  égaux  ^  on  pourra 
toujours  en  tirer  une  proportion  ^  en  mettant  les .  deux  grandeurs  qui 
compofent  le  premier  y  à  la  place  des  deux  extrêmes  j  ou  des  deux 
moyens  i  &  celles  qui  compofent  le  fécond  ^  à  la  place  des  moyens  j  ou. 
a  la  place  des  extrêmes. 

\  DEMONSTRATION.  Soîent  les  produits  ad=^ch.  Je  dis  qu^on  aura 
a.  b,  ;;  c.  dy  ou  a.  ci  :  b.  d:  ce  qui  eft.  évident  ;  puifque  le  produit 
des  extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens. 

287.  Les  deux  grandeurs  du  premier  produit  (ont  dites  récipro^ 
^z/e5  aux  grandeurs  du  (ècondproduit  égal  au  premier  :parc^  qu'ayant 
pris  le  premier  antécédent  dans  le  premier  produit,  &  Ion  confequent 
dans  le  fécond  ;  on  prend  réciproquement  le  fécond  antécédent  dans 
}&  fécond  produit ,  &  fon  confequent  dans  le  premier. 

•  .   * 

288.  Corollaire  VIIL  Si  la  raijon  des  deux  grandeurs  z^^^^^ 
ejl  plus  grande  que  celle  de  deux  autres  grandeurs  c ,  d  ;  le  produit  de^ 
extrêmes  fera  mus  grand  que  celui  des  moyens  ;  &  au  contraire  jji  la 
raifon  di^h  ejè  moindre  que  la  raifon  c^  d,  U  produit  des  extrêmes 
efi  moindre  que  celui  des  moyens. 

Démonstration.  Si  la  raîfbn  a^b^  étoît  égale  à  la  raifon  c ,  d^ 
on  auroit  ad  =  bc.  Or  par  la  fuppofitîon  le  premier  mtécédent  eft 
fhxs  grand  qu'il  ne  faut  ;  puifque  la  raifon  ^ ,  ^ ,  eft  plus  grande  que 
la  raifon  by  c  :  donc  ad  doit  être  plus  grand  que  bc^  Mais  fi  la  raifoft 
a  y  b  y  eft  moindre  que  la  raifon  i^^  c,  le  premier  antécédent  a  eft  plus 
.petit  qu'il  ne  faut  :  donc  ad  eft  moindre  que  c</. 

289.  Remarque.  Si  la  raifon  ^  ^  ^,  eft  plus  grandis  ou  momdre 
que  la  raifon  c,  ^i  on  trouvera  toujours  en  alternant,  en  permu- 
tant ^  en  un  mot  en  faifant  tous  les  changemens  marqués  ci-defTiis'^ 
(279.  280.  &c.),  que  lé  produit  des  extrêmes  fera  plus  grand  oir 
moindre  que  celui  des  mcwens.  Car  fi  on  alterne,  en  difant  a ,  Cj 
ic  bf  d  :  les  produits  ad,  tCy^Ccrànt  encore  k&  mêmes: r  &  par  conr- 

'  fequent  ad  fera  plus  grand  ou  moindre  que  bc.  De^iixême.  fi  on  com-^ 
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pofe ,  en  difant  a  -*-  A.  b^  &  c-^dyb  ;\ts  produits  feront  ad^  bd^ 
&  bc^bd:  &  retranchant  ^^de  part  &  d'autre  ^  il  reliera  ad^Xxis 
grand  ou  moindre  que  bc  }  &  on  prouvera  aifement  la  même  cnoiic 
de  tous  les  autres  cas. 

ago.  Problème  I.  Trois  termes  d'une  proportion  géométrique  étant 
connus  ^  trouver  celui  que  ton  ne  connoitpas. 

Solution.  Je  nomme  ;cle  terme  inconnu  ;  6c  ce  terme  eft  ou  le 
premier  de  la  proportion ,  ou  le  fécond ,  ou  le  troifiemc ,  ou  enfin  le 
quatrième.  Supposons  qu'il  foit  le  dernier  :  je  nomme  a  la  grandeur 
qui  doit  être  le  premier  terme  ^  b  celle  qui  doit  être  le  fécond  j&c  c 
celle  qui  doit  être  le  troifieme.  J'ai  donc  cette  proportion  a^bwc  , 
x:&c  raifànt  le  produit  des  extrêmes  &  celui  des  moyens ,  je  trouve 

axessbc'y&c  divifant  tout  par  tf  j'ai  ;r=— ;  c'eft-à-dire,  le  quatrième 

terme  eft  égal  au  produit  des  moyens  divifépar  le  premier  extrême. 

Si  la  proportion  devoir  être  b  ya::x,Cy  c'eft-à-dîre  que  la  gran-^ 
dcur  inconnue  fût  la  troifieme  ;  je  ferois  invertendo  y  ab^::  CyX  :  ôc 
le  produit  des  extrêmes  &  celui  des  moyens ,  donneroient  ax=  bc  ^^ 

d'où  je  tirerois  x  =  —de  même  qu'auparavant. 

Si  la  proponion  étoit c,x::a,b,'je  ferois  a^biic^x (279) :  ce 
qui  donneroit  encore  ax=  bc ^  6cx  =i  —  ^ 

Enfin  fi  la  proportion  étoit  x  yC:ibyay]t  ferois  a^biic^x  Ç^J^Jf 

ce  qui  donneroit  encore  ax=bc ,  &  x=  -^. 

D'où  l'on  voit  qu'en  arrangeant  les  termes  de  façon  que  x  devienne^ 
le  dernier,  &  qu'il  y  ait  toujours  proportion  j  on  aura  toujours  l'ia- 
connue  :v,  égale  au  produit  des  moyens  divifé  par  le  premier  extrémér 
,  xçi.  Au  refte  il  n'eft  pas  abfolument  néceflaire  de  faire  les  chan^ 
gemens  que  j^ai  fait  dans  les  trois  derniers  cas  :  car  on  voit  aifëmenc 
que  le  produit  des  extrêmes  &  celui  des  moyens ,  auroit  toujours 
donné  bc=aXy  ou  ax^=:bc;ce  qui  revient  au  même  1  &  que  par 

confëquent  Ars=---.  Mais  il  auroit  fallu  établir  des  règles  difiëirêntes 

pour  chaque  cas  :  acrlieu  que  par  leschangemens  de  difpofitions  dans 
les  termes ,  nous  n'avons  qu'une  feule  règle,  comme  on  vient  de  voir. 
D'ailleurs  ceci  a  encore  une  autre  utilité  dont  nousparteronsbientôc 

%/^%.  Problème  II.  Deux  termes  d'une  proportion  cantimie  étant: 
cminus  ^  trouver  celui  qui  eji  inconnu. 

Solux;loh.  Si  le  terme  x^.  qui  manque  ^  efl  le  deroier  yla  propoo» 
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tion  fera  a^hiib^x^ d'où  Ton  tire cw «=^^ , &  :r«=a  — . 

Si  Areft  le  premier  terme ,  la  proportion  fera:r,  è  ::  i^a^ouap 

i::BjX]  d'où  Ton  tire  encore  ax  =  iby&c  of  5^  — ;  ce  qui  fait  voir 

que  dans  çts  deiucas,  Tîncoanue  feira  égalean  qiiarré4c  lamoycoonei 
divifé  par  l'autre  grandeur  connue. 

Mais  n  la  proportion  eHayXiiXyB^  on  aura  xx=:at;&:  tirant 

la  racine  quarréc  de  part  &  d'autre ,  on  aura  x=z\^aè  :  ç'eft-^-dire 

l'inconnui^  eft  égale  k  la  racine  quarrée  du  produit  des  extrêmes. 

* 

DE    LA   PROPORTION   INFERS^^ 

293.  Les  proportions  dont  nous  venons  de  parler,  (é  nommenr 
proportions  dirtSes  :  à  caufc  que  I0  premier  tcritie  isfl:  au  fécond. , 
comme  le  troifieme  eft  au  quatrième.  Mais  fi  le  premier  étoit  au 
fécond ,  comme  le  quatrième  au  troifieme  ;  la  proportion  fc  nom- 
meroit  inverfc.  Or  cette  proportion  peut  changer  aifément  en  pro- 
portion dir^âe  ;  en  mettant  le  quatrième  terme  au  lieu  du  trcûfieme , 
&.le  troifieme  au  lieu  du  quatrième. Far  exemple ,  foient  les  quatre 
grandeurs  a^B^  Cydj  difpofées  de  façon  que  la  première  fbît  à  la  fé- 
conde ,  compile  la  quatrième  çft  à  la  troiiîcoie  :  f  écns  a.  ^  :  :  Wl  c, 
&  la  proportion  devient  dire£ke  \  &  aiofi  des  autres, 

DE    LA    REGLE   DE   TROIS    DIRECTE. 


diteâre  dont  le  quatrième  terme  cft  inconnu  ;  le  problème  fuiyaot 
en  oflfre  un  exemple, 

Prc»lI:m«.  Deux  hommes  gctffîcm  10  icus  p^w  jouri  combien  i% 
Jmnmes  en  gagnemn^ils  / 

SoiiUTiOK.  Je  vois  que  le  nombre  de  xz  hommes  étant  plus  grand 
que  celui-de  deux  hommes;  le  gain  de  12  hommes  doit  être  à  pro* 
portion  plus  grand  que  le  gain  de  deux 
kommes.  Cc«  pourquoi  j*di  cette  propoir-     ^  ^^  ^^' 
tnon  direâe  :  le  nombra  %  konuiies,  eft  au  ^^  * 

nombre  izhoffunes;  comme  le  gaÎA  iode  ^20  120(^0 

2  hommes  ^  cft  au  gain  que  x2  hommes  — ' 

doivent  faire  :  &  ce  quatrième  terme  eft  *^ 

V inconnue  que  je  cherche.  Or  rinconnue  eft  égale  au  produit  des 

-MOffOfis  àk'ifb  par  la  pre«H€«^eiC€rème.(  2^  )^  1  multipliiot^oiic  i  z 


/ 
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DE    LA   RÉGLÉ  P£    TROIS   INDIRECTE. 

29^.  La  regk  de  irois  îadk^âs  cft  uoe  proportion  inverie  dont 
le  quatrième  terme  efl  inconnu  ;  en  voici  un  ejoexnple  dans  ca 
problême. 

ProblâMk.  300  hommes  peuvent  fe  nourrir  pendant  1 5  jours ^  dee 
munitions  de  Soucie  fuijbnt  dans  une  place  :  pendant  comlnen  de 
jours  400  hommes  potirront-ils  fe  nourrir  de  us  mêmes  munitions* 

SoiutioN.  Comme  300  hommes  mangent  moitis  que  400  \  il 
eft  clair  qu'ils  fubfifteront  pendant  plus  k>ng-tem&  Atnn  nous  avon« 
wie  prqportion  mv^lb,  dont  le  premier  terme  300  eil  au  fécond 
400  ;  comme  le  quatrième  terme  ou  le  nombre  inconnu  que  je 
cherche  &  que  je  nomme  x  j  eft  au  troifieme  terme  i  ^  jours.  Met^ 
tant  donc  le  quatrième  terme  au  Heu  du  troifieme  j  &  le  troifiemQ 
au  lieu  du  quatrième  y  j'ai  300.  400  ::x.  i\^  qui  eft  une  proportioa 
direâe  (25^3),  dans  laquelle  Tinconnue  eft  le  troifieme  terme.  )% 
£iis  inverundo  400.  300  :  :  i  $ .  ^  ;  &  Tinconnue  eft  à  préfent  le'  qua^ 
trieme  terme.  Or  ce  quatrième 
terme  eft  égal  au  produit  dei     ^^^'  S^o  r  :  i  ^ .  x  = 

extrêmes ,   divifé  par  k  pre-  ,     j^ 

mier  ;  multipliant  donc  300  par  r^oo  ^ 

15  ,  &  dtvifimt  le  prodatc  par  300  stoofit  -^  oui 


ïït 
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100 


400  ;  le  quotient  1 1 7  eft  le  nom-  4c  00      

bre  de  jours  pendant  lefqucis  ^^  500 

400  hommes  pourroîeat  fub^ 

fiûer. 

29  6.  Si  on  n'avoit  rien  voulu  déranger  dans  la  façon  dont  (ea 
termes  &  trouvant  d^ofés  dans  la  queftion  :  an  voit  que  pour  trou- 
ver l'inconnue,  il  aucok  ^llu  multiplier  les  deux  premiers  300 
&  15  Turl  par  Tautre,  &  divîfer  le  produit  par  le  troi/ieme  tettnQ 
400  :  c'efl  pourquoi  les  Aritfamédcietis  doiment  ordinairement  pour 
règle  de  la  réglé  de  trois  ioverJfe  ^  qfi  il  faut  faire  le  produit  des  deux 
premiers  termes ,  &  le  divifer  pat  le  fécond:  au  lieu  fue  dans  la  r^r- 
gle  de  trois  direâe  ^  il  faut  multiplier  te  fécond  par  le  troifieme ,  & 
divifer  le  produit  par  le  fremier. 

DE  lA  RZGIE  DE .  COMPM^SUE  OU  DE  SOCIÉTÉ. 
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OU  plufieurs  perfonnes  ayant  fait  une  fociété ,  laquelle  a  gagné  ou 
perdu  une  certaine  fomme ,  on  demande  quelle  efl:  la  parc  du  gain 
qui  revient  à  chacun  ^  ou  la  part  de  la  perte  que  chacun  doit  fuppor* 
ter  à  proportion  de  ce  qu'il  a  mis  dans  la  bour(è  commune.  Cette 
règle  fe  rait  par  autant  de  règles  de  trois  qu'il  y  a  de  perfonnes.  £a 
voici  un  exemple  dans  ce  problème. 

Problème.  Trois  perfonnes  ont  fait  une  fociété  de   ^oo  livres. 
Le  premier  a  mis  i  oo  livres  ,  le  fécond  en  a  mis  200  ^^  le  troijîeme 
^^00  ;  &  au  Bout  de  quelque  tems  la  Société  a  gagné  300  livres  :  com^ 
fien  revient^il  à  chacun  ?  t 

Solution.  Pour  trouver  le  gain  du  premier ,  je  dis  :  le  fonds 
^00  livres  de  la  Société,  eft  à  la  mife  100  du  premier;  comme  le 
gain  total,  eft  au  gain  que  ce  premier  doit  avoir  :  car  il  ne  doit  ga- 
gner qu'a  proportion  de  ce  qu'il  a  mis.  Par  la  même  raifon ,  le  fonds 
600  eft  à  la  mife  200  du  fe-  ^oo.  100:;  300.  50.  gain  du  i-. 
cond,  comme  le  gamtotd  eft  ^^^  ^^^  ..^  100.  gain  du  2^ 
au  gain  du  fécond    Enfin  le     ^^^^         . .  ^  |^j^  ^^ 

fonds  ^00  eft  à  la  mile  300  du  ^  -^        J, E l-_ 

troifieme ,  comme  le  gain  to-  300.  gain  du  total. 

tal  eft  au  gain  du  troifieme. 

Faifant  donc  les  trois  règles  de  trois;  la  part  du  premier  eft  ^o , 

celle  du  fécond  100,  &  celle  du  troifieme  1^0;  &ces  trois  parts 

ajoutées  enfemble  font  le  s^ain  total. 

=   ^98.  Remarque.  On  le  fert  auflî  de  cette  règle,  pour  divifer  une 

grandeur  en  parties  proportionnelles  aux  parties  connues  d'une  autre 

grandeur. 

Soit  par  exemple  la  quantité  a  dont  les  parties  font  3 ,  c,  ^;  & 
l'on  demande  de  partager  la  quantité /"en  trois  parties  proportion- 
nelles aux  parties  b^c^d.  ^ 

Pour  réfbudre  ce  Problême  ,  je  nomme  ^  >y  >  J ,  les  trois  parties 
de  f\  &  je  dis  :  la  c^randeur  ^  e(î  à  (a  partie  b^         l      r  H 

comme  la  grandeur/  elt  a  la  parue  x ,  &  railant  -^  * 

la  même  chofe  pour  trouver  les  parties  y ,  7 ,     ^ ,  c  :  :  /.  y  =  — 
j'ai  trois  règles  de  trois  à  faire  ,  lefquelles  me       '     "  i  '  J^       4 

donnent;r  =  ^,  j^  =  |^,&  j=^.  a.d.if  {  =  - 

DE    LA    REGLE    D'ALLIAGE. 

2^9.  La  règle  d'alliage  eft  aînfi  nommée ,  parce  qu'elle  fert  à  ré- 
foudre toutes  \çs  queftions  où  il  s'agit  de  faire  des  mélanges  de  cer- 
taines 
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tainesmarchandifes^ou  des  alliages  de  certains  métaux  à  certaines 
conditions.  Les  problêmes  fuivans  en  offrent  des  exemples. 

PROBLÊMis  I.  Un  marchandée  vin  a  deux  fortes  de  vin  :  le  prix 
de  tun  ejl  à  %ofols  la  ointe ,  le  prix  de  Vautre  à  12;  &  il  veut  en 
faire  un  mélange  de  iwà  pintes^  qu*il puijfe  vendre  à  i<^  fols  :  en 
foru  que  ce  qu' il  gagnera  Jur  celui  de  x%fols^foit  compenfé  par  la 
perte  qii  il  fera  fur  celui  de  xo  :  comment  doit-Û  faire  ? 

m 

SotuTioN.  récris  les  deux  prix  20  &  i  z  lun  fous  Tautre  ;  &  entre 
deux  un  peu  vers  la  droite ,  j'écris  le  prix  moyen  i  ^  • 
Je  prends  la  différence  5 ,  de  20  à  1 5  ;  &  je  l'écris  vis-         *  ^* 

à-vjs  de  I  ^*  Je  prends  auffi  la  différence  3,  de  i  z  à  1 5  ;       ^       ^ '     ^  , 
&  je  récris  vis-à-vis  de  xo.    Je  fais  la  fomme  8  des         '  .JjlL 

différences  3  &  5  ;  &  je  dis  que  (i  ce  marchand  faifoit  8. 

un  mélange  de  ^  pintes  à  iz  fols ,  &  de  3  pintes  à  20 
fols ,  ce  qui  feroit  le  mélange  8  ;  l'argent  qu'il  retireroit  en  le  ven- 
dant à  1 5  fols ,  feroif  le  même  que  s'il  avoir  vendu  chaque  vin  à  fbn 
prix- 

Pour  en  concevoir  la  raifon ,  il  n'y  a  qu'k  obferver  que  (iir  cha- 
cune des  cinq  pintes  à  12  fols  qui  entrent  dans  le  mélange,  le  mar- 
chand g^gne  3  fols  en  le  vendant  à  15  fols  ;  &  par  conféquent  il 
gagne  3  ^  ^ ,  pu  15  fols  :  &  qu'au  contraire  fur  chacune  des  trois 
pintes  de  20  fols  qui  entrent  dans  le  mélange  y  &  qu'il  vend  i  ^  fols^ 
il  perd  5  fols  j  ce  qui  fait  3  x  ^  9  ou  11}  fols-  Aînfi  pulfque  ce  qu'il 
gagne  d'un  côté ,  eft  égal  à  ce  qu'il  perd  de  l'autre;  il  eft  vifîble  qu'il 
lui  revient  ]e  même  argent^  que  s'il  ayoit  vendu  chaque  vin  à 
Ibn  prix. 

Maintenant  le  mélange  que  l'on  demande  étant  de  1888  pintes^ 

^nltirnL'ïfl^^'Jw'     8»  3  :••  '888.    708  pintes  k  20  fols 
en  diiantppur  la  première:     ©    ^         000        0       •        \    .ri 
Si  8  pintS  de  mélange  de-     ^'  ^  •  •'  1888.  1 1 80  pintes  à  15  fols 

mandent  3  pintes  à 20 fols;  1888  mélange, 

combien  le  mélange  1888 

en  demandera- t'il  ?  &  pour  la  féconde  ^  iî  8  pintes  de  mélange  deman- 
dent «î  pintes  à  12  fols ,  combien  le  mélange  en  demandera-t'il  ?  & 
les  deux  règles  étant  faites ,  me  donnent  708  pintes  à  20  fols ,  & 
1180  à  IX  fols  :  &:en  effet,  ces  deux  fommes  ajoutées  enfemble 
font  le  mélange  demandé  1888. 

•  « 

Probl^ms  II.  Hieron^  Roi  de  Syracufedonnaàfon  Orfèvre  une 
quantité  d or  pour  lui  faire  une  couronne  ;  V ouvrage  étant  fini ,  le 
ToMEi.  X 
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Roi  fut  bien  aife  de  f avoir  s^il  riy  avoit  voint  de  mélange  ^  &  propofk 
la  qutflion  à  Archimede.  Ce /avant  Matncmaticien  découvrit  la  quan^ 
tite  a  or  &  d'argent  que  V  Orfèvre  y  avoit  employée  j  &  ton  demande 
comment  il  parvint  à  cette  connoijfance  / 

Nous  démontrerons  dâas  lliydrofbciqâe ,  que  (i  plufîcttrs  corp^ 
de  même  poids ,  mais  de  différente  nature,  font  plongés  dans  l'eau ,. 
ils  perdent  des  parties  de  leur  poids,  les  unes  plus  grandes ,  &  le» 
autres  moindres  r  ce  que  Fon  connoît  en  mettant  au  lieu  de  Tun  des 
baf&ns  d'une  balance  un  crochet  qui  pefe  autant  que  l'autre  baffin^ 
Après  quoi  on  attache  du  crochet  un  long  fil  auquel  efl  furfpendu  le 
corps  qu'on  xreut  pefer  :  on  le  pefe  d'abord  dans  l'air ,  &  enfuite  oxt 
1q  pfonge  dans  Teau  ;  enfbrte  que  la  balance  &  l'autre  baifin  n'y  en-' 
trent  pas ,  &  le  pefànt  de  nouveau ,  on  trouve  qu'il  pefe  moins.  D'où 
il  e(l  aifë  de  connoitre  la  différence  des  poids,  &  par  confequent  la 
perte  de  poids  que  le  corps  fait  dans  l'eau.  Cela  pofe, 

Archimede  prit  deux  lingots,  l'un  d'or  &  l'autre  d'argenr ,  qut , 
pefbtent  chacun  autant  que  la  couronne ,  &  ayant  trouvé  que  la 
couronne  plongée  dans  l'eau ,  perdoit  plus^  de  Ton  poids  que  Ib  lin- 
got d'or,  &  moins  que  le  lingot  d'argent ,  il  réfblut  la  queftion  par 
une  règle  d'alliage  ,  ainiî  que  nous  allons  le  voin 

Suppofons  que  la  couronne  pefàt  96  onces  y  que  fa  perte  de  fbtf 
poids  qu'elle  faifoft  dans  l'eau  fût  de  8  onces  ,  que  celle  du  lingot 
d^or  ffirt  de  7  onces  j,  &  celle  du  lingot  d^argent  9  onces  &  ^.  Il  efl  ^ 
clair  qu'il  y  avoit  de  l'alliage  dans  la  couronne  ;  car  fi  elle  avoit  été 
d'or  pur  comme  le  lingot  d^or ,  leurs  pertes  de  poids  dans  T^au  au- 
raient été  ^ales ,  puikjue  les  poids  du  lingot  &  de  la  couronne 
ëtoient  égaux.  Et  par  la  même  raîfon ,  fi  elle  avoit  été  d'argent ,  fa 
perte  &  celle  du  lingot  d'argent  auroient  été  égales.  Je  rédiaits  les 
trcMS  pertes,  &  le  poids  96  de  chacune  des  mafTes-  en  fraâions,  donc 
le  dénominateur  foit  4 ,  ce  qui  donne  ^*  y  V  >  "^  ^  "4^'  Ainfi  le» 
trois  pertes  &  le  poids  96  fbnr  entre  eux  comme  3^  ^  3^  9  37^  3^4 r 
c'efl-à-dire  fi  le  poids  96  avoit  été  divifé  en  384  parties,  la  cou- 
ronne auroit  perdu  dans  l'eau  32  parties,  le  lin- 
got d^or  31  ,  &  le  lingot  d'argent  37.  Je  fais  31»  f^ 
un  alliage  des  pertes  31  &  37  des  lingots  d'or  32» 
&  d^argent  pour  avoir  la  perte  moyenne  32,  &  37*'  ^•' 
échangeant  les  différences,  c'eft-à-dire  rnettant  la  *T* 
différence  i  de  31  à  32  vis-à-rvis  37^  &  la  différence 
J  de  37  à  22  vis-à-vis  3.1  j  la  fom-me  6  des  différences  me  fait  voir 
que  pour  faire  un  alliage  de  6  onces  qui  perdit  autant  dans  l'eau 
que  6  ouces  du  mélange  de  la  coiuronne  ^  il  faudroit  cinq  onces 
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jd'or  &c  une  d'argent.  Car  chacune  des  cinq  onces  d'or  perdroic  une 
once  de  moins  que  chaique  once  du  mélange ,  ce  qui  feroit  cinq  on*-» 
ces  de  moins.  Mais  l'once  d'argent  perdroit  cinq  onces  de  plus  qu'une 
once  de  mélange  ;  donc  ce  qu'il  auroit  de  moins  étant  compenfé  par 
le  plus  I  les  cinq  onces  d'or  jointes  à  Toi^ce  d'argent  ne  perdroient 
fli  plus  ni  moins  que  6  onces  de  mélange. 

Maintenant  puifque  la  cou-     ^     . .    ^^  g^  ^^ 
ronne  pefoit    96    onces,  ,e    ^  J  .,  ^^    ^^  ^^  ^^^^ 
ras  deux  rejrles  de  trois  en  '  ^ — t-tt^     j  i 

difànt  pour  la  première  :  fi  ^«alliagedclacouronnc 

pour  un  alliage  de  6  onces  il  faut  cinq  onces  d'or ,  combien  un  a!-- 
liage  de  96  «1  demanderaM:'il  ?  &  pour  la  (èconde:  fî  pour  un  alliage 
de  6  onces  il  faut  une  once  d'argent, combien  un  alliage  de  96  en  exige*» 
i:a-t'il?  &  ces  deux  règles  donnent  80  onces  d'or&  16  onces  d'argent. 

F&OBLâiiB  IIL  Pour  fondre  unepUce  de  canon  qui  fou  bonne  ^  il 
faut  meure  3  Uvres  îTétainfur  x  ^  livres  de  rofeite  ou  cuivre  rouge  :  &  cela 
pofé ,  on  demande  de  connaître  fi  cet  aUia&t  a  été  ohfervé  dans  une 
vieille  pièce  quon  veut  refondre  ;  &  fuppc^é  que  cela  ne  fin  t  pas  j  on 
demande  ce  qu* il  faut  ajouter  de  tun  ou  de  [autre  métal  pour  faire 
î alliage  bon. 

Solution.  Far  les  fréquences  expériences  qu'on  a  Élites.,  on  a 
trouvé  que  fi^eux  mafles  l'une  de  cuivre  rouge  ou  rofette,  &  l'autre 
d'étain ,  font  d'^ale  pefanteur  y  la  première  perd  environ  la  neuvie-* 
me  partie  de  Ton  poids  9  &  la  féconde  n'en  perd  que  la  fepciemc 
partie.  Cela  pofé , 

Suppofons  que  la  pièce  f|u'on  veut  refondre  pe(e  5  zoo  livres  ;  & 
qu'après  avoir  été  mile  en  pièces ,  l'un  de  fes  tronçons  du  poids  de  28 
livres  ait  perdu  dans  Teau  -^-de  fon  poids.  Je  dis  :.fi  ce  tronçon  étoic 
-tout  de  rmette,  il  perdroit  -^de  fon  poids  ;  &  s'il  étoic  touc  d'étain  , 
il  perdroit-^.  Je  réduis  ces  fraâions  bn  même  dénomination  :  ce  qui 
domie  -^,  &  -^3-.  Je  réduis  quffi  le  poids  aâ  en  une  fraâion  donc 
le  dénominateur  foit  ^3  ;^&  j'ai  ^^r*- 

Ainfi  ja  perte  du  mélange  28 ,  celle  de  28  de  rofette ,  celle  de  28 
d'étain ,  &  le  poids  28 ,  U>nt  entre  eux  comme  les  nombres  z(^ , 
196,  2^2  &  1764.  J'allie  les  pertes  196  &  252  de  28  de  rofette, 
&  de  28  d'étain ,  avec  la  perte  moyenne  106  ',  ôc  échan*  i  ^6.  Afi. 
géant  les  différences ,  je  trouve  que  pom-  éire  un  al«-  206. 

liage  de  5 6. livres  dont  chacune  perdit  dam  l'eau  20^  2^2.  10. 
parties  de  fon  poids  divifô  en  17^4 parties,  il  faudroit  5^. 

4^  livres  de  rmêtoe  &  10  xi'écaîa 

Xi} 


/ 
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;  Je  dis  donc  :  fi  iinalliage  de  5  6  livres  demande  4e  de  rofecte  ;  com-. 
bi.en  un  alliage  de  5  zpo  en  demandera-t'il  ?  &  fi  un  alliage  de  ^6  de^ 
mande  10  décaîn,  combien  l'ai* 

liage  y  200  en  demandera-t'il  ?  &  $6.  /^6  ::  5x00.  4271  ^ 
ççsdeux  règles  donnent  4271  Y^de  $6.  10::  5x00.  928  j^, 
rofette ,  &  928  f^  d'étain. 

Pour  trouver  combien  il  a  rais  de  rofette  fur  28  livres  de  mélange , 
je  dis  :  le  mélange  563  efl  à  46  de  rofette;  comme  le  mélange  x8  , 
eft  à  un  quatrième  terme,  lequel  après  avoir  fait  la  règle  de  trois ^ 
fè  trouve  23.  Ainfi  il  a  mis  23  livres  de  rofette ,  au  lieu  de  2^  ;  &  par 
cùnfëqueht  il  a  mis  2  livres  d  étain  de  plus.^ 

:  Et  pour  tr6uver  combien  il  fsut  ajouter  de  rofette ,  pour  rendre 
l'alliage  bon;  je  dis  :  fi  3  d 'étain  demandent  2^  de  rofette,  combien 
9x8  -j^d'étain  demandent-elles?  &  faifant  la  régie  de  trois,  je  trouve 
7771  fl».  Or  il  Y  en  a  déjà  4271  j^  :  ainfi  il  faut  y  ajouter  3500  de 
rofette.  Car  3500  &  4271  fj  font  777 1  f^. 

300.  Remarque  I.  Lonque  le.mélange  ou  l'alliage  que  l'on  veut 
faire  efl  compojé  de  trois  quantités  ;  le  problème  peut  fe  réfbudre  de 
la  même  façon/ 

Suppofons  qu'on  veut  faire  un  alliage  de  trois  fortes  de  métaux  \ 
dont  le  premier  vaut  20  fols  la  livre ,  le  fécond  1 2  fols,  &  le  troi- 
fieme  .6  ;  &  qu'on  demande  que  la  livre  .  d'alliage  ne  coûte  que 
10  fols.  On  mettra  la  différence  10 ,  de  20  à  10,  vis- 
à-vis  6 ; 6cla diffêrehce  2, de  1 2 k i Oyauffi  vis-à-vis 6 ; 
parce  qu'il  n'y  a  qu'un  feul  prix  6  qui  foit  inférieur 
au  prix  moyen.  Après  quoi  on  mettra  la  différence 
4  y  de  6  à  10,  vis-à-vis  20  &  vis-à-vis  1 2;  parce  que 
cçs  deux  quantités  20  &  1 2  ont  donné  leur  différ 
rence  à  la  quantité  :  &  faifant  la  fomme  20  des  qua*  ^^^ 

.tre  grandeurs  4 ,  4, 10  &  2  ;  on  connoitra  que  pour  faire  un  mé- 
lange de  20  livres  à  10  fols  la  livre,  il  en  faut 4  du  métal  de  20  fols, 
4  du  métal  de  1 2  fols  y  &io-i-x,  ouixdu  métal  de  6  fols  :  ce  qu'on 
démontrera  de  même  qu'auparavant. 

301.  Remarque  II.  Mais  fi  le  mélange  ou  l'alliage  demandé  con^ 
tient  plus  de  trois  quantités y\c  problême  eft  fufceptiblè  de  plûfieurs 
folutions ,  en  fuppofant  néanmoins  qu'il  fe  trouve  plus  d'une  quan- 
tité au-defTus  ou  au-deffous  de  la  quantité  moyenne  :  car  s'il  ne  s'en 
trouvoit  qu'une  au-deffus  ou  au-deÔbus,  le  problême  n'auroit  qu'une 
folution  ;  &  fe  refoudroit,  comme  on  vient  de  voir,  en  donnant  à  la 
quantité  qui  feroit  feule  ou  au-*defibus  ou  au-deflus,  toutes  les  dif- 
férences des  autres  ;  &  à  chacune  des  autres  la  différence  qui  feroic 
feule.  Far  exemple. 
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I ^ .  Soient  les  prix  de  quatre  quantités  ^  2 5 ,  20  ^  i  x ,  ^  ;  2^ .  9. 
&  le  prix  moyen  15.  J'arrange  ces  prix  &  le  prix  20,  3. 
moyen  j  à  la  façon  ordinaire  ;  &  prenant  la  différence  i  ^ . 

10, de  25  à  15,  je  la  mets  vis-k-vis  6.  Je  prends  aiuffi  il,  ^. 
la  différence  ç^de^ài^;  &jela  mets  vis-à-vis  %<^  :  6.  10. 
car  il  faut  toujours  obfervcr  que  la  différence  d'une  ""Tl" 

grandeur  ayant  été    mife  vis-k-vis  d'une   autre ,  réci-  ^* 

proquement  la  différence  de  cette  autre  foit  mife  vis-k-vis  de  la  pre- 
mière. Je  prens  de  même  la  différence  5 ,  de  xo  à  i  ^  }  &  je  l'écris 
vis-k-vis  de  IX  ;  &  la  différence  3,  de  12a  i^,  que  j'écris  vis-k-vis 
de  20.  Ainfi  la  fommc  27  des  différences  q  ,  3 ,  y  &  10 ,  me  fait 
voir  que  pour  un  alliage  de  27  livres ,  il  en  raudroit  9  à  25  fols  la  li- 
vré ^  3  k  20  fols,  5  k  12  fols,  &  ^  k  20  (bis. 

II<  Si  je  veujt  une  autre  folucion ,  je  mets  là  différence  2  ^ .  3!, 
ao,  de  25  k  I  i;  ;  non  plus  vis-k-vis  de  6,  mais  vis-k-vis  20.  9. 
de  12;  &  la  différence  3  ,  de  12  k  i ^ ,  vis-k-vis  de  20.  i^- 
De  même  je  mets  la  différence  ^  ^  de  20  k  15 ,  vis-k^  12.  iq. 
vis  de  6;  &  la  différence  9,  de  ^k  i^,  vis-k-vis  de  €.  ^. 
26:  &  la  fomme   27  des  différences  ine  fait  voir  que  "**** 

pour  un  alliage  de  27  livres ,  dont  le  prix  feroit  1 5  ^7* 

lois  ,  il  faudroit  3  livres  k  2^  fols ,  9  livres  k*20  fols ,  10  k  12  fols , 
&  5  k  ^  fols.  Cet  alliage  efl  différent  de  l'autre  :  &  je  ne  faurois 
en  faire  d'autre  par  cette  méthode  :  parce  que  je  ne  puis  échanger 
lés  différences  quç  de  ces  deux  façons.  Il  eft  aife  de  voir  que  fi  j'ar 
vois  un  plus  grand  nombre  de  chofes  k  allier ,  j'aurois  aufu  un  plus 
grand  nombre  de  différentes  folutions. 

J'ai  donné  dans  ï arithmétique  des  géomètres ,  d'autres  méthodes 
par  lefquelles  on  peut  trouver  un  plus  grand  nombre  de  folutions 
de  ces  fortes  de  problêmes.  Mais  comme  ce  que  nous  venons  de  dira 
fuf!it ,  je  n'en  parlerai  pas  ici  de  peur  d'être  trop  long* 

DES  PROGRESSIONS   GÉOMÉTRIQUES. 

302,  THiéoRéMfi  I.  Si  ton  a  tme fuite  de  raiforts  égales^  quifoiem 
en  from-effîon  géométrique  ,  ou  qui  ne  lefoient  pas  ;  la  fomme  de  tous 
les  anucedens  ^ejîà  la  fomme  de  tous  les  conféqutns  ,  comme  tun  défi 
antécédens ,  ejl  afon  conféquent. 

DEMONSTRATION.  K  Soient  les  raifons  égales  a.b::c.d.  :  le.f^ 
qui  ne  (ont  pas  en  progreflion.   ^ 

Puifque  chaque  antécédent  contient  fon  conféquent ,  ou  eft  con- 
tenu dans  foh  conféquent  de  la  niême  ^on  )  il  eft  clair  que  tous  lés 
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ancécédens  concîendronc  leurs  conféquens  y  ou  feront  contenus  dans 
leurs  confëquens  de  la  même  façon  ;  &  quç  par  conféquent  tous 
les  antécédens  feront  à  tous  les  conféquens^  comme  l'un  des  mtécé^ 
dcns  eft  à  fon  confëquent.  Aîn/î  Ton  aura/i-t-^H-^.^HhV-l-/:: 
a.  L  Si  a  eft  double  à^b}c  fêi9  double  A&dy&LC  double  de  f:  Se 
il  eft  vifible  que  tous  les  doubles  a  *+-  c  -^  e  contiendront  leurs 
iîmples  ^ +V+/*9  comme  Tun  des  doid>les  a /contient  fon  fimple  ^^ 
Si  ^  eft  mdltié  àt  b  ;  c  fera  moitié  de  ^^  &  ^  moitié  àtfi  &  il  eft 
éindentque  toutes  les  moitiés  ^  +  c-f-e  feroat  contenues  dans  leurs 
^ows  ou  dans  leurs  doublçs  b  -f-  d^f^  comme  l'une  des  moitiés 
4,  eft  contenue  dans  Ton  tout  ou  dans  fon  double  ^  f  &  ainfi  du 
rdde. 

U"*.  Soît  la  progreffion  ixa^b^Ct^  d  Cette  progref&on  peut  s'^# 
crire  ainfî  ,^.  l:  :b.  c:  :  c.  d;  ce  qui  fait  une  fuite  de  raifons  égales. 
Donc  Ton  prouvera  ^  de  même  que  nou$  venons  de  fairÊ  ^  que  a^b 
f4-  c.  b-i-c^d;;  a,  b.  C  Q-  F,  D. 

303»  Corollaire.  Il  fuit  de-lk  que  dans  toute  progrcfCon  ^  la 
(bnime  de  tous  les  term^  moins  le  dernier  ^  eft  à  la  fomme  de  tous 
les  termes  Qioms  le  premier  ;  comme  le  premier  eft  W  fécond  ^.  on 
iÇOQime  le  fécond  au.troifieme,  &c^ 

304,  Théorème  JI,  Vanjs  faute  progreffîon  géométrique  afcen^ 
'd^mte;  le  fécond  terme  moins  le  premier  ,  en  au  premier;  ^omme  le 
dernier  moins  le  premier^  ejl  àU  fomme  de  tous  le$  termes  auipré^ 
fedent  le  dernier p 

DiMONSTRATiON.  Soit  la  progreffion  afcendante  ::  a^b^c^d^e, 
^ar  le  théorème  précédent  ^  nous  avons  ar+^b^c-^db^ç-i^d 
jf^ei:  a,b.  Doftç  invertendo  nous  avons  ^  H-  c  ^^d^e.  a-+-  ^ -4-  tf 
ri^d^fb,  a;  &  dividendo  nous  aurons ^i+-c -4- 4/4- e-^-i-tf —  b  —  C 
•»—  </.  tf  -H  ^  -f-  C-+-  4/ ;  :  ^  —  a.  a,  6c  corrigeant  l'expreflion  du  pro» 
miçr  terme^  nous  aurons  e-trr^a.a'+^b-^C'^d'-^b'r^fi.a^  & 
mettant  la  féconde  raifon  k  la  place  de  la  première  y  &  la  première  à 
la  place  de  la  féconde  9  nous  aurons  brr^  a,  aiie^r^  a.a-^b  -^Ç 
^  d  Ç.  Q.  R  D, 

305,.  Remarque  /.  II  faut  obfèrvcr  qu'au  lieu  de  dire ,  le  fe- 
(x>nd  moins  le  premier  eft  au  preinier  ;  ou  pourroit  dire ,  le  troifîeme 
moins  Je  fécond  eft  au  fécond ,  ou  le  quatrième  moins  le  troificmc 
^  au  troifieme  ^  &c ,  ou  le  derpier  moins  le  pénultième  eft  au  pc- 
Huitième. 

_  « 

^ .  Car  la  progrefEon  étanic  compose  des  raifons  égales  a,  b::b.c:  : 
c.  ^:  :y!,^i  il  eft  vifible  que  ^-rr^  tf. a:  :  c-^  ^.  ^:  ;i^---c.  c  ;  ;  e«^</.^^ 
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&  que  par  confà^uent ^  au  lieu  de  b — aéa  ^  ofi  peut  meccre  ou  c-^h.  b  s 
ou  ^=3  Ce  ;  ou  enfin  e  —  d.d. 

3o(S.  Remàrqvs  il  Si  la  prcfgreffion  étoic  defcendante  comme* 
::  e.  dé  c.  b^  a;  on  la  preltidroit  à  rebours  t  ce  qui  donneroic  la  pro-^ 
greffion  afcendance :  :  a,  h.  c.  d.e,ôc  Ton amroic  la  même  chofe  qu'ait* 
pararavant.» 

307.  Tk^orbmS  IÏÎ.  Dan^  toute  jrrogreffion  géométrique  afcen^ 
dame  ;  le  fécond  terme  eji  égal  aujpremitr  multiplie  par  Pexpofant;  lé 
troifiemeifi  égal  au  premier  midtiplié  par  la  féconde  vuijjanct  de  tex^ 
pofant  i  le  quatrième  ejl  égal  au  premier  multiplie  par  la  troijîetnc 
puijfancede  texpofanty  &  ainfi  defuiie^ 

DfiMONrsTiiArioir.  Soit  la  progfeflïon  afcendante  : .'  rf.  k,  c,  d.  e, 
&  l^expofanc  p.  Le  fécond  terme  b  fera  donc  ap  :  Se  mettant  cette 
taletir  de  b |  dans  la  féconde  raifon  b^c  ;  nous  aurons  ap^  c  ;  &  com^* 
me  rexpofant  de  cette  raifon  eft  encwe  /  y  nous  aurons  apx  p^ovk 
app  =i:^c  f  &  par  la  même  raifon  nous  aurons  ap^  si^d ^&c  ap^  s=:  e^ 
Donc  la  progréflton  propofée  fera  la  même  que  Celle-ci  :  :  a^  ap,  app^ 
ap\  ap^ ,  ou  Ton  voit  que  le  fécond  terme  efl  égal  au  premier  mul- 
tiplié par  Texpofant  ;  que  le  troifîeme  éfl  égal  au  premier  multiplié 
par  la  féconde  puifTance  de/  ^  &c. 

308.  Remarque.  Si  \i  (H-ogreffion  étoit  defcendante^  comme 
:  :  e,  d.  c^b.  a^  on  la  prendroîtà  rebours  :  ce  qui  donneroit  la  pro^ 
greffion  afcendante  :  :  d.  b.  c.d^e  ^  où  Ton  {Nrouveroit  la  même'cnofe 
que  ci-defTus. 

309.  CoROLLAtRfif.  Il  fuit  de-là  que  dans  toute  progrejjion  géo^ 
métriqiie  afcefidanu  ^  le  dernier  terme  efl  égal  au  prender  multiplie  par 
rexpafant  élevé  à  une  puiffance,  dont  le  degré  ejlégal  au  nombre  des 
urmés  diminué  de  Vunixe.  Car  dans  la  progrefSon  *.'.  a,  ap^  ^pp  ^ 
é^^  j  ap^  ;  le  dernier  terme  ap^ ^  efl  égal  au  premier  terme ^^  mulcK 
plié  par  la  puifïance  p^  ^  dont  le  degré  4  efl  égal  au  nombre  des  cer-^ 
mes  5  diminué  de  l'unité* 

310.  FiioBLéMB  I.  Trouver  la  fomme  d'une  progreffion  géomitn^ 
fue  afcendante. 

Soujncfff.  Soit  la  progreflïon  géométrique  afcendante  2.  4.  8r 
1 6.  32.  Je  dis' 4  —  a  y  efl  à  2 ,  comme  32  —*  2 ,  efl  à  la  fomme  des 
termes  qui  précèdent  32  (  304  )r  Mais  4—  2c=  2,  &  22  —  2=  30  r 
donc  j'ai  2.  2  r  :  30.  30  j  &  par  conféquent  30  efl  la  fomme  de  tou* 
ks  termes  moins  le  ^rnier..  Cefl  pourquoi ,  ajoutant  à  cette  fomme 
le  dernier  terme  32  ^  k  fomme  62  efl  la  fomme  de  la  progreflion  : 
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&  Ton  voie  ici  que  quand  l'expoiant  eft  2 ,  le  dernier  terme  moins  le 
premier  9  eft  égal  h  la  fomme  des  termes  qui  le  précédente 

Silaprogremonavoicécé  i-  3-  9^^  27^  81  ;  pnauroit trouvé,  enfaî- 
£uït  3  -r-.  I  efi  à  I ,  comme  81  —  i  eft  à  la  fomme  des  termes  qui 
précèdent  le  dernier ,  &  en  achevant  la  règle  de  trois  ;  que  le  der* 
nier  terme  moins  le  premier  d'une  progreffion  dont  Texpofant  eft 
3  j  efl  double  de  la  fomme  des  termes  qui  le  précédent  :  &  fî  l'ex- 
pofant  étoit  4 ,  on  trouveroit  que  le  dernier  terme  moins  le  premier  f 
feroit  triple  de  la  fomipe  des  (erijies  ^ui  le  précédent  ^  ôç  ainfi 
de  fuite, 

31  !•  Froblêmb  IJ.  Trouver  la  fomme  (tune  froff^ejjion  ^lomhri^ 
aut  defcendante, 

SoiiUTiOK.  Soit  la  progreflîon  géométrique  defcendante  31.  1 6. 
8.  4.  %.  je  la  prends  à  rebours  :  ce  qui  me  donne  la  progreffion  afcen-* 
dante  1.  4.  8.  16.  32  y  dont  je  cherche  la  fomme  comme  dans  le 
problême  précédent.  Ou  bien ,  çomjneil  eft  indifférent  de  dirç  4  —  % 
éft  à  2;  ou  de  dîre  32  — 16  eft  à  16,  comme  31  —  2  eft  à  la  fomme 
des  termes  qui  le  précedçnt  ;  je  fais  la  règle  de  trois  de  cette  der-f 
niere  façon  \  &  je  trouve ,  de  même  qu'auparavant ,  cjue  U  fommç 
des  fermes  qui  précédent  le  dernîer ,  eft  30, 

Or  cejia  njé  fait  voir  que  fi  jç  ne  veijx  pas  renvçrfer  la  progreffion 
defcendante ,  je  dois  dire  :  Le  premier  terme  3  2  moins  le  fécond  16, 
èfl  au  fécond  16  ;  comme  le  premier  31  moins  le  dernier  2 ,  efl  à  la 
fomme  des  termes  qui  fuivent  le  premier  3  2  :  &  ceci  peut  fervir  de 
règle  générale  pour  les  progrefÇonç  cjefçenjiantcs  cju'qu  ne  voudra 

pas  prendre  à  rebour;. 

<  « 

312^  Remauque  L  Si  la  progreffion  géométrique  defcendante 
s'étend  M 'infini,  Iç  dernier  ferme  devient  infiniment  petit,  &  peut 
être  regardé  comme  égal  k  zéro.  Far  conféquent  on  aura  \  le  prè^ 
mier  terme  moins  le  fécond ,  eft  au  fécond  ;  comme  le  premier  moins 
le  dernier  oui  eft  zéro ,  c*eft-à-dire  comme  le  premier ,  eft  à  Ig.  fomme 
des  termes  qui  le  fuivent.  Suppofànt  donc  que  la  progreffion  eft:  :  i . 
T-  7-  ?•  -ps'  3 ?•  T^  j  jufqu'au  dernier  terme  qui  fera  i  dîvifé  par  la  puit 
fance  ii)fii>ie  de  l'exppfant  %  ;  lequel  fera  par  conféquent  pn  infini- 
ment petite  \  caufe  qu'une  fraâÎQn  diminue  de  plus  en  plus,  à  me-» 
dirç  que  fon  dénominateur  augniente  ^  &  devient  enfin  ég^l^  ^  ^^^  > 
quand  le  dçnominateur  eft  infini;  nous  aurons  i  — ^ç&.\\yCùvcim^ 
X  eft  à  la  fomme  des  termes  qui  fuivent  le  premier  :  &  comme  i 
1— !?;=7,  aoiisçrouverons  quç  le  npix)bre  infini  de   terpies  qui 

fuivenç 
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fuivent  le  premier  i  ^  tie  vaut  qu'une  ^  que  par  conféqueoc  lafomme 
èiïtiere  de  la  progreffion  eft  2. 

'  Oci  trouvera  iie  la  même  &çon  que  fi  la  progœffion  èuàtzit: 
Y .  '^.  'Tf.&.f^  /la  fomme^lBs  4aennes  qui  fiiiyenc  le  premier^  fiscoic 
égale  à  Y^  «c^^-à-dire  à  la  jnoitîé  du  premier  cenne  :x^û  ia  piop^ 
greiiÇcm.érak  :  :  J-  7  9 1^^  ^  9  J&c.  ~;  da  fbmme  des  ficcmes  qui  pr^ 
cèdent  le  dernier ,  feroic  \  ;  c'eûr-à-rdire  le  tiers  idu  premier  ficanè, 
6c  aiofi  de  fuite.  ïyoii  il  fuit  que  toute  pro^ei&on  dâfcendante 
compoTée  d'une  infinité  de  termes ,  eft  égale  à  ime  grandeur  finie^ 
à  moins  que  Ton  premier  terme  ne  (bit  infini. 

313.  RsMAitquB  II.  Quant  auK  prograffionsigéométriqiies  »& 
eênda^es;  il  dk  vifible  que  leur  valeur  .eft  infinîe.  Par  exemple, 
fi  ja  prografficm  eA  :  :  i.  2. 4.  iS.  xé.  xP^  \  la  ienwne  de^termi^  mi 
préoedeot  le  dernier ,  ièm  igade  i  1^  ^^^  1  (310)  :  par  ooméi- 
quent la  fbmme  cotaleifera z  x  2^  ^^^ «  De  mémefi  la  pix^nafficip 
eft  :  :  1.3.  9.  27. 81.  3^  ;  la  (bmme  xies  termes  qui  précèdent  le 
dernier  3  fera  Y  X  3*  -^-r;&Ja(bnunccotale,4^  ^3*  -^fî&fila 
progreffion  eft  :  :i  i.  a.  lé.  ^4.  4^  -  la  fbmme  des  termes^|ii:pi^ 
cèdent  le  dernier ,  eft  j  x  4^  —  j  j  &  la  fomme  totale  j  x  4^ 
^— j ,  &  akifi  de  fuite.  ^ 

314.  Remarque  IIL  Quç  fi^  ces  pCQgrffSons  afcendantes  in-- 
finies  y  on  ajoute  les  defcendantes,  enforte  qu'on  ait  pour  la  pre- 
mière i^,  &c,  Yî'  û*  J.  T*  i-  ' •  ^'  4' -8#  ,1^.  ^c.  X?®  i  Ja  luite  des  frac- 
tions T.  7.  J ,  &c.  fera  i.  ( 31 2  )  :  oc  comme  la  fuite  i .  2.  4.  8.  &c. 
pft  z  x-a^  ^  I  ;  ajoutant  .enfeoijxle  ces  4eux  yaleuts  ^  la  ibomue 
totaIc(eraax2^*f*  I^3,,i0u  2x2^. 

De  même  jGia progreffîon  eft  fçp,  &c.  ^.  17.  çr»  j«  i •  3«  -9*  ^7-  ^Jt^, 
;ficc.  3«>  ;  la  fuite  des  ftzSb^s^^^^-^^iiU^.ïi^ 
mes  1. 3.  9.  27.  &c.  eft  -^x  3°®  —  f-  &  ajoutant  enfemble  ces  deux 
valeurs ,  la  fomme  toi;3le  fbca  i^  >c  3«>  •^j'+-7i  PUtX3*  ;&ainfi 

«     315'.  TinâeRèikiE  IV.  TiTuref  les  fidffahcts  d'une  grandeur, frmtn, 
frogrejjion  géométrique. 


DiziK)v$T9.ATxov.  Soit  la  fuite  4es  pijjjSànces  a.  a^.  a\  4^  4ifé  leâ. 
&c.  %  je  divi£b  la  fecof^dp  j)ar  la  pr^emuere  ;  le  quotient  ou  Vty^o^ 
fant  iêxa  4.  Deffièm^  fi  je  diviie  la  trpifieme  par  la  ifèccnde ,  l'ex* 
jikofànt  fera  encore  a  ;  âc  aihfî  4c  fiiiçaj^onp  jiHifqve  J'^xpoTant  d'ifop 
jiuiâaoce  k  l'autre  -eft  tpujours  }je  mêmye  î  «ces  pijiffaa<îes  font  ffi 
jpro^rreflÀon  géonaétriquie. 

Soit  encore  la  fuite  a^  aT'*  a"^.  «"""^  fl~^*  &c^4uiteft49  môrnp 


Tome  L 
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que  celle-ci  i.-.—.^.K.  &c.  (  i6i  ) ,  dont  les  termes  vont  en  di- 

inimiant.  Si  je  divife  le  premier  terme  a^  par  le  fécond  a**"' ,  en  me 
iêrvant  du  calcul  des  expofans  \  le  quotient  ou  Texpofant  des  deux 
termes  fera  a%  &  fi  je  divife  le  fécond  terme  aT"'  par  le  troifieme 
€f"^ ,  le  quotient  fera  encore  tf^ ,  &  ainfi  de  fuite.  Donc  les  puif- 
£mces  feront  en  progreflion.  C.  Q.  F.  D. 

XiG.  Remarque.  Il  faut  obferver  que,  tandis  que  les  puiflances 
ptmtives  d'une  grandeur  a^.  a\  à^.aK  &c ,  font  en  progreflion  géomé^ 
trique  9  leurs  expofans  o.  i .  2.  3.  4.  &c ,  font  en  progref&on  arithme^ 
tique  pofîtive  :  &  que  tandis  que  fes  puifTances  négatives  a^K  a~*.- 
d^K  ôcc  I  font  auffî  en  progreflion  géométrique ,  leur»  expofans 
—  I,  —  2,  —  3,  —  4,  —  ^,  6cc  font  en  progreflion  arithmétique 
négative  :  de  façon  que  le  terme  zéro  fe  trouve  entre  la  progreflion 
pditive  &  la  négative  ;  &  que  la  progreflion  arithmétique  totale  efl 
~»  ,&c,— ^,  — 4,-3, ~ 2, —  1,0,1, X, 3,4,^, &a~  : 
ce  qui  nous  fer  vira  dans  la  fuite,  pour  mieux  faire  entendre  ce  que 
c'eA  que  les  Logarithmes. 


CHAPITRE     IX. 

DES   RJIISONS  COMPOSÉES. 

317. ol  l'on adeux  ou  ptufîeurs raîfbns,  tf , ^/c^ d; e^f;Sc qu'on 
multiplie  tous  les  antécédens  les  uns  par  les  autres ,  &  tous  les  confér 
quens  auffi ,  les  deux  produits  ace ,  bdf^  formeront  une  autre  raifon, 
laquelle efl  dite raifon compcfée  des  raifons a^b\c^d\  e^fy  qu'on 
nonune  les  comvojantes. 

318.  Une  raiion  çompofée  de  deux  raifbns  ^ales,  fe  nomme  rai^ 
fon  dovblie  de  l'une  des  compofantes  :  une  raifon  compofëe  de  trois 
raifbns  égales  y  fè  nomme  raifon  triplée  de  l'une  des  compoÊuites  ^ 
&  ainfi  de  fuite. 

319.  Les  raifons  doublées ,  triplées,  quadruplées^  &c ,  font  donc 
différentes  des  raifons  doubles,  triples,  quadn^les,  &c  ^  &  il  ne  faut 
pas  les  confondre:  car  la  raifon  double  efl  une  raifon  dontFanté-* 
cèdent  eft  double  du  conféquent  (  274)  ;  au  lieu  qu'une  raifon  dott- 
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320,  Théorêmb  I.  Dans  toute  raifort  compofée ,  Pexpofant  eji 
égal  au  produit  des  expofans  des  raiforts  compofantes^ 

D:éMONSTRATiON.  Soient  les  raifons a^b ;c^d;  Texpoiànt  de  la 
première  p  ;  6c  celui  de  la  fecotide  y  :  la  raifbn  comporée  fera  donc 
oc  y  ^</.  (  317  ).  Or  dans  la  première  raifon ,  nous  avons  ^s  &=  ^/^  (  239 
&  xj6  )  ;  &  dans  la  féconde  c=^dq  :  mettant  donc  ces  valeurs  de  a 
&  c  dans  la  raifon  compofée ,  nous  aurons  bpdq  ^  bd;ôc  par  confë- 
quent  divifant  le  premier  terme  par  le  dernier ,  Texpofant  fera  pq  , 
c'eft-à-dire  le  produit  des  expofans /^^  q^  des  raifons  compofantes. 

De  même,  fbient  les  trois  raifons  compofantes ^ , ^ ;  c^d;f^hs 
rexpofànt  de  la  première /^^  celui  de  la  féconde  y,  &  celui  de  la  tr%- 
fieme  m  :  la  raifbn  compofée  fera  donc  acfy  vdh.  Or  dans  la  pre- 
mière raifon  j'ai  a^^^bpj  dans  la  féconde  c=3  dq^  &  dans  la  troificme 
fr=  mh  :  mettant  donc  ces  valeurs  ait  a^c^f  ^  dans  la  compofée  ojcf^ 
hdh  ;  j'aurai  bpdqmh^  bdh  ;  &  divifant  lepremier  terme  par  le  fécond , 
l'expofant  fera  /^^/^ ,  lequel  efl  produit  des  trois  expofans  p  ^q  y  m^ 
&  ainfi  des  autres. 

3  2 1  •  Ce  théorème  eft  général ,  quand  même  il  fe  trouveroit  des 
raiions  compofantes  qui  auroient  leurs  antécédens  plus  grands  que 
leurs  conféquens  ,&  d'autres. leurs  conféquens  plus  grands  que  les 
antécédens.  Car  foien  t  les  raifons  compofantes  4,  i  ;  ii3  •'  l'expofaiit 
de  la  première  efl  4  ,  &  celui  de  la  féconde  eft  -j ,  &  la  raifon  com- 
pofée efl  4 , 3,  dont  l'expofant  f  efl  égal  au  produit  des  expofans  4 , 
j  às&  raifons  compofantes. 

3x2.  Th^orêmb.  il  Vexpofant  dune  raifon  compofée  de  deux 
raiforts  égales ,  efl  égal  au  quarré  de  fexpofmt  de  tune  des  compo^ 
fontes  :  celui  (tune  raifon  compofée  de  trois  raifons  égales^  efl  égal 
au  cube  de  texpofant  de  tune  des  compofantes:  celui  (tune  raifon  com-^ 
pofée  de  quatre  raifons  égales ,  efl  égal  à  la  quatrième  puiffance  de 
texpofant  de  tune  des  égales  ;  &  ainfi  de  fuite. 

Démonstration. F. Soient  les  deux  raifons  a,  b::  c,dy  Tex- 
pofant/^  de  la  première  fera  donc  le  même  que  l'expofant  dé  ta  fé- 
conde ;  ôc  par  conféquent  nous  aurons  ^ = ii^ ,  &  c  =  ^.  Or  la  rai- 
fon compofée  efl  ^,  bd;  mettant  donc  dans  la  compofée  les  valeurs 
de  tf  &  dç  c  ,  nous  aurons  bpdp  ^bd;  6c  divifant  le  premier  terme 
par  le  fécond  ^  l'expofant  pp  fera  le  quarré  de  l'expofant  p  de  la  pre- 
mière raifon  compofance  y  ou  de  la  féconde. 

IP.  Soient  de  même  les  trois  raifons  égales ,  a,  b::  Cyd^iif^ 
h  \  &  l'expofant  de  chacune  d'elles  p  :  nous  aurons  donc  a^=^bp  ^ 

^  Yij 
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Jf  ^  Se  f=^  hp.  Or  la  raîTon  composée  eft  acfy  bdh  -^  mettant  donc 
les  valeurs  dca^c  ^f,  nous  aurons  bpdphp  j  bah ,  &  divifant  le  pre^ 
mier  terme  par  le  fécond ,  rexpofant  ppp  fera  le  cube  de  l'expofant 
et  fa  pfcmicfc  raifon  compofante,  ou  de  la  féconde,  ou  de  la  ttoi- 
fîeme  ;  &  H  eft  aifé  de  prouver  la  même  cho(e  à  l'égard  dts  r^fons 
Compoiëes  cf  un  plos  grand  nombre  de  raifbns  égales. 

323.  Th^oràmb  m.  Les  quarrésfont  en  raifon  doublée  de  Ura^ 
fon  de  leurs  racines  i  les  subes  en  raifon  triplée^  les  quoiriemes  puijfan^ 
ces  en  raifon  quadrupUe  ^  $f  ainfi,  défaite. 

DBftrOHSTRATiorr.  P.  Soient  les  quarrés  aa^bb,  dont  les  racines. 
féÊlt  a^  b.  Je  prends  les  àtvoL  raifons  égaks  a^kiia^b^idz,  corn- 
pûfée  de  ces  deux  raifons  efl  la  raifon  doublée  aa^bb.  Or  les  termes 
et  cette  mifofr  doublée  font  les  quarrés  dfes  termes  a  y  b^  ic  Fune 
ou  de  l'autre  des  conmoÊintes  :  donc  les  quarrés  aa^  hh^  (ont  en  rai« . 
ion  doublée  de  la  raifon  de  leurs  racines. 

IP.  De  môme  foîent  les  cubes  a^fb^^  dont  les  racines  font  a  y  b. 
Te  prends  les  trois  raifons  égales  a^b^.;  a^b  ::  ayb^&c  h  compofôe  de  cesf 
trois  raifons  eft  a^  yh^^  laquelle  eft  triplée  de  la  première  ^  ou  de  la 
fecûtide ,  ou  de  Ja  troifiemc.  Osr  tf*,  b^ ,  font  les  cubes  des  termes  tf ,  ^, 
de  cbacîune  de  ces  raifons  ;  dont  les  cubes  font  en  raifon  triplée  de 
ia  raifon  de  leurs  racines ,  &  ainfi  des  autres. 

3x4.  Corollaire.  Il  fuit  de-Ik  que  les  racmes  quarrées  font  ètf 
raifon  foudoublée  de  celle  de  leurs  quarrés  y  que  les  racmes  cubiques 
font  en  raifon  foutriplée  de  celle  de  leurs  cubes,  ôcc. 

32;.  Thi^orêmb  IV.  Si  Fon  a  plufieurs  grandeurs  de  fuite  ,  la 
première  eflà  la  troifieme  en  raifon  compofee  de  la  raifon  de  la  pre^ 
miere  à  la  féconde  y&  de  celle  de  la  féconde  à  la  troifieme:  la  qua^, 
trieme  efi  en  raifon  comvofée  de  la  raifon  de  la  première  à  la  féconde^ 
ikceUede  la  féconde  a  la  troifieme  y  &  de  celle  de  la  troifieme  à  la 
quatrième ,  &  ainfi  de  fuite  r  c^eft-^à^dire  que  la  raifon  d!un  terme  à  un 
attire  ^  tfl  cempofie  de  tQuies  les  raifons  quife  trouvent  entre  deux. 

DÉMONSTRATION.!**.  Soîcnt  fesgrandcurs  aybyC^dy  e,&c;  telles 
^ue  Pon  voudra  :  foit  qu'elles  aillent  toujours  en  augmentant ,  ou 
toujours  en  diminuant,^  ou  tantôt  en  augmentant,  &  tantôt  en  di- 
inînuant.  Je  prends  les  deux  raifons  ayb;byCy&c  faifant  la  compo- 
fee, j'ai  aby  hc;  &c  divifant  Tun  Se  Pàutrc  terme  par  ^ ,  les  quotîem 
^,  Cy  font  en  même  raifon  que  ^,  ^r,  (33):  donc  a,  c:z  aby  bcy^  & 
par  conféquerit  la  première  grandeur  donnée  eft  \  la  troifieme  c ,  en 
raifon  compdfée  de  celle  des  deux  premières  i^,  ^,  &  de  celle  de  la 
féconde  ^  à  la  troifieme  c« 
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'  il^»  j€  prefldi  de  même  les  trob  raifbns  tfy^;.^^c;c,4tf;;&  leuit 
«ôfnpQ(lée  eft  ahcy  bcd:  or  fes  desr  termes  étamt  di?ij^  par  ^c ,  doiM 
dent  ^,  ^,  qui  font  e»  même  rsiibi»  qioe  ^^  y  ^e;//:  donc  Syd::  abc  f 
hJy  c'eft-à-dire  la  |iremtere  giandeur  domxée  is  eft  à  k  qusnMcms:/^ 
eiornàfott  composée  de»  tmxm  œœtmédàaitc^ , a^b ^^ b^c-yc ,éi y,Sc 
âifi&des^  autres^. 

326.  Corollaire.  Si  les  grandeurs  données  ^^  ^^  c^d^  e^  6cc^ 
Croient  en  progreifion  géométrique  afcendante^ou  defcendante  ^  ce 

(âroic  encore  là  même  chofe. 

--  •  • 

3x7.  Th^orêmb  V^JfaM  tonu pragreffion giomkrifm  afctmknm, 
^m  defcendante  y  le  vrcmier  terme  efi  au  ueifUme^  comme  le  quatre  da 
premier  au  quarre  aujècond:  le  premier  ejz  au  qua&ieme  ^  comme  U 
cube  du  premier  au  cube  du  fécond:  le  prermerejlàù  cinquième  j  comme 
ta  quatrième  puiffamc  da  premier^  a  la  quatrième  ptâffanee  da,  Je^ 
condi  &  ainfi  deftdte. 

DimoNdTRiATioH.Soît  la  progreffion  y.a^byC^  d^^e  ^  &ç.  Far  le 
tliédrême  précédent ,  le  premier  terme  a  eft  au  trôifiemé  c\  ehraifôf^ 
compofée  de \%  tzaîa^a^hy  &  db  Isiraifoii  b^  c,*Of:  €tst  deox^ raifon^ 
font  égales  ;  donc  le  premier  terme  a  eft  au  troifîeme  c,  eti  faifon 
doublée  de  la  raîfôn  ^ ,  b^  ou  delà  raison  b^Cf^^i^  Of  Ib  raîfon 
doublée  de  Tune  des  compofaRtes  eft  é^Ie  ^  la  ranondes  quarsés  dos 
ternies  de  l'une  des  conçoTaates  (32^):  donc  la  raifen  a^  c^.eft  la 
même  que  la  raifoa  des  quarrés  des  deux  premiers  termes  a^bj  de 
la  progreffion. 

De  même^  par  le  théorème  précédent,  fa  faifon  a  ,■  d'y  efl!  compofëe 
des  raiibns  a  I  ^  ;  b^c^  c^d:  or  ces  trois  raifons  font  égales  :  donc 
la  raifon  a^  </,  e(l  triplée  de  la  raifon  a  y  ^.Màis  les  cubes  de  la  raifon 
^yby  font  au  (Il  en  raifon  triplée  de  la  raHbn  a^bj  (33.3)  :  donc  le  pre-^ 
mier  terme  a  de  la  progreflion ,  efl  au  quatrième  terme  d;  comme 
le  cube  a"^  du  premier ,  eft  au  cube  b^  du  fécond 4  de  ainfi  des  autres. 

028.  TffébRftMS  VL  Une proff^ejffion  géométrique  afcendanie  ou 
^Ufcendanu  étant  donnée;  les  quarrés  de  fis  termes  j.  ou  les  cubes  ,  01^ 
tes  quatrièmes  ptàffances  ;  de  même  y  leurf  racines  quarrées  ^  ou  leurs 
racines  cubiques,  ou  leurs  racines  quatrièmes  y  &c  y  feront  encore  ett 
ffogrejjîon^ 

DiMOifSf  RATION;  Dans  toute progrdfîon  géométrique, ia raifon 
da  premier  terme  au  fecond  5  tSt  égale  kcelle  du  ftcond  au^troifiemey 
\l  celle  du  troifîeme  ao  quatrienle ,  &  anfi  de  fiike  r  doiic  les  raifon^ 
doublées,  ou  triplées  ^  ou  qvadruplécSy&Cjrôales  laîfoiis  ibudou-» 
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blécs ,  foutriplées ,  fouquadruplées ,  &c ,  de  toutes  ces  raifonç  font 
encore  égales.  Or  les  quarrés  de  ces  raifons  font  en  raifon  doublée , 
les  cubes  en  raifon  triplée ,  &c  ;  &  les  racines  quarrées  font  en  raifon 
fbudoublée ,  les  racines  cubiques  en  raifon  foutriplée  »  &c  :  donc  les 
quarrés  ou  les  cubes ,  &c,  ou  les  racines  quarrées  ou  cubiques ,  &c , 
(ont  entre  elles  en  même  raifon  ;  &  par  conféquent  elles  font  encore 
en  progreffion. 

329.  Th^orêmb  vil  Si  deux  quarrés  inégaux  ^  ou  deux  cubes  ,' 
ou  deux  quatrièmes  vuijfances  j  &c^  font  divifés  tun  part  autre;  U 
quotient  ejlun  nombre  quarréy  ou  un  cube^  &c. 

DEMONSTRATION.  Cccî  cft  unc  fuîtc  dcs  principes  précédens  ; 
mais  on  peut  le  démontrer  avec  plus  de  facilité  en  cette  forte.  Soient 

les  quarrés  aay  bb  :fi\t  divifè  l'un  par  l'autre  ,  le  quotient  eft  ^, 
lequel  eft  encore  un  quarré  ;  car  (à  racine  eft  j.  De  même  foient  Ic^ 
cubes  a'  ^  ^'  :  il  je  [divifè  l'un  par  l'autre ,  le  quotient  ^,  efl  encore  un 
cube  )  puifque  fa  racine  cubique  eft  |  ;  &  ainfi  des  autres. 

330.  Problème.  Trouver  entre  deux  nombres  donnés  ^  autant  de 
ptcyennes  proporùonnelles  géométriques  qiûon  voudra. 

SoLUTiON.KSoient  les  grandeurs  a 9  ^,  entre  lefquelles  on  de« 
mande  une  moyenne  proportionnelle  géométrique.  Je  la  nomme  x^ 
&  j'ai  iiajXjb  :  ot\q  quarré  de  la  première  eu  au  quarré  de  la  fé- 
conde y  comme  la  première  eft  a  la  troifieme  (3x7)  :  donc  aa^xXj 
a^b:  èc  faifant  le  produit  des  extrêmes  &  celui  des  moyens^  j*ai  aab 
es  axx  ;  &  divifant  par  a  de  part  &  d'autre  y  je  trouve  ab=xXy&, 

x=^^  ab:ct  qui  me  fait  voir  qu'il  faut  multiplier  a  par  b ,  &  tirer 
la  racine  quatrée  du  produit  pour  avoir  x  \  de  même  que  nous  l'avons 
trouvée  (x92). 

IP.  Soient  les  grandeurs  a^b^  entre  lefquelles  on  demande  deux 
moyennes  proportionnelles.  Je  nomme  la  première  :r ,  &  la  féconde 
y\&i]^dîi:  ayXyyyb.OrXt  cube  de  la  première  eft  au  cube  de  la 
féconde ,  comme  la  première  eft  à  la  quatrième  (327)  :  donc  a^ ,  x^ 
:  ;  tf ,  ^  ;  d'où  je  tire  a '^= ojc*  ;  &  divifant  tout  par  a ,  j'ai  a^b  ==  jc% 

&  tirant  la  racine  cubique  je  trouve  x=:i^a^b  :  ce  qui  me  fait  voir 
que  pour  trouver  la  première  des  deux  moyennes  proportionnelles , 
il  faut  faire  le  quarré  de  la  première  a ,  le  multiplier  par  la  quatrième 
by  &  tirer  la  racine  cubique  du  produit.  Après  quoi  comme  les  quatre 
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termes  font  en  progrefllon  ^  on  dira  :  la  première  a ,  eft  à  la  (econde 
X  qui  fera  une  grandeur  connue  ;  comme  cette  féconde  eft  à  la  trow 
fieme;  &  la  règle  de  trois  donnera  la  troifîeme. 

On  trouveroit  de  même  trois  moyennes  proportionnelles  ^quatre, 
cinq  y  &c ,  entre  deux  grandeurs  données. 

'^^i.  Remarque.  Il  n'arrive  pas  toujours  qu'on  puiHe  exprimer 
en  nombres  les  moyennes  proportionnelles  que  Von  cherche;  &  l'on 
verra  dans  le  chapitre  fuivant,  quels  font  les  cas  où  cela  ne  fe  peut  pas. 

332.  Théorème.  On  peia  toujours  trouver  une  moyenne propor* 
ûonnelle  exprimable  en  nombres  y  entre  deux  quarrés  parfaits  y  cUn^àr- 
dire  dont  on  peut  extraire  la  racine  ;  deux  entre  deux  cubes  varfcUts i 
trois  entre  deux  quatrièmes  puijfances  parfaius  «  &  ainfi  dejtdu.  \ 

DEMONSTRATION.  P.  Soicut  les  deux  quarrés  par&îts  aa^bb^  je 
les  multiplie  l'un  par  l'autre  ;  ce  qui  donne  aabb ,  dont  la  racine  qudr^ 
rée  ab  eft  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  quarrés  aa^bb; 
puifque  fon  quarré  eft  égal  au  produit  des  deux  quarrés  qui  font  (es 
extrêmes  (330).  Ainfi  j'ai  :  r  aa^ab ,  bb  :cc  qui  fait  voir  que  le  pro^^ 
doit  des  racines  de  deux  quarrés  ^  efi  moyen  proportionnel  entre  ces 
deux  quarrés. 

II*.  Pour  trouver  deux  moyennes  proportionnelles  entre  deux  cu- 
bes tf' ,  ^^  ;  je  multipKe  leurs  racines  tt^b^  chacune  par  le  quarré  aa^ 
ce  qui  donne  les  produits  a^  ^  a^b  ^  qui  font  en  même  raifon  que  les 
racines  a^  b^  (32).  Te  multiplie  les  mêmes  racines  a  ^b^  chacune  par 
le  quarré  de  la  féconde  :  ce  qui  donne  les  produits  abby  b^  y  qui  (ont 
auâi  en  même  raifon  ;  &  par  conféquent  Its  deux  raifons  a^  y<^b\&c 
abb y  b^  y  étant  égales  chacune  à  la  raifon  ayb  ;  font  égales  entre  elks^: 
donc  tf* ,  a^b  :  :  abby  bK 

Maintenant  pour  prouver  que  ces  quatre  grandeurs  font  y  noa-fcn^ 
lement  proportionnelles  ^  mais  encore  en^wrovortion]continue  ;  jt  muf- 
tîplie  la  première  a^  par  la  troifieme  abo  y  oc  le  produit  eft  a^bb  dont 
la  racine  quarrée  eft  a^b  :  par  conféquent  a^b  eft  moyenne  propor-^ 
tionnelle  entre  ab  &  aib.  De  même  je  multifrfie  le  fécond  terme 
4i^b  par  le  quatrième  ^'  y  &  le  produit  eft  à^b^  dont  la  racine  quarrée 
eft  ahb  :  par  conféquent  abb  eft  moyenne  proportionnelle  entre  a^t 
&  ^^  ;  &  les  quatre  termes  a^  y  a^b  ^  abby  b^  font  en  proportion  coc^*^ 

timc 

IIP.  Pour  trouver  trois  moyennes  vropordonnetles  entre  deux: 
quatrièmes  pui(&nces  a^y  b^-y  je  multiplie  leurs  racines  ^ j  ^>  p^  1er 
cube  de  la  première-:  &  les  produits  a^ya^by  font  encore  en  même 
xailbm  Je  multiplie  les  mêmes  racines  par  .m^;&  ksprodu^a^^^ 
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4i;(i;^.9iQQt€«imême<'«îyG(M)  euqore  par  o^i^^  &  le« 

pPHvIqks  aaiih^jd^^^  foM^en  m&me  r«yb»u  Eofio  }e  les jGouk^ie  piac 
^^ ,  &  les  produits  al> ^h^^  iontipn  raêi»er«ii(3iQ.  Doncj^ai  la  propor* 

vera  de  même  qu'encre  deviE  tcinquifinos  puÂilwoes  forfaite»  ^  îl  7  ^ 
^uacr»  l9O)F€QO^fr0pQitDiQnf)t€^     ^  4^p. 

.Si  Ton  ikitç  vp  i^i«fHnfi»4r  h-^  à  i«s{>w0àac€;s  ^  4i:  i^u'oo  »4g^Î£rC 
]fiSiH>ëfficïÎ6«s  Kvum^^qvesi  pa  «cr^nvera  <}ue  bs  termçyccunprb  emaie 
la  plus  haute  puiflânce  de  a  &  la  plus  haute  puiflance  de  A.  font  les 
moyemies  géométriques  doot  nous  venons  de  pàder. 

'.     fiMGlMS  PU  CINQ,  DE  SJSPT^  DE  JHEVFt  S-c^ 

333.IjQr(que  dans  une  qiseftioH  frropqfée  <}ui  contient  cinq f;mn« 
4eufô  cQonv^s  r09  9^  «herche  woe  fî^ove ,  4c  que  Içs  cinq  {»0iy«ient 
i^jcàluiceàapis^  de  ûçon -que  pw  un^  r^k  de  mvs  oo  s^ij^^ 
var  la  fîxieme;  les  Aothmécîciens  difenc  que  cette  réelle  eu  une  re^ 
de  cinq.  De  Aiême  ik  difent  que  la  regk  eft  une  règle  de  fept ,  lori^ 
qu'une .queftioa  contient  fept  termes  connus,  lefquelspeiirent  iè  ré- 
«duire  à  trois ,  par  le  moyen  defquels  on  trouve  le  huitième  terme 
cherché ,  ôc  ainfî  des  autres.  Or  les  pratiques  qu41s  enfeignent ,  foo^t 
£(Kidées  fur  to  principes  d«s  mibta^  compofées  >  conuoe  on  va  vQit 
dans  r^içeti\ple  ov  dans  k  problème  (wvdnc. 

ProblI&me.  Deux  hommes  en  trois  jours  ont  fut  7»^  totfes  étou^ 
vra^  :  quatre  hommes  en  ^  Jours  combien  en  feront-ils  ? 

S»ity  fjoK.  Foiir  ^ foudre  ostte  q^ftion^  les  vithraétideos  4j£bnic 
qu'il  faMt  iuuitipliw les  deux  premiers  termes  z  &  3  Tun  par  Tautqe^ 
ce  qui  fait  C  ;  multiplier  enfuite  le  quatrième  âc  le  cinquième  i'4ip 
par  r  jitttrjs  9  cç  qui  fmt  3^  ;  enfti  f^re  une  i^gle  de  o^  4ont  le  pre- 

jmÛ9r  «erioe  (cHt  le  p«G4uit -6  f  le  ^cond  1^  cciiès,^ 

4e  (roiJlieme  le  produit  349*  De  ier^  :q\w^  la  r^le*  4taiu  faite  >  le  qiia^ 
«rieme  tsrmc  144  fera  le  nonJwfe  de     ^  z    ^      r     . . 

^fe^,  quequwrfi  jkwïwesferoîent  en    ^-  ^4  •  •  3^-  "f^^/^  ^44 
neuf  fottiv«  •  3^^ 

I^prppQr«iQfi^  AJanl^  «tfithméti-^         14^ 
^os  eft  donc  S.  341;  |6, 144^  o»  Kem        7^  .  g ,   ^ 

en  alternant  ^.36  :;  24. 144  :  c'eft-k-        "oT^  ^      /\ZT* 

:<*re  que  le  pr^dwf  ^  d»  naa9feï:e  ;i        -  ^  î^^ 

•4*h«)nuB<»Wk^Wpgr|ienoipJ>iie3dç 

'  ji«NR»  joiirs^«ft  »9  pçodujt  3^  4«  «o9i|h«  h 

4'lM)flMn^4jnukipliépSM:iQ^  fi0Mn^to.i4)t9(fç^irw(¥s 

par 
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par  deux  hommes  en  3  jours  ^  font  à  144  coiies  que  feront  4  hommes 
en  9  jours. 

Or  pour  rendre  raifon  de  ceci ,  il  fuffit  de  faire  obferver  que  ïe 
nombre  X4  de  toifes,  doit  être  au  nombre  144  de  toifes;  non- feule- 
ment dans  la  raifon  du  nombre  x  d'hommes  au  nombre 4  d'hommes^ 
mais  encore  dans  la  raifon  du  nombre  3  de  jours  au  nombre  9  de 
jours  :  par  confêquent  X4  doit  être  à  144,  en  raifon  çompofée  des 
nombres  d'hommes  2 ,  4,  &  des  nombres  de  jours  3 ,  9.  Or  la  raifon 
çompofée  de  ces  deux  raifons, eft  xx3 ,  4x9 ,  ou  6,36  ;  &  les  termei 
de  cette  raifon,  font  les  produits  des  nombres  d'hommes  pai:  leurs 
jours  ;  donc ,  &c. 

On  (èra  encore  plus  convaincu  de  ceci ,  fi  l'on  fait  attention  que 
deux  hommes  en  trois  jours  font  autant  de  travail  que  2  fois  3  hom- 
mes ou  6  hommes  en  un  jour;  &  que  4  hommes  en  9  jours  font  au-* 
tant  de  travail  ^  que  4  fois  9  hommes  ou  36  hommes  en  un  jour;  & 
qu'ainfila  queftion  propofée  ell  la  même  que  fi  on  difoit  :  6  hommes 
ont  fait  24  toifës,  combien  36  hommes  en  feront-ils  ?  Ce  qui  eft  une 
règle  de  trois  ordinaire. 

On  juge  aifément  par-là,  de  quelle  façon  on  peut  réduire  à  trois 
termes,  les  queftions  de  7 ,  de  9,  de  11 ,  &c  :  c'eft  pourquoi  je  ne 
m'y  arrêterai  pas. 

CHAPITRE     X. 

DES     INCOMMENSURABLES. 

334.  ^I  le  rappprt  de  deux  grandeurs  peut  s'exprimer  en  nombres  | 
ces  deux  grandeurs  font  dites  comme njurab les  entre  elles;  parce  qu'on 
pourra  trouver  un  nombre  qui  les  mefurera.  Le  rapport  de  4  à  2  eft 
z  ;  CQS  deux  grandeurs  font  donc  commenfurables  :  car  2  fe  mefure 
lui-même,  &  il  mefure  auffi  4;  puifqu'il  y  eft  contenu  deux  fois.  De 
même  le  rapport  de  5  à  3  eft  commenfurable  :  car  l'unité  les  mefure 
tous  les  deux,  étant  contenue  cinq  fois  dans  «5 ,  &  trois  fois  dans  3 ,  &c. 
.  33^.  Si  le  rapport  de  deux  grandeurs  ne  peut  pas  s'exprimer  en 
nombres  :  ces  deux  grandeurs  font  dites  incommenfurables  entre  elles z^ 
oînfi  2  &  V3  foot  incommenfurables  ;  parce  qu'on  ne  ikuroit  exptH 
mer  ce  que  x  eft  à  V  3,  &c. 

336.  Si  deux  grandeurs  incommenfurables  entre  elles  deviennent 
commenfurables  en  \ts  élevant  au  quatre ,  on  dit  que  ces  deyx  gran- 
deurs/c^/zr  incommenfurables  entre  elles,. &  commenfurables  en  puif^ 
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jfiwç^.  Pair  exemple,  »  &  v^3  fow;  çommçnfuwl[>lç$  çn  puiflWiçei 

parce  que  leurs  quarrés  font  entre  eux  conune  deux  nom]bre&  :  &  ft 
€çs  gf»[)dettr&  ne  font  comménfural^ks  ^uç  Jppfqu  oh  Je«  ékvq  au 
cube.  »  on  dit  qu'elles  font  incommenfurables  encre  elles»  ^  en  p«if-r 
i^ce ,  &  commeinfurables  en  troiiieroe  puilTafiçe ,  &9. 

337,  Théorème  I.  Si  rexpojant  d'une  raifon  doublée  n^efipas  un 
huOfire  ^oufi  celui  d^iine  mifon  triplée  r^eflpM  un  cube  ;  les  termes  des 
raifons  Jimples  dont  ces  ràifons  Jont  doublées  ou  triplées  y  feront  in-- 
commenfurables  entre  eux  i  maisjiTexpoJant  ^Une  raifon  efi  un  norn^ 
hre  quarréy  ou  un  nombre  cubcy&c;  les  termes  de  ta  raifon  feront 
entre  eux  comme  deux  quarrés  ^  ou  comme  deux  cubes ^ 

DiiMQNSTS ATXOM.  X«  premier  ça»  fa  f«çi]e  y  apr^  c[ç  q^  4  ktà  die 
ct*dev«utt  \  &  pottT  k  fecond  y  foie  k  va^^  %»^%  dont;  V^xpoT^m;^» 
eft  vm  qomhre  quarré;  C^  l'on  v<m^  qi»?  z  q:^  k  qu9rt  (k  %  :  akifi  ^r 
S  :  M  »  4.  MiHi  I  &  4  foof  d^  nombre  quarrés  :  done  ks  cormes  %- 
4e  8  foni!  «ntrc  ^ux  comme  des.  nMnbreis  quarrés. 

De  même  foit  la  laifcn-  id,  54,  dontlVxpoftntff,kqiï€lréT- 
^c  aux  noÎBdres  tsermos  eft  /i^ ,  eA  liQ  ooir^re  cybe  ;  puirque  U  ne*- 
ei»e.  çiibique  dç  8.  eâ  2 ,  â:  celle  de«  27  eA  j^*  Qr  l'oa  voie  que  i  é ,  5  4t 
:  :  8 ,  zy;  &  par  confcquenc  16  &  ^4^onc  entre  eux  comme  d^  nom?* 
lures  cubes  ,  &  ainfi  des  autres. 

338.  THiéoRÊMB.  IL  Dans  toute  progrej/îon  géométrique  afcen^ 
dante  ou  defcendantet  f,  le  premier  terme  eft  commenfurable  aufecon^^. 

fi  Cexpofant  de  la  raifon  du  premier  au  troi(îeme  efi  un  quarré  ;  ou  fi 
celui  de  la  raifon  du  premier  auquatrieme  efi  un  nombre  cube;  ou  fi 
celui  du  premier  au  cinquième  efi  la  quatrième  puifiançe  d'un  nom^ 
ire  ,  ùc. 


u  1°.  Sq«  îft  pcQportîèn  geomécriquc  ;  :.  4>  b^  c^, 
^9^9/9 &€•  La «aiion  du  premkc  eerme a  au  troifieme  c,  eft  com^? 
pofée  de  la  raîTon  «>  ^>^  de  k  raifon  byC^  (3  2.5  )  :  or  ces  deux  com^ 
posantes  foat  égaJes  ;,puifqu'il  y  a  ppogreffian  :  donc  la  raifon  du  pi-e-^ 
mier.  au  treâfîemè  >  efl:  doi^l4e  de  la  raifon  ^,  ^,  (31 8)  ;  &  par  coo-t 
lëquent  fon  expose  eft  k  quarré  de  l'expo&ot  de  la  raîfôn  a^.b.  Mais 
on  iUppofe  que  cet  expoÊmc.eftr  un  nanpàre  quatre  :  donc  on  pourrai 
tirer  £1  rairioe pouf  avoir i'^ai^pefant  de  la.compûfante  Cyb^&c  cav^ 
noîtrc  par-là  le  rapport  du  premier  terme  a  zfx  (ècood  terme  b. 

IP.  De  mtsm  k  raifon  du  premier  terme  a  au  quatrième  d^oSk 
eompofée  des  trois  raifons  égales  a  >  ^;  byC  ;  c^  dy  &c  par  conféqucat 
elle  eft  triplée  dp  la  raifon  ^^y  b.  Or  Texpo/ant  d*une  raifon  triplée  eft 
le  cube  de  l'expofant  de  Tune  des  compofantes  :  dont  ticant  la  raciae 
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cubique  de  l'exf  ofanc  de  la  raifon  a  ^  d^  lequel  eft  un  nombre  f  u^ 
{lar  la  (uppofici^ti ;  cette  racine  fera  Texpofant  de  )â  raifoii  ^ ) ^i  ^ 
jfem  voir  la  ratfoA  du-preinlier  au  fecoad  ^  &  atilfi  des  «ud-e& 

339.  ÏH^ORéMB  lïî.  l^ans  toute pràgreJ[)îoh  gcd&ietnàtit  k  pH^ 
mier  terme  &  lejecondfont  incommenfu!tahle$  entré  eux  &  tbfnht'n^ 
Jurailes  en  pmjjance  ;  (i  V exposant  de  la  raifort  du  prelhitr  au  ttcfi^ 
jieme  n*efi  pas  un  nombre  quarré  ■:  &  ils  font  incommenfurdblei  èhhi 
eux  &  en  puiffance  ^Jî  Pexpofant  du  premier  au  trùifitme  fCtfipàs  un 
nombre  quon  puijje  exprimer. 

DéiAOtrstRATtoK.  p.  Soit  la  progreffion  ::  à^i^c^d^  e^  &€• 
L'expofànt  du  premier  terme  a  au  troiusme  c ,  n'étant  pas  un  noiîH 
bre  quâîté  ^  par  la  fuppoHtion  ;  on  ne  pourra  en  exttairè  la  racine  | 
or  réxpofant  du  premier  terme  au  (econd  eft  égal  à  cette  racine  ; 
donc  pui(que  cet  exposant  ne  poui'ra  pas  s'exprimer  en  nombre^;  les 
termes  a,,^^  feront  inconktnenfurâble».  Mais  les  quarrés  de  ces  term- 
ines feront  commenfurables  :  car  ces  quarré$  étant  ^i  raifon  doublée 
de  la  raifon  a^h^  ferotit  en  même  raifon  queks  ternres  ayC^  qUi  font 
aufH  en  raifon  doublée  de  la  raifon  a^b:  donc  l'expo^t  de  tes  quar* 
rés  fera  le. même  que  Texpofant  des  tetmes  à ,  c ,  &  comflte  6h  fup* 
pok  que  cet  expofatït  eâ  un  fiohibre ,  on  poufrà  do&c  coimoîtf€  1& 
raifon  des  quarrés. 

IP.  (^lie  fi  on  fuppofe  que  Femofant  de  k  jhatfon  a^c^  nepuifîe 
pas  ^'exprimer  en  nombres  ^  alors  la  raifon  des  quarrés  de  la  railon  Oj 
p  y  M  pourra  s'exprimer  non  plus  :  puifque  leUr  e^pfant  étant  1« 
inêftie  que  celui  de  la  Raifon  a,  c,  ne  pourra  pab  nous  faire  connoitrfif 
hxïfé  rapports.  Aitifi  les  deux  premiers  termes  a^b^  feront  incom^ 
aienfurables  entre  eux  &  en  puiflance. 

340.  THiébRâMB  IV,  Dans  touu  progrejjion  géométrique  ^  kpre^, 
mier  tenue  &  le  fécond  feront  incommenfurahles  entre  éUx  ^  &  com^ 


mier  au  quatrieïni  eji  une  quantité  qu  on  ne  peut  exprimer. 

D^ltot^iTîtAtiôly.  Ja  ràlfbn  ««ptttttîër  au  àdâtriemé,  eft.tfîplée 
de  là  raifclù  dû  pfértiier  au  feêbttd  ;  &  pàf  td«é^uéAî  fôn  é«pbfaHI 
fifl  fe  cube  àt  rexpbfàht  du  préiftie?  iU  feêônd  :  4oftfe  ^tiifqu'éri  fup^ 
ppfe  que  cet  expofant  n'efl  pas  un  cube  4ont  on  ptiiffë  t^trikt  19 
riclAe ,  oA  riis  poutïS  n6H  phis  trouver  Kekpdfant  ées  deux  premiers 
tôrHiâiii  M^â  ki)  cttteà  deçfis  teffttw  fetvï»t  €ammenfumbk&:  pmfcpm 

Zij 
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ces  cubes  étant  en  raifon  triplée  de  leurs  racines ,  feront  entre  eux 
comme  le  premier  &  le  quatrième  terme  qui  font  commenfurables; 
à  caufe  que  leur  expofant  eft  un  nombre.  Que  (î  cet  expolant  n'étoic 
pas  un  nombre ,  il  eft  clair  que  celui  des  cubes  des  deux  premiers 
germes  ne  le  feroit  pas  non  plus;  &c  que  par  confëquent  les  deux  pre- 
miers termes  féroient  incommenfurables  entre  eux  &c  en  troifieme 
puifTance. 

.  On  trouvera  par  un  femblable  raifonnement ,  que  fi  Texpofant  da 
premier  terme  au  cinquième  ^  e(l  un  nombre  qui  ne  foit  pas  une  qùa* 
trieme  puiflknce  ;  le  premier  &  le  fécond  terme  font  incommenfu^ 
râbles  entre  eux,  &^com'menfurables  en  quatrième  puiilànce  :  &  que 
fi  cet  expofant  n'efl  pas  un  nombre^  le  premier  &  le  quatrième  font 
Hicommenfurables  en  quatrième  puifTance  ;  &  ainfi  des  autres. 

341 .  REMAR<iUB.Et  il  faut  obfèrver  que  fi  Texpofànt  du  premier  au 
quatrième ,  n'eftpas  un  nombre  cube  ;  non-feulement  le  fécond  terme 
cft  un  radical ,  mais  encore  le  troifieme.  Soit  par  exemple  le  premier 
Ôc  le  quatrième  terme  i.  6.  Je  nomme  les  deux  moyens  :c.  y  ;  &  j'ai 
:  :  I.  X. y.  6,  &  par  conféquent  i.  x^  :  :  i.  G.  (330  )  :  d'où  je  tire 

x^=^Gy  &  :ir=V  6  :  ainfi  le  fécond  terme  eft  V^  ^.  Or  fi  je  veux  trou- 
ver le  trpifieme ,  je  dis  :  i.  V^  :  :  V6.  \/3^  ;  &  ce  troifieme  eft  la 

grandeur  incommenfurable  y  3^. 

34x.De  même  fi  Texpofantdu  premier  au  cinquième ,  n'eft  pas  un 
nombre  qui  foit  une  quatrième  puiflànce;  les  trois  termes  qui  font  , 
entre  le  premier  &  le  cinquième,  font  des  grandeurs  radicales.  Car 
ibient  le  premier  &  le  cinquième  terme  a  ,  8.  Je  nomme  les  trois 
moyens  Xyj  ^^i^  j'ai  :  :  2.  jf.  y.  7. 8  ;  &  par  confëquent  iG.x^x  :  1» 

8.  (  330  )  :  d'où  je  tire  x*^  =  •    ^    ,  &  j;= y  64  ;  ainfi  lé  fécond  ter- 

♦/  .44 

me  eft  y  ^.  Or  pour  trouver  le  troifieme ,  je  fais  2.  \/64  :  :  \/^4' 

■  Y'  ^  J  ^  ^^  troifieme  terme  eft  ^^^^  ^ :  &  pour  trouver  le  qua- 
trième terme ,  je  fais  2.  \/  64  :  :5:ÉliLÉ4^  Wa^^  .  ^  ^^  quatrième 

terme  eft  incommenfurable  de  même  que  les  précédens. 
;    On  prouveroît  de  la  même  façon ,  que  fi  Texpofant  du  premier 
au  fixieme  terme ,  n'eft  pas  un  nombre  qui  foit  une  cinquième  puiC- 
fance  ;  les  termes  compris  entre  le  premier  &  le  fixieme  feront  in- 
commenfurables. 

.  143.  Corollaire.  Il  fuît  de  tout. ce  que  nous  venons  de  dire  , 
qu  on  ne  peut  trouver  unt  moyenne  proportionnelle  exprimable  en 
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nombres  entre  <ieux  grandeurs  ,  que  lorfque  Texpcfant  de  ces  gran- 
deurs eft  un  quatre  :  qu'on  ne  peut  trouver  deux  moyennes  provor^ 
donnelles  entre  ces  mêmes  grandeurs  y  que  lorfque  l'expofant  eli  un 
cube  :  qu'on  n'en  peut  trouver  trois  que  lorfque  l'expofant  eft  une 
quatrième  puiflance ,  &c. 

Cependant  toutes  ces  moyennes  proportionnelles  que  nous  ne  fau- 
rions  exprimer  en  nombres  j  s* expriment  aifément  en  lignes  ^  par  les 
règles  de  la  géométrie  ;  comme  on  verra  dans  la  fuite. 

•  _  *  _^ . . 

'     '  ,  L 

CHAPITRE        XI. 

DES    LOGARITHMES, 

344.  S I  l'on  prend  une  progreflîon  géométrique  infinie  en  montant 
&  en  defcendant ^,  &c >  Tir  Ti*  "J-  T*  "r*  i-  ^.  4.  8. 1 6.  32  ,  &c  x^  ; 
&  que  foûsf  les  termes  i.  a.  4 ,  &c,  qui  vont  en  montant,  on  mette 
les  termes  pofîtifs  o,  i.  2.  3,  &c ,  aune  progreflîon  arithmétique 
afcendante;  &  que  fous  les  termes  7. 7,  ^,  &c ,  de  la  progreflîon  géo- 
métrique on  mette  les  termes  négatife  — - 1 ,  —  2 ,  —  3  ,  &c ,  de  la 
progrefSon  arithmétique  ;  chaque  terme  de  la  progreflîon  arithmé- 
tique fe  nommera  le  logarithme  du  terme  de  la  progreflîon  géomér 
trique  fous  lequel  il  fe  trouvera  écrit.  Or  les  deux  progreflions  fe- 
ront les  fuivan tes  :  • . . 

'xZ^  &C-  TI-      Tft*      ï"»      T'      T*    ^-  2,.  4-0-  lo.  32»)  &C.  2 

—  ^,  &c.— 5. — 4. — 3. — X. 1.   O.  I.  2.  3.  4-     ^  ,  &c.     ^. 

34 J.  J'ai  fait  obferver  (316),  que  la  fuite  infinie  des  puiffimces 
négatives  &  pofitives  d'une  grandeur  a  qui  font  a"""^  ,  &c ,  a"""^. 
a  ^  a  ^.  (T^^.  a  *.  a  '.  a^.  a\  a^.  a\  a+,  &c ,  a^  ,  font  en  pro- 
greflîon géométrique.  Aînfi  faifant  a=^i ,  cette  fuite  de  puîflances 
littérales  fera  la  même  que  la  progreflîon  géométrique  ci-defliis.  Car 
a?  eft  égal  à  i(j^9);&les  puiflances  négatives  a~^ ,  a~^y  a~^ , 

&c ,  font  les  mêmes  que  celles-ci  -^  >  "^  >  -p  i  &  les  expofans  des 

puiflances  littérales  feront. les  mêmes  que  les  termes  de  la  progreC- 
•  (îon  arithmétique  que  nous  avons  mis  fous  ceux  de  la  progreifion 
géométrique. 

3 4^.  Corollaire.  Il  fliitdelkque  les  logarithmes  de  la progrejfîon 
géométrique  auront  les  mêmes  propriétés  que  les  expofans  despmjfan* 
ces  de  a.  Ainfi , 

P.   Si  je  ^^Mx.  multiplier  l^  terme  2  de  la  progreflîon  géo- 
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ttiéttique  par  k  terme  S  }  je  n'àî  qu'à  ajouter  enTembie  les  la*- 
^arkhtnes  t^  |/de  Ceâ  deux  jtërmesj  &  la  fomme  4  fera  le  log.» 
Hehme  du  produit  cherché  (154)  :  or  le  terme  de  la  pfo^refikpa 
]géométrique  écâk  au-delTus  4u  logafkhine  4^  eft  1$  :  donc  t(^  eft 
le  produit  de  x  par  8. 

*  II"".  Pouf  éii'vijér  le  tèffâe  ïÇ  de  la  progreffion  géométrique  par 
le  t^ihe  2.  \  je  prends  les  logarithmes  4^  t  ^  de  ces  terBtesi^  &  retrafti 
chant  le  fécond  du  premier  y  le  réAe  3  eft  le  logadchme  du  quotieitt 
cherché  (  i$$)  :  ainfi  le  terme  8  écrit  fur  Je  loj^aiithme  3,  ejl  Iç 
quotient  de  i  é^  divifé  par  z. 

IIP.  Pour:  élever  le  terme  ?,  4e  là  progrelfiofl  géométrique  k  fa 
quatrième  puiflknoe  ;  je  multiplie  le  logarithme  i  du  terme  i ,  par 
l'expofant  4  de  la  quatrième  puifTaftce  de  1  (ï^6  )  :  ainfi  le  terme 
j  6 .  écrit  au  *-  d^fTus  $iu  lo|[anthme  4  ^  eft  la  quatrienie  pilîflancç 
cherchée. 

IV°.  Pour  extraire  la  racine  cuhiaue  de  S  ;  fe  prends  ifôti  loga- 
rithme 3  ;  5c  le  divifànt  par  l'expomnt  3  de  la  racine  cubique ,  le 
quotient  i  eft  le  logarithme  de  la  racine  cubique  de  8  (  i  <7  ).  Par 
fconféquent  le  terme  écrit  au-delTus  de  ce  logarithme ,  eft  là  racine 
^cherchée. 

D'oùi^on  voit  qâe  ce  qu'il  faudroit  faire  par  la  multiplicatioti  & 
ja  divifion,  en  opérant  fur  les  termes  de  la  progrelfîon  géométrique, 
on  le  fait  par  l'addition  &  la  fouftraâion  \  &  que  ce  qu'il  faudroit 
faire  par  l'élévation  des  p^iflgnces  ou  Fextràâion  des  racines  y  (yx 
le  fait  par  la  multiplication  &  la  diyifion.  Or  tonime  l'addition  & 
Ja  fouftraftion  font  moins  difficiles  que  la  multiplication  èc  la  dîvi-^ 
(ion  ;  &  que  la  multiplication  &  la  diyifion  font  moins  difficiles  que 
Télévation  des  puiflances  &  l'extraâion  des  racines;  il  eft  vifible 
que  les  logarithmes  épargnent  bien  du  travail ,  furtout  lorfqu'il  s'a- 
git de  grands  calculs ,  &  de  Textraâion  des  racines  iecondes  ^  troi- 
uemes ,  quatrièmes  ^  écc. 

347.  II  faut  bien  obferver  que  les  logarithme^  dés  fraâions  -f ,  \^ 
^,  font  les  ttiêrttes  que  les  logarithmes  œ  leurs  dénominateurs  i^^  ^^ 
8  9  &c  ;  à  l'exception  qu'ils  font  négatifs» 

^48.  REMAitqtrfi.  Comme  il  (è*  trouve  entre  les  ternes  d'une  pnd* 
greffion  géométrique  beaucoup  de  nombres  qui  ne  font  point  en  pn>- 
greflîoa ,  &  qui  par  conféquent  n'ont  point  de  logarithmes;  l'utilité 
que  r  oh  tite  des  logarithmes  fe  trouveroit  bornée,  mais  on  y  a  pcrtirvu 
en  cherchant  les  logarithiftes  des  nombres  naturels  i.  2.1  ^.  4,  &tî, 
çn  cette  forte  : 

I*.  On  a  pfis  la  progreffiotl  géorttétrfqtte  décidait  :  :  i ,  to^  ipo, 
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1000 ,  looQo,  &c.  Ec  comme  pour  trouver  les  logarithmes  des  nom-* 
très  entre  i  &  lo,  il  a  fallu  extraire  des  racines ,  ainfi  que  nous  al- 
lons dire ,  ce  qui  n^auroit  pas  manqué  de  donner  des  reftes  après  Tç^ç- 
Graâion  \  oh  a  augraemé  toù^  le«  termes  de  lear  pxQgreiSoo  ^  &  kurs 
logarithraes  duffi,  de  plufieurs  zéros,  comtoe  par  exemple  de  7  ;  & 
la  progrcffion  eft  devenue  par  conféquenc  i  •  oeooooo ,  \ o-  cqooooo  , 
&c  ;  &  leurs  logarithmes  o.oqooooo^  l'ooooooo^  2..0000Q0O9  &c  ;, 
en  mettant  un  point  devant  ces  zéros ,  pour  .diAioguer  le$  loganth-^ 
mes  d'avec  les  zéros  ajoutés  :  &  Ton  a  nommé  caraclénjiique ,  le. 
Caraâere  qui  fb  trouve  devant  ce  point.  Ainfi  dans  le  logariduM^ 
1.0000000,  le  caraâere  i  fe  ngmme  le  canSérifii^Cf  &cç. 

II''.  Après  cette  préparation,  00  a  cherché  le  logarithme  de  9,  ouf 
de  9.000000a,  en  prenant  une  moyenne  proportiorintllt  géaméirique 
entre  les  deux  termes  i  &  jo  de  laprogrei&on  géométrique  aug-^ 
mentes  de  leurs  zéros  ;  âc  en  même  cems  on  a  pris  une  moyenne 
mthmédque  entre  leurs  logarithmes  auffi  augmiencés  de  leurs  zéros  y 
âc  cette  mt^nne  arithmétique  a  été  le  logarithme  de  k  moyeim^r 
géométrique.  Mais  comme  la  moyenne  gâ^métrique  s'efl:  trouvée 
moindre  que  9  pu  9.00QO000  ;  on  a  cbercki  une  autre  moyeru^ 
géométrique  entre  elle  &  le  terme  10  ou  10.0000000  ^  &  en  mèm» 
tems  une  moyenne  arithmétique  eOQ'e  le  l<%arichnie  de  la  premier& 
moyenne  géométrique  ^  &  le  logarithme  de  10,  ou  lo.ooooooo  :  ^ 
comme  cette  feconae  oiojrcmic  géométrique  s'eft  trouvée  encore  au^ 
defTous  de  9 ,  ou  ç^opooôoo;  on  a  cherché  une  autre  moyenne  géo^ 
métrique  entre  e^k  &.le  nombre  10^  &  une  autre  moyenne  arith-^. 
métique  entre  ion  logarithme  &:  celui  ^e  10  :  &  lorfqu'en  conti-*; 
suant  de  la  même  façon  on  a  trouvé  une  moyenne  géométrique 
entre  9  &  iQ,  on  en  a  pris  une  autre  entre  celle-ci  &  celle  qui  t^  plus^ 
proche  de  9 ,  )ufqu!à  de  quW  ait  trouvé  une  moyenne  géométrique 
égale  à  9,  &  fon  logarithme. 

III*.  Le  logarithme  de  9  étant  trouvé,  celui  de  fa  radne  y  s*eft 
trouvé  aîlément ,  de  même  que  celui  des  {miflknces  de  3 ,  par  Its^ 
oegles  djonn^ées  cuàt&is.  Mais  il  a  fallu;  chercher  de  la  mêixie^  façonb 
les  logarithmes  des  autres  ncHnbrcs.  eitfre  r  &  10  ^  &  ceux  desfiom^j 
bres;entre  IQ^^  &  ibo,  &c:  ce  qui  certainement  a  été  tm  tmvail  très- 
pénîbte  dont  on  doit  avoir  bien  des  oUigadoos  à  Tégard  de  ceux  quî> 
€>nt  eu  le  courage  dé  Fentrepreodre^  . 

'IV*.  Tous  les' logarithmes  des  nombres  i.  '%.  3*.  4*  5 ,  &c,  étant 
trouvés  ;  on  a  range  ce»  nombres  en  colonnes  les  uns  fous  les  autres  ^ 
&  leurs  logarithmes  à  côté  ;  &  c^efl:  ce  qu^on  appelle  la  table  des  lo-^ 
garithmes,  laquelle  s'étend  depuis  Je  logarithme  de  i  jufqu'à  ce- 
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lui  de  loooo  dans  les  cables  de  M.  Ozanam  qui  ionc  les  plus  com* 
modes  ;  &  par-là  il  eft  aifé  de  connoitre  les  logarithmes  des  frac- 
tions T,  T>  T  ^  &c^  jufqu'à  T 


OO  DO* 


Mais  comme  il  y  a  des  nombres  au-delà  de  loooo,  &  qu'outre 
cela  il  y  a  des  nombres  entiers  entre  i  &  loooo  qui  font  compofës 
d'entiers  &  de  fraâions,  &  dont  les  logarithmes  ne  font  pas  dans 
les  tables;  la  queftion  eft  de  trouver  leurs  logarithmes  y  de  même  que 
ceux  des  frayions  dont  le  numérateur  eft  plus  grand  que  l'unité  :  Se 
c'ed  ce  que  nous  allons  voir  dans  les  problêmes  fuivans  j  où  nous 
enfëignerons  aufli  à  trouver  à  quel  nombre  appartient  un  logarithme 
qui  ne  fe  trouve  point  dans  les  tables. 

349.  Problême  L  Trouver  le  logaritltme  du  nombre  c)^jj%<^G. 

-  Solution.  Ce  nombre  étant  plus  grand  que  lOOoo ,  j'en  retran- 
che quelques  carafteres  à  droite  ,  jufqu'à  ce  que  les  reftans  fe  trou- 
vent dans  les  tables.  Le  moins  qu'on  peut  en  retrancher  eft  le  mieux; 
parce  que  les  caraâeres  reftans  fe  trouvent  plus  près  de  la  fin  des 
tables  :  ce  qui  fait  que  la  méthode  dont  nous  allons  nous  fervir , 
devient  de  la  dernière  exa6titude;  quoiqu'elle  ne  foie  pas  abfolument 
géométrique- 

J'en  retranche  donc  les  trois  derniers  ;  &  les  reftans  font  9477 
qui  fe  trouvent  dans  les  tables.  Mais  comme  en  retranchant  856, 
le  refte  eft  9477000;  c'eft-à-dire  9477  multiplié  par  looo;  je  prends 
dans  la  table,  le  logarithme  3.9706700  de  9477 >  &  ]y  ajoute  lé 
logarithme  3.0000000  de  1000  :  &  la  (omme  é^.9766709  eft  le  lo- 
garithme du  nombre  9477000 ,  (  346  ).  Or  le  nombre  propofé 
94778156  eft  plus  grand  que  9477000,  éc  moindre  que  9478000  : 
car  il  ne  furpàffe  9477000  que  de  8^6  ;  au  lieu  que  9470000  le 
furpaffe  de  1000.  Ccft  pourquoi  je  prends  dans  la  table,  le  loga- 
rithme 3.9767167  du  nombre  9478  ;  &  lui  ajoutant  le  logaritlune 
3.0000000  de  1000,  la  fomme  6.9767167  eft  le  logarithme  de 
9478000.  Ainfi  les  logarithmes  des  nombres  9477000  ,  &  9478000 , 
dont  la  différence  eft  1000  font  6.9766709 ,  &  6.9767167  ;  &  la 
différence  de  ces  deux  logarithmes  eft  4^0.      * 

Je  dis  donc  :  fi  la  différence  1090  des  nombres  947700Q  & 
9478000  donne  4^8  pour  la  différence  de  Jeurs  logarithmes  ;  la  dif- 
férence 8  5  6  des  nombres  9477000  &  9477856  que  donnera-t'elle 
pour  la  différence  de  leur  logarithme  ?  &  faifant  la  règle  de  trois , 
je  trouve  1000.  458  ;  :  856.  392,  Ainfi  la  différence  cherchée  eft 
^9x  avec  un  refte  que  je  néglige  :  parce  que  les  logarithmes  étanc 
rorr  grands ,  leur  dernier  caraoere  à  droite  peut  être  plus  grand  ou 

moindre 
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moindre  fans  altérer  aucunement  leur  valeur.  Bien  plus  on  pourroic 
têcrancher  de  tous  les  logarithmes  deux  caraâeres  k  droite ,  fans 
craindre  qu'il  y  eût  de  Terreur  :  ce  que  Ton  concevra  ailément  fi  Ton 
fe  rappelle  que  chaque  logarithme  ayant  été  augmenté  de  fept  zéros, 
on  a  fait  la  même  dio(e  que  (î  on  avoit  réduit  tous  les  logarithmes 
en  fraâions  dont  le  dénominateur  fut  icoooooo;  &  que  par  confé- 
quent  il  eft  clair  que  les  deux  derniers  caraâeresà  droite  d'un  logar 
rithme  étant  extrêmement  petits ,  eu  égard  à  ce  dénonîinateur,  peu- 
vent être  négligés.  • 

Ayant  donc  trouvé  que  la  diiFérence  des  logarithmes  des  nombres 
5477000  &  94778^0  eft  392*,  j  ajoute  39x  au  logarithme  de 
9477000;  &  la  fomme  6.97671  ci  eft  le  logarithme  du  nombre 
propofé  94778^6.  • 

350.  FaoBLÊMB  II.  Trouver  U  logarithme  de  lafraSion  f. 

Solution.  La  fraftion  f  eft  la  même  chofe  que  le  nombre  z  dî- 
vifé  par  3.  G*eft  pourquoi  je  prends  le  logarithme  0.3010300  du 
nombre  x ,  &  le  logarithme  0.4771 21 2  du  nombre  3.  Je  retranche 
ce  dernier  du  premier,  &  le  reftc  — 0.1760912  eft  le  logarithme 
de  7  (  346  )  ;  &  ce  logarithme  eft  négatif  :  car  fi  d'une  grandeur  on 
retranche  une  autre  candeur  plus  grande  qu'elle,  le  refte  eft  négatif. 
Ces  fortes  de  fouftraâions  fe  font  en  retranchant  la  moindre  quan- 
tité de  la  plus  grande ,  &  écrivant  le  irefte  av^c  le  figne  — .  ^ 

351,  Problème.  IIL  Trouver  le  logarithme  du  nombre  7  \, 

Solution.  Je  réduis  7  t  en  fraftion  :  ce  qui  fait  -/.  Or  cette  frac- 
tion eft  la  même  chofe  que  le  nombre  1 5  divifé  par  2  :  c'eft  pour- 
quoi je  prends  le  logarithme  111760913  du  nombre  15  ,  &  le  logar 
rithme  0.3010306  du  nombre  2;  &  retranchant  celui-ci  du  premier,, 
le  refte  0.875061 2  eft  le  logaritiitMe  de  la  fraâion  -4-  (  346.  ) 

Si  après  avoir  réduit  l'entier  &  Irnâion  en  fradion ,  on  trouvoît 
que  le  numérateur  fût  plus  grand  que  10000  ;  on  chercheroit  le  lo- 
garithme de  ce  numérateur ,  comme  il  a  été  enfcigné  ci-deffus  (  349  )  J 
&  retranchant  de  ce  lôgâridime  le  logarithme  du  numérateur,  le 
refte  feroit  le  logarithme  du  nombre  propofë. 

3*5  2.  Problème  IV^  Trouver  à  quel  nombre  appartient  un  loga-- 
rlinme  donné. 

Solution.  Je  cherche  ce  logarithme  daos  les  tables ,  &  fi  je  Je, 
tfobve,  le  nombre  écrk  k  fon  coté  (èra  celui  k  qui  il  appartiebt% 
Mais  fi  le  bgarithme  ne  fe  trouve  pas  dans  les  tables ,  on  le  cher- 
ToME  L  A  a 
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^era  comme  on  va  le  vcùr  dans  |es  exemples  fuivants. 
: .  F.  Soit  par  exemple  ^  le  logarithme  3*04413^7.  Je  cherche  dans 
Jcs  tables ,  les  Ic^ritbmes  encre  lefqiiels  ce  nombre  (ê  trouve  ;  & 
/»$  logarithmes  lont  3*043755 1  »  &  3.0441 476»  dont  le  premier  ap* 
{lartîent  au  nombre  11 069  &  le  fccond  au  nombre  1107 ,  qui  ne 
4îiierentque  de  runicé«Far  confëquent  le  logarithme  pfopofédoit  9pr 
^artenir  à  un  nombre  plus  grand  que  1 106^  &  moindre  que  1107  r 
4»  qui  ne  fauroit  être  ^  à  moins  que  ce  nombrie  ne  foit  compofé  d'en* 
tier  &  de  fraâion.  Je  prends  la  diSércncc  3925 -des  logarithmes  des 
deux  nombres,  &  la  diffiérehce  381e  du  nK>in<h:e  de  ces  logarithmes 
ftt  logarithme  prapofë  3-0441 367.  Je  fais  la  diiRérence  i  des  deux 
«ombres  iioé  &  1 107 ,  égale  à  —^ ,  pour  rendre  ph»  jufte  Topera-^ 
tion  que  je  vais  faire  ;  &  je  dis  :  ii  la  différence  39^5  des  logarithmes 
3.0437^51  &  3,044 1476  donne  ^l^pour  la  différence  des  nombres 
auxquels  ils  appartiennent;  la   différence  391^  des  lo^rithmes 
3\'044x^é7  &:  3.04^745 1 ,  que  donnera-t^die  pour  la  différence  de 
leurs  nombres  ?  Et  fculant  la  règle  de  Trois  ^  je  trouve  3925.  -rî^  t 
?9i  ^*  -rh*  Par  cooiiëquent  -^»  eft  à  fort  peu  de  chofe  près ,  la  diffé*^ 
rence  du  noihbre  1 1 07  au  nombre  qui  appartient  air  logarithme  pro^ 
po(<L  Ajoutant  donc -;^  à  1 107,  Fa  fbmme  1x07-^  eft  le  nombre 
auquel  aj^articiit  le  logarithme  3.0441 367.. 
•    II''.  Si  le  l(^arickme  propofë  ell  4.15  07 1 27  >  lequel  efl  plœ  grand 
que  le  plus  grand  iM^arithme  des  tables  ;  j'en,  retranche  k  moindre 
logarithme  qui  puifle  en  être  fecranché  pour  faire  en  forte  que  le 
refte  fè  trouve  dans  ks  tables  près  de  la  mï.  Âinfi  j'en  retranche  le 
logarithme  0.301 0300  qui  appartient  au  nombre  2  ;  &  le  refte  efl 
3*9496827  :  je  cherche  ce  logarithme  dsms  les  tables^,  &  trouvant 
qirïl  appartient  au  mxnbre  890e ,  je  multif^e  ce  nombre  par  2., 
&  Je  produit  178 12  efl  le  nombre  qui  appament  au  logarithme  pro» 
pofé  4.25071x7  (346  )  :  car  pour  avoir  ce  logarithme,  il  &ttt  ajou- 
ter au  logarithme  3.9496827,  le  logarithme  de  2  que  nousavons^ 
retranché  du  logarithme  propofé» 

;  III^.  Enfin  foit  le  logarithme  propofë  4.1712876.  J'en  retranche 
k  logarithme  0.3010^00  du  nombre  2,  &  k  refte  efl  3.8702576. 
Or  ce  logarithme  ne  fe  trouve  point  daqs  ks  tables  ,  &  je  vois  qu'i£ 
cil  entre  les  logarithmes  35702283  &  3^702868,  dont  k  premier 
apjrartientau  nombre  741 7 9  &  k  fécond  au  nombre  741 8, dont  la 
différence  efl  i  que  je  faiségak  à  tH^.  La  différence  dei  logarithmes 
éê  ces  deux  nombres  efl  5d<  ^  &:  la  différence,  du  moincke  de.  ces. 
logarithmes  au  logarithme  3.6702^76  efl  X93-  Je  dis  donc  ;  fi  ladié^ 
£érence  5  8  5  des  logarithmes  3.8702x83  &  3JS70x868  donne  7§f  pour 
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la  difFérence  des  nombres  auxquels  ils  appartiennent  :  la  différence 
29^  des  logarithmes  3870ii&j  &  38701 576 que  dbnnera-t-elle  pour 
la  difiërence  de  leurs  nombres  ?  Et  taifan t  la  règle  je  trouve  $8^.-7 


OQ 


^93-  T57*  Ainfi  j^  ou  une  moitié  eft  la  différence  du  nombre  7417 
au  nombre  qui  appartient  au  togarithme  3*8702576}  &  par  confé*- 
quent  ce  nombre  eft  7417  f.  Mais  pour  avoir  le  logarithme  propofê 
41712876,  il  faut  ajouter  au  logarithme  ^.8702576  le  logarithmo 
de  2  que  nous  avons  retranché  au  propofe  :  donc  il  faut  multiplier 
le  nombre  7417  t  par  x  (  346) }  &  le  produit  14835  fera  le  noni- 
bre  qui  appartient  au  logarithme  41 71 2876. 

j$3.  Je  pourrois  propofer  ici  pluueurs  queftions ,  dont  la  folutioit 
ftroit  voir  Turilité  des  logaridimes  :  mais  pour  abréger^  je  me  con-l 
tenterai  de  rapporter  les  deux  fuivantes. 

3,54,  F&pBLÀMB  V.  Le  premier  &  k fécond  iertne  itune  proff'eJJîeÂ 
géométrique^  &  te  nombre  des  urmcs  étant  donnés;  trouver  U  demie^^ 
terme.  ^ 

Solution.  Soient  les  deux  premiers  termes  i  &  2 ,  &  Ictiombro 
des  termes  14  :  Texpolaot de  laproffreflion  fera  donc  2  >  &  ie  nom^ 
bre  des  termes  diminué  de  Tunité  eft  13.  Or  lâ^dernier  terme  eft  égal 
au  premier  multiplié  par  l'expofant  élevé  à  un  dégrevai  au  nombre  des 
termes  moins  un  (  309  )  :  donc  le  deraiêr  terme  eft  égal  à  x  multi^ 
plié  par  la  treizième  puiÛance  de  2.  Mats  comme  il  feroit  trop  long 
de  chercher  la  treizième  puiftance  de  2  ;  je  prends  le  logarithme 
o«3ôi[030o  de  2  ;  &  le  multipliant  par  1351e  produit  3.9133900  eft 
lé  logarithme  delà  treitieme  puiftanœde  2.  Ce  logarithme  n  eft  pas 
dans  les  tables  :  mais  j'en  tcx>uve  un  oui  eft  $  •9133^991  qui  ^e  di& 
fere  que  d'une  unité,  &  qui  par  conlequenc  w  le  niême.  Ainfi  lo 
nombre  81 9X ,  à  qui  ce  logarithme  appartient ,  eft  ht  treincme  puii^ 
izncQ  de  x;  &  cette  puifEance^  nKiltiplâée  par  Iç  premier  terme  i  y 
donne  le  dernier  terme  cherché  8192.  ( 

35 -y.  Problème  VI.  Le  premier  terme  ^  te  fécond  ^  &  le  dernier  d'une 
progreffion  géométrique  étant  données  ;  trouver  le  nombre  des  termes^ 

Solution.  Dans  toute  progreflion  géométrique ,  k  premier  &  la 
croifîeme terme  font  entre  eux  comme  les  quarrés des  deux  premiers; 
le  premier  &  le  quatrième  font  entre  euj;:  comme  les  cubes  des  deux 
premiers  ;  le  premier  &  le  cinquième  font  entre  eux  comme  les 
quatrièmes  puiiTances  des  deux  premiers  ^  âcç.  (  3  27  )  :  d'où  il  fuie 
aue  le  premier  eft  au  dernier  ^  comme  le  premier  devé  à  une  puif^ 
iançe  dont  rexpofant  eft  égal  au  nombre  des  termes  moins  un  ^  eft  au 
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fécond  élevé  à  la  même  puifTance.  Cela  pofé , 

Soient  lesdeux  premiers  termes  i ,  2,  &  le  dernier  8 1 9  2.  Je  nomme 
le  premier  terme  a ,  le  fécond  ^  ^  le  dernier  c  ^  &  le  nombre  des  cer^ 
mes  moins  un  x  ;  donc  a^.  b^  :  :  a.  c. 

Je  nomme  / a  le  logarithme  de a^lbXz  logarithme  de  Syôclc  le 
logarithme  de  c  :  donc  le  logarithme  de  a*  ^  c'eft-à-dire  le  logarithme 
de  a  élevé  à  la  puifïancé  Xjciïx la  :  car  quand  on  élevé  une  grandeur 
à  une  puifTance  y  on  multiplie  fbn  logarithme  par  Teifpofant  de  cette 
ùuifTance  {  346  ).  Par  la  même  raifbn^  le  logarithme  de  b'  efl  xlb: 
ainfî  les  logarithmes  de  la  proportion  géométrique  a*,  b*  i:a.c  ^  font 
xla.  xlb.  la.  le  ;  &  ces  quatre  logarithmes  font  en  proportion  arith- 
inécique ,  puifque  les  grandeurs  dont  ils  font  les  logaridimes  font  ea 
pl-op'ortion  géométrique. 

Faifant  donc  la  fomme  àts  extrêmes  &  la  fbmme  àt%  moyens  , 
j'ai  xla-k-lc  =  xUf  -+- Ax  ;  &  faifant  pafTer  xla  du  premier  membre 
dans  Je  fécond  9  Se  laàxx  fécond  dans  le  premier  ^  j^ai  le  —  /a  «s  xlh 

—  xla  ;  &  divifant  tout  par  Ib  —  la,  ]o  trouve  x  =a ^zi^i  ^^  4^ 

me  fait  voir  que  le  nombre  des  ternies  diminué  de  Tunité,  cil  égal  à 
la  différence  du  logarithme  du  dernier  au  logarithme  du  premier^ 
divifée  par  la  différence  du  logarithme  du  fécond  terme  au  loga- 
rithme du  premier. 

•  Je  prends  donc  le  logarithme  du  dernier  terme  8191^  lequel  efîr 
3.  9133899,  ou  3.  9133900  ;  ce  qui  n'altère  point  ce  logaridime  y 
comme  on  a  vu  dans  le  problême  précédent  ;  &  en  retrancnanrie  lo- 
garithme du  premier  terme  qui  n'efl  compofé  que  de  zéros,  le  refle 
eft  encore  3.91 33900,  Je  prends  de  même  le  logarithme  0,3010300 
du  fécond  terme  Zj  duquel  retranchant  le  logarithme  du  premier,  le 
refleeft  encoi^e  0.3010300  :  je  divife  3.  9i33900paro.  3010300; 
&  le  quotient  13  me  fait  voir  que  le  nombre  des  termes  moins  ua 
efl  13  ;  &  que  par  conféquent,  la  progrcfïion  eft  compofée  de  14 
termes. 

,  356.  Ce  feroit  ici  le  Heu  de  parler  des  fraélions  décimales  :  mais 
comme  nous  n'avons  point  parlé  des  toifes  quarrées  &c  cubiques  , 
auxquelles  on  applique  quelquefois  ce  calcul ,  nous  ne  traiterons 
cette  matière  que  lorfque  nous  expliquerons  le  toifë. 


Fin   vu   C  a  lcu  l. 
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DES    MATHÉMATIQUES. 

LIVRE     SECOND. 

Qui  contient  Us  elcmens  de  la  géométrie  théorique  &  pratique  des 
lignes  j  desfurfaces  &  des  folies  ^  de  la  trigonométrie  ^  desjeSion^ 
coniques ,  du  toifé  de  là  maçonnerie  &  des  bois  ^&  du  calcul  des 
(radions  décimales^ 
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CHAPITRE     FREMI  E  R, 

DÉFINITIONS      E  T      P  R  I  N  €  I  P  E  S. 


X-JA  Géométrie  st  pour  objet  Fétendue  confidéfée  félon  {es  trois 
dhnenfions ;  (avoir rétendue  en  longueur,  ou /c^ ir^« ;  Tétenduc 
en  longueur  .&  largeur,  ou  les ^r faces  ;  retendue  en  longeur ,  lar- . 
geur ,  &  profondeur ,  ou  lesfoudes  :  tel  eft  Tobjet  général  de  ce 
lecond  Livre. 

ÙRiGtNE    ET    PROPRIÉTÉS    JÛ£S    LIGNES. 

I.  La  matière  ou  le  corps ,  eft  ce  qui  a  des  parties  unies  les  unes  aux 
autres  :  tout  ce  que  nous  voyons  des  yeux  corporels,  eft  de  cette 
nairmie.  ».  i  .: 

iZ.  Lê/cifi^eftiime  portiçfa  de. matieœ.  fi  petite,  qu'on  peut  là  . 
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Jm^m 


gueur  j  ou  pour  là  largeur ,  on  pour  la  profondeur  :  quelquefois  oa 
nomme  ^^^j  la  furface  qui  a  deux  de  ces  longueurs;  &  la  troifiemc 
longueur  te  nomme  ûors  hauteur.  Par  exemple ,  fî  Ton  nomme  la  fur- 
face  ABCD,  bafe  du  folide,  la  ligne  qui  marquer^  la  dîAance  de 
cette  bafe  ÂBCD  à  l'autre  pofîtion  El^GH  fe  nomme  la  hauteur. 
Nous  enfeignerons  dans  la  luite  comment  on  doit  trouver  la  ligne 
droite  qui  marque  la  diftance  entre  4euK  lignes^  entre  deux  furfkces; 
entre  deux  corps ,  &c. 

17.  La  longueur,  largeur,  &  profondeur,  fe  nomme  les  trois  di^ 
menfions  des  corps  ou  des  (blides. 

-  18.  Quoique  les  trois  dmîenfions  du  corps  foîent  réellement  infé- 
parables,  qu^îl  n'y  ait  point  de  lignes  (ans  largeur  &  profondeur,  ni 
de  fjirf aces  fans  profondeur  ;  cependant  on  peut  coniidérer  Tune  de 
ces  dimenfîons  (ans  faire  attention  aux  autres.  Far  exemple ,  je  puis 
confid^er  la  longueur  d'un  chemin  ,  la  couper  en  plufieufs  parties, 
lui  faire  prendre  des  détours ,  &c.  fans  m'embarrafler  de  (à  I^rgeut  ; 
&il  n'en  fera  pas  moins  vt*ai  que  cette  longueur  (era  double  de  fa 
moitié,  triple  de  fon  tiers  ,&:c.  qu'elle  fera  devenue  courbe  de  droite 
qu  elle  étoit,  &c.  De  même  je  puis  confidérer  la  furface  d'une  placer 
la  couper  en  plufieurs  parties ,  lui  faire  changer  de  figure  ,  &c.  (ans 
penfer  le  moins  du  mpnde  à  fa  profondeur  :  ce  qui  n'empêch^a  pas 
de  conclure  que  cette  furface  fera  devenue  longue,  de  quarri  qu'elle 
étoic,  &c«  Ai  ail  Ton  àâroit  tôPt  de  ne  vouloir  pas  admettre  ces  fortes 
d^  fuppofîtipns  ou  plutôt  d'abftraâions  :  puifqu'on  ea  tire  des  confé^ 
quences  qui  font  autant  de  vérités  incontef^bles,  dont  l'udiité  n'eft 
pasàméprifer. 

19,  Ijh  géométrie  eft  la  fcience  qui  apprend  à  connoître  les  pro- 
priétés^ies  corps, félon  leurs  trois  dimenfîons,  longueur,  largeur,  & 
profondevin  On  la  divife  «h  géométrie  Jimple-^  &  en  géométrie  corn-* 
pàfée,  ^  .         *-       - 

20.  Il  ne  (kiiroit  y  avoir  de  lignes  droites  plus  droites  les  unes  que 
les  autres  :  puifqu'elles  prennent  toutes  le  plus  court  chemin  entre 
leurs  extrémités.  Mais  on  peut  trouver  une  infinité  <le  lignes  courbes 
de  différente  efpece,  félon  qu'elles  prendront  des  chemins  plus  longs 
ou  plus  eourtfe  en  rie  leurs  extrémités,  &  dont  les  parties  feront  difpo- 
fëes  entre  elles  de  différentes  manières.  Or,  la  géométrie  fi  mple,qu^on 
nommo  auf)^  géométrie  élémtntairt^^  ne  Côn(i4cre  entre  toutes  ces 
lignes  courbes ,  que  la  feule  ligne  circulaire ,  &  par  conféquent  die 
fè  borne  k  ia  confidération  des  (urfaçes  terminées  par  des  lignes  droites 
&  drculaises ,  âc^  à  celles  des  dorp^  mi  folide  dont-  les  fuffaces  font 
compoTéès  de  fur^ces  planes ,,  budejâirfacesqxiifûht  une  fiiite  d& 
lignes  circulaires.  L^ 
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La  géomécrie  compofée,  qu'on  nomme  auffi  géométrie  tranfccn^ 
damcy  s'étend  à  toutes  les  lignes  courbes  de  quelque  efpece  qu'elles 
foienc,  aux  furfaces  bornées  par  ces  fortes  de  lignes,  &  aux  folid^ 
dont  les  furfaces  ont  quelques-unes  de  ces  lignes  pour  une  de  leurs 
dimenfions.  Il  faudroit  des  volumes  fans  fin ,  pour  traiter  à  fond  la 
géométrie  compofée ,  à  caufe  du  nombre  infini  de  courbes  qu'on 
peut  imaginer  ;  c'efl  pourquoi ,  quand  nous  aurons  vu  les  élémens 
de  la  géométrie  fimple,  je  me  bornerai  à  parler  des  trois  courbes  des 
fei^ons  coniques ,  qui  font  celles  dont  l'ufkge  eft  le  plus  fréquent  & 
le  plus  néceilaire. 

De  la  ligne  circulaire. 

2 1 .  Le  cerele  eft  un  efpace  plan  ABCD  (Jig.  1 1  )  terminé  par  une 
ligne  courbe  ABCD ,  dont  tous  les  points  font  également  éloignés 
d'un  point  O  pris  dans  cet  efpace.  Le  point  O  fe  nomme  centre  du 
cercle,  la  courbe ,  ÂBCD  fe  nomme  circonférence  y  ôc  toutes  les  lignes 
droites  AO,BO,  &c.  menées  du  centre  aux  points  de  la  circonférence, 
fe  nomment  rayons.  Ainfi  tous  les  rayons  d'un  cercle  font  égaux  ;  car 
ces  rayons  étant  des  lignes  droites,  mefiirent  les  diftances  des  points 
de  la  circonférence  au  centre ,  &  ces  diftances  font  égales  par  la  défi* 
nition  du  cercle. 

22.  Toute  ligne  droite  qui  pafTe  par  le  centre  O  d'un  cercle,  &qui 
fe  termine  de  part  &  d'autre  à  la  circonférence ,  fe  nomme  diamètre  ^ 
&  ce  diamètre  eft  toujours  double  du  rayon,  car  il  eft  compbfë  de 
deux  rayons  AO ,  OC. 

23.  Tout  diamètre  AC  {^fig.  12)  divife  le  cercle  en  deux  parties 
égales,  &  la  circonférence  auflî.  Concevons  que  le  plan  du  cercle 
ABCD  foit  fendu  le  long  de  la  ligne  AC,  qu'il  y  ait  une  charnière 
en  A  &  une  autre  en  C,  &  qu'on  fade  tourner  autour  de  ces  char- 
meras la  partie  ABC  du  plan  du  cercle,  jufqu'à  ce  qu'elle  vienne 
tomber  fur  l'autre  partie  ADC  de  ce  plan  ;  les  points  A  i  C  de  la 
droite  AC  ne  bougeant  point  de  leur  place;  tous  les  autres  points  de 
la  ligne  AC  ne  bougeront  point  non  plus;  car  autrement  la  ligne  AC 
cefferoit  d'être  droite  entre  fes  extrémités  ;  ainfi  le  centre  O  reftera 
où  il  eft.  Or ,  fi  le  plan  ABC  tombant  fur  le  plan  ADC  ^  ne  lui  étoic 
parfaitement  égal,  la  partie  de  circonférence  ABC  ne  tomberoit  pas 
non  plus  fur  l'autre  partie  de  circonférence  ADC ,  ainfi  elle  tombe- 
roit ,ou  touteentîere  entre  le  diamètre  AC  &  la  partie  de  circonférence 
ADC^  ou  toute  entière  en  dehors  de  ADC ,  ou  en  partie  en  dedans 
&  partie  en  dehors. 

Si  elle  tomboic  en  dedans  comme  ARC  ;  le  rayon  OD  mené  du 
Tome  L  -  B  b 
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centre  O  à  un  point  D  de  la  portion  de  circonfërcnce  ADC,  cou- 
peroit  auparavant  la  portion  de  circonférence  ARC  en  un  point 
R,  &  par  conféquent  le  rayon  OR  feroit  plus  petit  que  le  rayon  OD> 
c^eft-*à-dire  on  pourroit  mener  dans  un  cercle  deux  rayons  inégaux  : 
ce  qui  eft  contre  la  nature  du  cercle.  De  même  fi  ABC  tomboit  ea 
dehors  comme  ASC^  le  rayon  OS  mené  à  la  portion  de  circonfé-» 
lence  ASC  couperoit  auparavant  ADC  en  un  point  D ,  &  Ton  auroit 
encore  dans  un  même  cercle  deux  rayons  inégaux  OD ,  OS.  Enfin  fi 
ABC  en  tombant  fiir  ADC  avoit  une  partie  AMD  en  dedans  de 
ADC(Jig.  13)  &  une  partie  DSC  en  dehors;  le  rayon  OM  mené 
fur  la  partie  intérieure  AMD  ne  pourroit  couper  la  partie  de  circon- 
férence ADC ,  à  moins  qu*on  ne  le  prolongeât  en  R ,  &  par  confé- 
quent OM  feroit  plus  court  que  OR  ;  &  le  rayon  OS  mené  fur 
la  partie  extérieure  DSC  couperoit  auparavant  ADC  en  N ,  & 
OS  feroit  plus  grand  que  ON.  Ainfî  nous  aurions  encore  des  rayons 
kiégaux  OM ,  OR  y  OS ,  dans  un  même  cercle  ;  ce  qui  eft  impomble. 
Donc  il  faut  abfoluifient  que  la  portion  ABC  de  circonférence , 
tombe  fur  Tautre  pordon  AIKD  y  &  lui  foit  égale  ^  &  que  par  confé^ 
quent  le  cercle  &  la  circonférence  foient  coupés  chacun  en  deux  , 
également. 

fij^.  Hypothèse  I.  Si  une  ligne  droite  AO  qui  eu  en  dedans  un 
flan  3  tourne  fur  ce  plan  autour  de  fon  extrémité  O,  qui  ne  change 
jamais  de  place  ;  fon  autre  extrémité  A  décrira  une  circonférence  de 
cercle  ABCD,  dont  le  centre  fera  le  point  O.  (  Fig.  1 1  •) 

De  même  fi  Ton  prend  avec  le  compas  la  grandeur  AO  de  la  ligne 
AO,  &  qu'ayant  fixé  Tune  de  fes  pointes  en  O,  on  faffe  tourner 
Tautre  A  autour  de  ce  point,  en  tenant  toujours  le  compas  élevé  à 
plomb  fur  le  plan ,  la  pointe  A  décrira  la  même  circonférence  AECD. 

Toute  partie  AB  ou  AD,  &c ,  d'une  circonférence ,  fe  nomme  arc^ 

2^,  HvFOTHESE  II.  Si  Hon  fuppofc  quun  rayon  de  cercle  DO 
tourne  autour  de  fon  centre  O  £un  mouvement  toujours  égal ,  les  arcs 
de  cercle  D  A ,  AB ,  &c ,  que  fon  extrémité  D  décrira  dans  des  tems 
égaux  y  feront  égaux.  (  Fig.  11.) 

Suppofons  que  le  rayon  DO  ait  pafFé  dans  une  minute  de  la  pofi-» 
tion  DO ,  à  la  poHtion  AO;  &  que  dans  une  autre  minute  il  paile  de 
la  pofition  AO  à  la  pofition  BO  :  il  eft  clair  qu'il  fait  le  même  che-^ 
min  dans  cette  (econde  minute ,  que  fi  à  la  tin  de  la  première  on 
FavcHt  remis  dans  fa  première  pofition  DO ,  &  qu'il  eût  continué  à  fe 
mouvoir  pendant  la  féconde  minute.  Or,  en  ce  cas,  fon  extrémité  D 
aurôit  décrit  dans  la  féconde  minute,  ,  le  même  arc  DA  qu'elle  au- 
roit décrit  dans  la  première  \  à  caufe  de  fon  mouvement  égaL  Doac 
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l'âTC  AB  qu'il  a  décrit  en  paflànt  de  la  pofitioQ  AO  à  la  poAtÂon  B(> 
dans  la  féconde  minuce^  avec  le  tnêiue  mouvement^  dok  être  auifi. 
égal  à  Tare  DO. 

z6.  Les  géomètres  divifent  la  circonférence  du  cercle  en  360  par- 
ties .égales  ou  petits  arcs  égaux ,  qu'ils  npinment  degrés  ;  chaque  de- 
gré fe  divifè  en  60  parties  égales,  qu'on  nomme  minutes  s  (chaque  IT^-^ 
nute  en  60  parties  égales ,  nomméesy^cc^n^^^^j  chaque  féconde  en  69 
parties  égales,  nommées  tierces  ;  &  ainfî  de  fuite. 

zj.  HrpoTHBSE  IIL  Si  une  ligne  AO  tourne  autour  de fon  extrê^ 
mité  O  y  comme  autour  dun  centre  ,  toutes  les  circonférences  que  fes 
points  A ,  B,  C,  fi'c ,  décriront  ^  feront  décrites  dans  un  même  tems  ^ 
de  même  que  leur  moitié ,  leur  tiers  ^  leur  quart ,  &c.  (  Fig.  14.) 

DiéMONSTRATiON.  P.  La  ligne  AO  en  tournant  autour  du  point  O 
ne  peut  pas  revenir  à  la  première  pofîtioa  AO  que  tous  (es  points 
A,  B,  C  &c,  ne  reviennent  en  même  tems  à  leurs  pofitions  :  car  au- 
trement cette  ligne  cederoit  d'être  droite.  Or ,  quand  ces  points  font 
revenus  à  leur  première  pofition ,  leurs  circonférences  font  décrites  : 
donc  les  circonférences  font  toutes  décrites  dans  un  même  tems. 

IP.  Suppofons  que  la  ligne  AO  ait  pailëde  la  pofition  AO  à  la 
podrion  EO,  &:  que  l'arc  AE  décritpar  le  point  A ,  foit ,  par  exemple^ 
la  cinquième  partie  de  fa  circonférence  :  donc  le  point  A  9  dans  cinq 
tems  égaux  à  celui  qu'il  a  employé  à  décrire  l'arc  AE,  décrira  la  cir- 
conférence entière.  Or ,  le  point  B  aura  décrit  l'arc  BHdans  le  même 
tems  que  le  point  A  aura  décrit  l'arc  AE;  ainfî  fi  cet  arc  BH  étoit 
moindre  que  la  cinquième  partie  de  fa  circonférence,  le  point  B 
dans  cinq  tems  égaux  à  celui  qu'il  a  employé  à  parcourir  l'arc  BH , 
décriroit  cinq  parties  égales  de  fa  circonférence ,  moindres  chacune 
qae  la  cinquième  partie  ;  donc  il  ne  décriroit  pas  les  cinq  cinquièmes 
de  fa  circonférence ,  c'eft-a-dire  (à  circonférence  entière  :  ce  qui  eft 
impoffible  ;  puifqu'il  faut  qu'il  décrive  (a  circonférence  dans  le  même 
tems  que  le  point  A  décrit  la  tienne. 

De  même  fi  l'arc  BH  étoit  plus  grand  que  la  cinquième  partie  de 
fa  circonférence,  le  point  B  dans  cinq  tems  égaux  à  celui  qu'il  a  em^ 
ployé  k  décrire  cet  arc  ^  décriroit  cinq  parties  égales  de  fa  circonfé^ 
rence  plus  grandes  chacune  que  la  cinqiùeme  :  donc  il  décriroit  plus 
de  cinq  cinquièmes ,  c'eft-à-dire  plus  que  fk  circonférence  ;  ce  qui 
eft    encore  impoi&ble  parla  même  raifon  :  donc,^c.  ' 

Et  delà,  il  fuit  que  les  ,arcs  CR ,  BH ,  &c,  décrics  par  tous  les  points 
de  la  ligne  AO  entre  une  de  fes  pofitions  AO  &  une  autre  jpofitioa 
£0 ,  valent  tous  un  même  nombre  de  degrés  de  leui^  circoiiKrcactt. 

•      '•  >..  V».  Pq  ^^  ^Â    .  ' 
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Car  fi  Tare  A£  vaut ,  par  exemple ,  la  fîxieme  partie  de  fa  circon- 
£^reiice  ;  cous  les  autres  arcs  CR,  BH  y  ôcc^  vaudront  auffi  la  fixieme 
partie  de  leur  circonférence  :  or  ,  ces  circonférences  font  divifées 
chacune  en  3^0  degrés  :  donc  tous  les  arcs  vaudront  la  fixieme  partie 
de  360  degrési  &  par  conféquenc  ils  vaudront  un  même  nombre  d« 
degrés  de  leurs  circonférences. 

Axiomes,  preuve  de  fuperpofition. 

28.  Les  axiomes  ou  les  principes  fur  lefquels  la  géométrie  fonde 
tous  fês  raifonnemens  ^  (ont  les^luivans^  i^.  Il  efi  impoffibîe  qu^une 
éhofcfoit  &  nefoitpas  dans  un  même  tems.  2^.  Les  parties  itun  tout  ^ 
pnfes  enfemble  3  font  égales  au  tout.  3*.  Si  deux  grandeurs  font  égales 
à  une  troijieme  ,  elles  font  égales  entre  elles.  4^.  Si  à  deux  grandeurs 
égales  on  ajoute  ou  on  retranche  des  grandeurs  égales  ^  lesfommes 
ou  les  re fies  feront  égaux  s,  &Jî  on  leur  ajoute  ou  retranche  des  gran* 
dcurs  inégales  3  lesfommes  ou  Us  refies  feront  inégaux.  ^**.  Si  on  mul- 
tiplie ou  fi  Von  divife  des  grandeurs  égales  par  des  grandeurs  égales^ 
Us  produits  ou  les  quotiens  feront  égaux  ^  ùji  on  Us  multipUe  ou  di^ 
vife  par  des  grandeurs  inégales  ,  les  produits  ou  Us  quotiens  ferom 
inégaux.  6^.  Si  deux  grandeurs  étant  mifes  tune  fur  t  autre ,  conviens- 
nent  parfaitement  ^  en  forte  que  Us  parues  de  l'une  n^  excédent  pas  les 
parties  de  t  autre  j  ces  deux  grandeurs  font  parfaitement  égcdes. 

Il  n'efl  pas  étonnant  qu'une  fcience  qui  n'emploie  que  des  prînci* 
pes  auffi  clairs  &  évidens  que  ceux  -  ci ,  en  dre  des  confeouences 
d'une  parfaite  cenitude  ;  mais  ce  qu'il  y  a  d'admirable ,  c'eft  qu'a- 
vec la  feule  fimplicité  de  ces  principes^  elle  puifle  élever  l'efprit  à 
de  fi  belles  &  profondes  connoifTances. 

19.  Lorfqu'on  prouve  l'égalité  de  deux  grandeurs  en  les  mettant 
l'une  fur  l'autre  ;  cela  s'appelle  démontrer  par  la  fuperpofition.  Quel- 
ques Auteurs  ont  prétendu  que  cette  façon  de  démontrer  n'étoit  pas 
aflez  géométrique  :  mais  il  eft  aifé  de  faire  voir  qu'ils  ont  eu  tort  de 
penfer  ainfi.  En  effet ,  fi  la  géométrie  efl  la  fcience  qui  démontre  les 
vérités  par  Its  voies  Us  plus  fimples  &  les  plus  courtes;  je  n'en  vois 
point  de  plus  convenable  à  cette  fin  y  pour  faire  voir  que  deux  gran- 
deurs font  égales  9  que  de  montrer  qu  elles  conviennent  parfaitement 
Jorfqu'on  les  met  l'une  fur  l'autre,  Auili  ceux  qui  ont  eu  ce  fcrupule, 
ont-ils  été  obligés  d'ufer  de  détours  longs  Sa  ennuyans,  pour  prouver 
dès  vérités  qui  fautent  wx  yeux. 

30.  On  ne  doit  point  trouver  k  redire  que  j'emploie  quelquefois 
le  cercle  à  l'égard  des  lignes  droites,  ni  me  reprocher  qu'en  agiffant 
aînfi,  jen'obferve  pas  l'ordre  naturel  des  matières.  Te  n'ufe  du  cercle 
en  parlant  des  lignes  droites^  que  comme  d^un  inilrument  dont  on 
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ne  peut  fe  pafTer  dans  la  plupart  des  problêmes  qui  concernent  les  li« 
^es  droites  y  &  dont  il  laut  connoitre  du  moins  la  formation  pour 
s'en  (èrvir  avec  connoiflance  de  caufe.  Mais  ce  même  cercle,  con- 
fidéré  conmie  une  figure  géométrique  qui  renferme  grand  nombre 
de  belles  propriétés  utiles  à  la  géométrie,  eâ:  traité  dans  un  Chapitre 
à  part  félon  l'ordre  des  matières. 

31.  AvBRTissBMFi^T.  Pour  abréger  le  difcours,  je  fuppoferai  tou- 
jours dans  les  Chapitres  fui  vans,  que  les  différentes  lignes  que  je  com* 
parerai  entre  elles ,  ou  que  je  mènerai  dans  les  figures ,  font  dans  un 
même  plan ,  c'eft-à-dire  dans  une  même  furface  plane  ;  k  moins  que 
je  n'avertiffe  expreffément  du  contraire  :  &  Ton  fera  bien  de  faire 
attention  à  ceci;  car  autrement  la  plupart  des  proportions  &  des  dé- 
mondrations  feroient  abfolument  fauffes. 


CHAPITRE      II. 

DES  LIGNES  DROITES ,  DES  ANGLE  S  QU'ELLES  FORMENT,  DES 
UGNES  PERPENDICULAIRES  y  ET  DES  LIGNES  PARALLELES. 

Proposition    L 

yi.jtiNTRE  deux  points  A,  B,  o/z  ne  peut  mener  qt^  une  feule  ligne 
droiu.  (  Fig.  r.  ) 

Démonstration.  La  ligne  AB  efl  le  plus  court  chemin  entre  fes 
extrémités  A,  B  :  or,  il  ne  fauroit  y  avoir  deux  chemins  plus  courts 
entre  deux  points  (  7  )  :  Donc  on  ne  fauroit  mener  plus  d'une 
ligne  de  A  à  B;  c'efl-k-dîre  que  fi  après  avoir  mené  AB,  on  veut  en 
mener  une  autre,  cette  féconde  tombera  fur  la  première,  &  n'en  fera 
pas  différente.  C.  Q.  F.  D. 

33-  Corollaire  I.  Toutes  les  parues  AC ,  CD  ^  &c  ,  d^une  ligne 
droite  AB  ^font  aujjî  des  lignes  droius  ,  &  font  entre  elles  en  liffu 
droite.  (  Fig.  i .  ) 

DiéMONSTR ATiON.  La  ligne  AB  efl  droite  par  la  fuppofition  :  donc 
le  point  A,  a  décrit  cette  ligne  en  allant  de  A  en  B,  toujours  de- 
vant lui ,  fans  s'écarter  un  moment  ni  à  droite  ni  à  gauche  (  6)  :  donc 
AifE  en  allant  de  A  en  C,  il  ne  s'efl  point  écarté  ni  à  gauche  ni  à 
droite  ;  &  le  chemin  AC  qu'il  a  pris  efl  une  ligne  droite.  On  prou- 
vera la  même  chofe  des  autres  parties  CD,  &c,  de  la  ligne  AB,  par 
la  même  raifon  :  donc  le  chemin  que  le  point  A,  a  pris  de  A  en  D, 
efl  une  ligne  droite.  Mais  AD  efl  compofée  de  deux  parries  AC,  CD: 
donc  ces  deux  parties  AC,  CD  foncer  ligne  droite,  &  ainfi desautres. 
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.  34,  Corollaire  II.  Si  deux  lignes  droites  AB ,  DE  ont  Jeux  points 
cpmmuns  D  ^  B  ;  cefi-à-direfî  ces  deux  points  appartiennent  égale^ 
ment  aux  deux  lignes ,  ces  deux  lignes  AB  ^  DE  ne  font  enjemblc 
qu*une  feule  ligne  droiu  AE.  (Fig.  i.  ) 

DÉMONSTRATION.  Conccvons  que  le  point  A  mis  en  A  ait  décrie 
la  droite  AB  ^  &  que  ce  même  point  mis  en  Dait  décrit  la  droite  DE  ; 
ce  point  A  aura  décrit  \t%  parties  AD  &  BD  de  la  droite  AB,  en 
allant  toujours  devant  lui  (ans  s'écarter  un  moment  ni  à  droite  ni 
à  gauchejcar  ces  deux  parties  font  en  ligne  droite ,  (33).  Par  la  même 
raifon  le  point  A  aura  aufli  décrit  les  parties  DB ,  BÉ  de  la  droite  DE, 
en  allant  toujours  devant  lui  fans  s'écarter  ni  à  gauche  ni  à  droite  : 
donc  le  point  A  aura  décrit  les  trois  lignes  AD  9  BD ,  BE  fans  s'é>- 
carter  ni  à  gauche  ni  à  droite  ;  &  partant  la  ligne  AE  compofée  de 
ces  trois  lignes ,  fera  droite.  Or ,  la  ligne  AE  eft  la  même  que  les 
deux  droites  AB ,  DE  9  qui  ont  la  partie  commune  DB  :  donc  ces 
deux  lignes  font  en  ligne  droite. 

'  3V  Corollaire  III.  Donc  fi  deux  lignes  droiusfe  coupent  y  elles 
ne  Je  coupent  quen  un  point.  Car  fi  elles  fe  coupoient  en  deux  points , 
elles  auroient  deux  points  communs  y  &  ne  formeroient  qu'une  feule 
ligne  droite;  &  par  conféquent  elles  ne  fe  couperoient  pas. 

3(3.  Problème.  Entre  deux  points  donnés  A  ^  B  ,  mener  une  liffie 
droite  &  la  prolonger  tant  quon  voudra.  (  Fïg.  i .  ) 

Solution.  Te  prends  un  fil  délié  que  je  noircis  avec  du  charbon; 
je  tends  ce  fil  avec  les  mains ,  autant  qu'il  fe  peut^  fans  le  cafier ,  & 
dans  cet  état^  je  le  couche  fur  le  plan  où  font  les  points  donnés  A  ^  B, 
de  façon  que  ce  fil  pafTe  par  ces  deux  points.  La  trace  noire  qu'il  laifFe 
fur  le  plan  entre  A  &  B^  eft  la  droite  demandée  :  car  ce  fil. ne  pou- 
vant être  plus  tendu  qu'il  n^'eft  y  prend  le  plus  court  chemin  entre 
A&B. 

Je  prends  fur  la  trace  AB  un  point  D  entre  A  &  B ,  &  tenant  mon 
fil  auifi  tendu  qu'auparavant  y  je  le  fais  pafier  par  les  points  D ,  B , 
cnforte  que  la  trace  qu'il  laifFe  y  s'étende  au-delà  de  B  y  comme  de  B 
en  E3  &la  partie  B£  de  cette  trace ^  eft  le  prolongement  de  la  ligne 
ÂB  du  côté  de  B  :  car  la  trace  DE  &  la  trace  AB  f<Mit  deux  lignes 
droites  qui  ont  deux  points  communs  D,  B  ^  &par  conféquent  elles 
ne  forment  qu'une  feule  ligne  droite ,  (  34  )  ;  &  on  prolongera  de  la 
même  façon  y  la  ligne  AB  y  tant  qu'on  voudra  de  part  &  d'autre. 

Ceci  fuppofe  que  le  plan  fur  lequel  font  les  deux  points  A  y  B  feu- 
lent le  fil  dans  toutes  fes  parties^  ainfi-que  l^tt  «n  plan  qui-  ferok 
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horizoncaL  Mais  fi  ce  plan  étoit  élevé  au-deiTus  de  Thorizon, comme 
un  mur ,  alors  le  fil  n'étant  pas  foutenu  par^tout ,  la  pefanteur  de  Tes 
parties  lui  feroit  décrire  une  ligne  courbe  :  or^  en  ce  cas  y  il  faudrait 
fe  fervir  de  Tinflrument  nommé  régie. 

L  A     R  E  G  L  E. 

Four  confiruire  cet  infiniment ,  on  prend  une  planche  bien  unie  ^ 
qui  n'ait  pas  beaucoup  d'épaifieur^  ou  une  lame  de  cuivre,  d'argent^ 
&c:  on  trace  fiir  cette  planche  ou  fiir  cette  lame,  une  ligne  droite, 
après  quoi  on  la  coupe  le  long  de  cette  ligne,  &  l'infirument  efi:  £ût. 

{Fig.i^y 

Four  mener  donc  une  ligne  droite  entre  deux  points  A,  B ,  on  pofe 
la  règle  RSfiir  le  plan  où  font  les  points  donnés  Â,  B,  de  façon  que 
ces  deux  points  touchent  le  côté  RS  qui  a  été  fait  en  ligne  droite  : 
puis  mettant  le  crayon  ou  la  plume  fur  l'un  des  points  A ,  on  mené 
le  crayon  ou  cette  plume  de  A  vers  B ,  en  fiiivant  toujours  la  droite 
RS  ,  &  parce  moyen  la  ligne  AB  qu'on  trace  fur  le  plan,  eft  une 
ligne  droite;  puifqu'elle  fuit  la  droite  RS  fans  $*écarter  ni  à  droite  ni 
à  gauche. 

Four  fa  voir  y?  une  règle  efl  bien  faite ,  on  trace  fur  un  plan  une 
droite  AB ,  par  le  moyen  d'un  fil  ;  puis  on  met  fur  le  plan  la  reçle 
RS ,  &  Ton  examine  h  fon  côté  RS  s'ajufte  à  la  droite  AB,  (ans  s  é- 
cartef  ni  d  un  côté  ni  d'autre  ;  &  fi  cela  eft  ,  la  règle  eft  juftc. 

37.  Corollaire.  Deux  points  A,  B  (Fig.  i  )  (Tune  ligne  droite 
étant  dormes^  la  pojition  ou  la  direSion  de  cette  ligne  ejl  facile  â  r^- 
connoître  :  il  n'y  a  qu'à  mener  une  ligne  droite  entre  Ces  deux  points  , 
&  ce  fera  certainement  la  ligne  droite  à  qui  ces  deux  points  appar- 
tiennent ;  puifqu'il  n'eft  pas  pofiible  dcv  mener  quelqu'autre  ligne 
droite  entre  ces  deux  points.  (31). 

y        Proposition     IL 

38.  Si  des  extrémités  A. ^  B,  ^une  droite  AB  on  mené  deux  droites 
ACy  BC ,  ^ui  fe  coupent  enQ^  &  deux  autres  droius  AE,  BE  qui 
Je  coupent  enE  ^en  dedans  des  deux  autres  ;  les  deux  premières  AC  ^ 
BCprifes  enfemble ,  font  plus  grandes  que  Us  deux  autres  AE,  BE 

\prijes  enfemble.  (Fig.  16.) 

DÉMONSTRATION.  Il  paroît  naturel  de  dire  que  les  deux  AC,  BC 
prenant  un  plus  grand  détour  que  les  deux  AE,  BE,  doivent  être 
autfi  plus  grandes  :  mais  comme  bien  àts  gens  n'admettroiene  pas 
ceci  pour  une  démonftration  géométrique  y  voici  comme  on  le 
prouver«t 
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Je  prolonge  l'une  des  intérieures  BE ,  jufqu'à  ce  qu'elle  coupe 
l'extérieure  oppofée  AC  en  H  :  la  ligne  AE  étant  droite  entre  les 
extrémités  A ,  E  ^  eft  plus  courte  que  les  deux  AH ,  EH  qui  partent 
des  mêmes  extrémités  A,  E,  &  qui  ne  prennent  pas  le  même  che- 
min :  ainfi  j'ai  AE  <îAH  Hr  EH.  De  même  la  ligne  BH  ou  BE  -4-  EH 
étant  droite  entre  Tes  extrémités  B ,  H ,  eft  plus  courre  que  les  deux 
enfemble  BC ,  CH;  &  partant  BE  H-  EH  <5BC  -+-CH.  Ajoutant 
donc  enfemble  la  plus  courte  AE  avec  la  plus  courte  BE  +  EH  ^ 
&  la  plus  longue  AH  HhEH  avec  la  plus  longue  BC  Hh  CH ,  j'aurai 
AE  -4-  BE  -f-  EH  < AH  -+-  EH  -h  BC  h-  CH  ;  retranchant  de  part  6c 
d'autre  la  droite  EH ,  j'aurai  AE  •+•  BE  <5AH  +  CH  -h  BC-  Mais 
AH-4-HC=AC  :  doncAE+BE  <AC4-BC.Cequ'il  fautdémontrer. 

Proposition    III. 

39.  5i  une  droite  AB  ^  coupe  une  autre  droite  CD  en  un  point  B  ; 
cette  droite  AB  y  étant  prolongée  du  côté  deB,  pajfera  de  l'autre  coté 
de  la  droite  CD.  (  Fig.  17.  ) 

DiÉMONSTRATioN.  Du  point  B  pris  pour  centre  ^  je  décris  avec 
une  ouverture  de  compas  prife  à  discrétion  y  une  circonférence  de 
cercle  ADEC  :  la  droite  CD  qui  pafTe  par  le  centre  B  &  qui  coupe 
la  circonférence  aux  points  C ,  D  eft  donc  un  diamètre ,  &  les  deux 
arcsCAD  9  CED  valent  chacun  la  moitié  de  la  circonférence.  (22. 23.) 
De  même  la  ligne  AB  étant  rayon  du  cercle ,  fi  on  la  prolonge  ^ 
elle  deviendra  diamètre  y  ôc  coupera  la  circonférence  en  deux  para- 
des égales.  Or  y  les  parties  CA>  AD  de  la  demi-circonférence  CAD  y 
font  moindres  chacune  que  la  demi-circonférence  :  donc  les  demi-cir- 
conférences ACE  y  ADE  que  la  ligne  AB  prolongée  y  coupera  y  (è<- 
ront  plus  grandes  chacune  que  les  deux  parties  AC,  AD.  Par  confé- 
quent  le  point  E I  où  les  deux  demi-circonférences  fh  joindront  ^ 
&  par  lequel  la  ligne  AB  prolongée  doit  pafler  y  fera  au-delà  de  la 
ligne  CD  y  par  rapport  à  la  ligne  AB. 

LES       ANGLES. 

40.  DETiNlTiaN.Si  deux  lignes  AB,  CB  (/%.  18),  qui  n'ont 
pas  la  même  direâion ,  c*eft-à-dire  qui  ne  font  pas  en  ligne  droite , 
le  coupent  en  un  point  B;  Tefpace  indéfini  APC  compris  entre  ces 
lignes ,  fe  nomme  angle.  Le  point  B  où  les  lignes  fe  coupent ,  fe 

les  côtés 

c^rand , 

'  autre; 

ou 
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ou  ce  qui  revient  au  même^  félon  que  la  ligne  AB  eit  moias  ou  plus 
inclinée  fur  la  ligne  CB. 

41.  On  défigne  un  angle  par  les  trois  lettres  A ,  B ,  C ,  mifes  aux 
extrémités  de  les  côtés  &  au  fommet  ;  en  obfervant  d'écrire  la  lettre 
B  du  fohimet  entre  les  deux  autres  :  ainfi  pour  exprimer  langle  formé 
par  les  droites  AB  ,  CB  j  on  dit  Tangle  ABC. 

42.  Problème.  Mefurerles  angles^  cefi-à-dirc  trouver  le  rapport 
quils  ont  entre  eux.{V\^.  19.) 

Solution.  Soient  les  angles  BAC,  DAB,qui  ont  leurs  fommets  au 
même  point  A.Du  point  A  pris  pour  centre,je  décris  avec  une  ouverture 
de  compas  prife  à  difcrétion ,  une  circonférence  de  cercle  CBDC  que 
je  divife  en  fes  360  degrés  ;  &.  fi,  par  exemple,  l'arc  CB  compris  entre 
les  côtés  de  l'angle  BAC  vaut  30  dégrés,  &  que  Tare  DB  compr^ 
entre  les  côtés  de  Tangle  DAB  en  vaille  60  ;  je  dis  que  les  deux  an- 
gles BAC ,  DAB  font  entre  eux ,  de  même  que  ^ o  eft  à  60 ,  ou  comme 
I  à  2 ,  &  ainfi  d  js  autres  ;  en  obfervant  que  le  fommet  de  l'angle  fois 
toujours  au  centre  du  cercle. 

Dans  l'ufage  ordinaire  ,  on  dit  que  Tare  CB  de  30  degrés  eft  la 
mefure  de  l'angle  CAB  ;  &  que  Tare  BD  de  Co  degrés  eft  la  mefure 
de  l'angle  DAB  :  ce  que  Ton  doit  entendre  dans  le  fens  que  je  viens 
d'expliquer. 

Pour  rendre  raîfon  de  cette  pratique,  concevons  que  le  côté  CA 
prolongé  indéfiniment  du  côté  de  C ,  tourne  fur  fon  extrémité  A ,  & 
tombe  lucceffivement  fur  les  côtés  BA  y  DA;  tous  les  points  de  CA 
décriront  entre  les  côtés  CA,  BA  de  l'angle  BAC  des  arcs  NQ,  MS, 
&c, infiniment  proches,  &  qui  couvriront  totalement l'efpace BACt, 
lequel  par  conféquent  fera  la  même  chofe  que  la  fomme  de  ces  arcs« 
Or ,  comme  on  luppofe  que  l'arc  CB  vaut  30  degrés ,  ou  la  dou- 
zième partie  de  fa  circonférence  ;  tous  les  autres  arcs  NQ ,  MS,  &c, 
vaudront  aufli  30  degrés ,  ou  la  douzième  partie  de  leurs  circonfé- 
rences (  27)  :  ainfi  la  fomme  des  arcs ,  ou  l'angle  BAC,  vaudra  la 
douzième  partie  de  la  fomme  des  circonférences.  De  même  comme 
on  fuppofe  que  l'arc  BD  compris  entre  les  côtés  BA ,  DC  de  l'angle 
DAC,  vaut  Go  degrés  ;  tous  les  arcs  décrits  par  les  points  de  la  ligne 
C  A  entre  les  côtés  BA  ,  DA  vaudront  auffi  60  degrés ,  c'eft-à-dire 
la  fixieme  partie  de  leurs  circonférences  :  ainfi  l'angle  DAB  égal  à 
la  (bmme  de  tous  ces  arcs ,  vaudra  la  fixieme  partie  de  la  fomme  des 
circonférences.  Or ,  nous  venons  de  voir  que  l'angle  BAC  vaut  la 
douzième  partie  de  cette  fomme  des  circonférences  :  donc  l'angle 
BAC  eft  à  l'angle  BAD  ^  comme  r^^  eft  à  ^,  ou  comme  rï  eft  à  ir^ 
Tome  I.  Ce 
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c'eft-à-dirc  comme  i  eft  à  x  ;  &  par  conféquenc  comme  Tare  CB  de 
30  degrés ,  eft  à  Tare  DB  de  60  digrés. 

43.Rhmarq.ue.  La  mefure  d'un  ou  plufieurs  angtesn'eft  donc 
pas  ^  comme  on  pourroit  peofer ,  la  mefure  de  leur  grandeur  :  mais 
c'eft  la  mefure  du  rapport  de  leur  grandeur  ^  ou  fi  l'on  veut,  k  me- 
fure de  rinclinaifon  de  leurs  côtés.  Car  il  efl  vifible  que  plus  Farc 
compris  entre  les  côtés  d'un  angle  fera  petit  ;  plus  ces  côtés  feront 
proches  l'un  de  l'autre ,  &  que  par  conféquent  ils  feront  plus  inclinés 
l'un  fur  l'autre  ;  &  qu'au  contraire  plus  l'arc  compris  fera  grand , 
moins  les  côtés  feront  inclinés. 

Et  il  faut  remarquer  que  le  plus  ou  le  moins  de  longueur  des 
côtés  des  angles,  ne  change  rien  dans  leur  valeur ,  non  plus  que  le 
plus  ou  le  moins  de  grandeur  de  la  circonférence,  dont  les  arcs  doi* 
Tent  mefurer  le  rapport  de  ces  angles.  Car, 

I^.  Les  angles  étant  des  efpaces  indéfinis  du  côté  oppofé  à  leurs  fom- 
mets  j  le  plus  ou  le  moins  de  longueur  de  leurs  côtés  ne  les  détourne 
point  ;  &  l'on  doit  regarder  ces  cotés  comme  prolongés  à  l'infinr. 

IP.  Tous  ks  arcs  grands  ou  petits^  compris  entre  les  côtés  d'un 
angle  ,  valent  un  même  nombre  de  degrés  de  leurs  circonférences  : 
ainfi  les  arcs  BC ,  MS ,  compris  entre  les  côtés  de  l'angle  BAC,  va- 
lent également  30  degrés;  &  les  arcsDB,  VS  compris  entre  les  côtés 
de  l'angle  D AB ,  valent  également  60  dtgrés  :  donc ,  foit  que  je  me 
ierve  des  arcs  CB ,  BD  de  la  circohfi^rence  CDBC ,  ou  des  arcs  IMS , 
SV^e  la  circonférence  MSVM  ;  je  trouverai  toujours  que  les  deux 
angles  BAC,  DAB ,  font  entre  eux  comme  30  degrés  à  60  degrés. 

44*  DÉFINITION.  Tout  angle  DAM  (Fig.  20)  qui  embraffe 
le  quart  DM  de  la  circonférence ,  fe  nomme  angle  droit  :  tout  angle 
BAC  qui  embrafle  un  arc  BC  moindre  que  le  quart  de  la  ciirconfié- 
rence  y  fe  nomme  an^t  aigu  :  tout  angle  M  AB  qui  embraf^fe  un  arc 
MB  plus  grand  que  le  quart  de  k  circonférence,  fe  nomme  angle 
obtus. 

45.  Tous  tes  ar^Ies  droits  font  égaux  r  car  Ss  embrafient  tous  le 
quart  de  la  circonférence ,  ou  90  degrés.  Mais  tous  les  aigus  ne  font 
pas  égaux ,  non  plus  que  tous  les  obtus  ;  car  il  peut  y  avoir  des  angles 
aigus  qui  embranent  plus  ou  mokis  de  degrés ,  au-defibus  de  90 ,  & 
des  angles  obtus  qui  en  embraflent  plus  ou  moins,  au-defius  de  90. 

46.  Problème.  A  t extrémité  D  d'une  tigne  droiu  donnée  DE  , 
faire  un  angle  égal  à  un  angle  donné hAC.  (Fig.  ai.) 

SoiçTiON.Du  point  B  pris  pour  centre  &  d'une  ouverture  de 
eompat  prife  à  diîcrétion  ^  je  décris  une  circonférence  CAHC.  Je 
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conibrve  la  même  ouverture  de  compas ,  &  portant  Tune  des  pointes 
en  D  ,  je  décris  avec  Tautre  une  circonférence  de  cercle  EMNE  ;  je 
prends  avec  le  compas  la  grandeur  CA  de  lare  CA  compris  entre 
Jes  côtés  de  Tangle  ABC;  &  je  porte  cette  grandeur  de  E  en  M  fur 
la  circonférence  EMNE  :  du  point  IVI  je  mené  au  point  D  la  droite 
MD  ;  &  Tangle  MDE  cft  égafà  Tangle  donné  ABC. 

Car  par  la  conftruftion ,  le  rayon  DE  de  la  circonférence  EMNE, 
cft  égal  au  rayon  BC  de  la  circonférence  CAHC  :  c'eft  pourquoi 
mettant  h  rayon  DE  fur  le  rayon  BC ,  en  forte  qu'ils  s'ajuftent  par- 
faitement, ia  circonférence  EMNE  s^ajuftera  parfaitement  fur  la  cir- 
conférence CAHC ,  &  l'arc  EM  fur  fon  égal  CA.  Donc  la  droite 
MD  tombera  (iir  la  droite  AB;  puifque  les  extrémités  M ,  D  de  la 
droite  MD  tomberont  fur  les  extrémités  A ,  B  de  la  droite  AB ,  & 
qu'entre  deux  points  on  ne  peut  mener  qu'une  feule  ligne  droite  : 
ainfi  Tangle  MDE  tombera  fur  Fangle  ABC ,  &  lui  fera  égal. 

Proposition     IV. 

47.  Si  deux  angles  ABC,  dhcy/ont  égaux ^  &  que  les  côtés  AB, 
CB  de  tun  ^foient  égaux  aux  côtés  ab ,  cb  de  t autre;  la  droite  AC 
^ui  Joint  les  extrémités  A  ,  C  des  côtés  du  premier  y  fera  égale  à  la 
droitezc  qui  joint  Us  extrémités  a,  c  des  côtés  du  fécond;  &les  angles 
qtu  la  droite  KQ  fera  avec  les  côtés  AC,  CB  du  premier ^  feront 
égaux  chacun  â  chacun  aux  angles  que  la  droiu  ZQJera  avec  Us  côtes 
ab,  cb  du  fécond.  (  Fig.  X2.) 

Di^MOBrsTRATiON.  Je  mets  le  côté  BC  du  premier ,  fur  le  côté  bc 
Axx  fécond  qui  lui  eft  égal  :  le  côté  BA  tombera  auifî  fur  le  côté  ba 
qui  lui  eft  égal.  Car  s;  il  tomboit  en  dedans  de  l'angle  a^r,  Tangle 
ABC  feroit  plus  petit  que  Tangle  abc  ;  &  s'il  tomboit  en  dehors  ^ 
l'angle  ABd  feroit  plus  grand  que  l'angle  abc  ;  &  l'un  &  l'autre  eft 
contre  la  fuppofition  :  donc  les  points  A ,  C,  tomberont  fur  les  points 
a^c  ;Sc  la  droite  AC  menée  entre  les  points  A ,  C ,  tombera  fur  la 
droite  ac  menée  entre  les  points  a,  c  &  lui  fera  égale.  D'où  il  fuit  que 
l'angle  BAC  tombera  fur  l'angle  bac ,  &  l'angle  ACB  fur  l'angle 
mcb.  C.  Q.  F.  D. 

Angles  de  fuite.  Angles  oppofés  aufommet. 

4^,DÉFiNiTiON.  Si  l'on  prolonge  l'un  des  côtés  CB  d'un  angle 
CBA ,  au-delà  du  fommet  B ,  en  £  ;  l^ngle  ABE  fait  par  le  prolon- 
gement BE  avec  l'autre  côté  AB,  &  l'angle  ABC,  fe  nomment  an-* 
jgles  défaite  :  &  fi  l'on  prolonge  les  deux  CB ,  AB ,  au-delà  du  fom-* 
net;  l'angle  HBE  fait  par  les  deux  prolQUgemens ,  &  l'angle  ABC ^ 

Ccij 
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fe  nommenc  angles  oppojis  au  fommtt.   (  Figure  23  )« 

Proposition    V. 

49.  Les  angles  de  fuite  valent  enfemble  deux  angjl^s  droits  ^  & 
les  angles  oppojes  au  fommet  font  égaux.  (  Fig.  23). 

Di^MONSTRATiON.  I^.  Du  fommct  B  pris  pour  centre  1  &  avec  une 
ouverture  du  compas  à  difcrétion  j  je  décris  une  circonférence  de 
cercle  qui  coiipe  les  côtés  des  angles  aux  points  C^  A  9  E  :  le  côté  CB 
&  Ton  prolongement  BE  forment  une  ligne  droite  qui  paiTe  par  le 
centre  B,  &  qui  par  conféquent  eft  un  diametie ,  lequel  coupe  ia 
circonférence  en  deux  demi-circonférences  CAE,  CHE.  Or  la  me- 
fure  de  Tangle  ABC ,  eft  Tare  AC  compris  entre  fes  côtés  (42)  ;  & 
la  mefure  de  l'angle  ABE  eft  l'arc  AE  ;  &  ces  deux  arcs  AC ,  AE , 
pris  enfemble ,  valent  la  demi-circonférence  CHE  ^  ou  deux  quarts  de 
circonférence  :  donc  la  mefure  totale  des  angles  de  fuite  CBA ,  ABf!| 
eft  deux  quarts  de  circonférence.  Mais  deux  quarts  de  circonférence 
font  la  mefure  de  deux  angles  droits  :  donc  les  angles  de  fuite  CBA| 
ABE  9  valent  enfemble  deux  angles  droits. 

n^.  Uangle  ABE  &  fon  angle  de  fuite  EBH ,  valent  enfemble 
deux  droits  9  comme  on  vient  ce  voir  :  le  même  angle  ABE  &  fon 
angle  de  fuite  ABC,  valent  aufli  deux  droits :donc  les  deux  enfemble 
AËE^  EBH  font  égaux  aux  deux  enfemble  ABE,  ABC  :  retranchant 
donc  de  part  &  d'autre  Tangle  ^SiE ,  il  reftera  Tangle  EBH  égal  à 
l'angle  ABC  qui  lui  eft  oppofé  au  fommet.  C.  Q.  F.  u. 

LIGNES    PERPENDICULAIRES. 

• 

Jo.  JDir/iV/r/o  Y.Uneligne  droite  AB  eft  dàv^  perpendiculaire 
fur  une  autre  ligne  droite  CD ,  lorfqu'elle  n'eft  pas  plus  inclinée  fur 
CD  d'un  côté  que  de  l'autre.  (  Fig.  24  \ 

J I.  Corollaire.  Donc ,  P.  Les  deux  angles  ABD,  ABC  quune 
perpendiculaire  AB  fait  avec  la  droite  CD  du  même  côté  ^  font  chacun 
droits.  Ces  deux  angles  font  angles  de  fuite ,  &  valent  enfemble 
deux  angles  droits  (49).Or ,  ils  font  égaux  ;  puifque  AB  n'eft  pas  plus 
incliné  lur  CD  d'un  côté  que  de  l'autre  :  donc  chacun  d'eux  eft  droit. 

Donc ,  IP.  Toute  ligne  AB  ^ifait  un  angle  droit  ABD  avec  une 
mitre  droite  VID  ^  eu  perpendiculaire  fur  cette  ligne  BD;car  fî  l'on 
^  prolonge  DB  enC,  les  angles  de  fuite  ABD,  ABC  vaudront  deux 
droits  (49) ,  &  comme  ABD  en  vaut  un,  ABC  en  vaudra  un  auffi  & 
fera  égal  à  ABD  (45).  Ainfi  AB  n'inclinera  pas  plus  d'un  côté  que 
d'un  autre  fur  CD. 
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Donc,  Ill\  Sl  Ion  prolonge  La  perpendiculaire  AB  au--  delà  de 
CB  en  Ejfon  prolongement  BF^  fera  auûi perpendiculaire  Jîir  CD.  Les 
angles  de  fuite  ABD,  DBE  valent  eniemble  deux  droits  ;  or,  ABD 
eft  droit  ;  donc  DBË  l'câ  audi ,  &  partant  BE  eft  perpendiculaire 
fur  CD. 

Donc,  IV^.  Si  une  ligne  AE  ejl perpendiculaire  Jur  une  autre 
CD,  réciproquement  j  celle-ci  ejl  perpendiculaire  fur  AJE.  Les  angles 
ABD  ,  I)BE  font  droits ,  comme  on  vient  de  voir ,  &  par  conféquent 
égaux  (4^)  :  donc  CD  n'eft  pas  plus  inclinée  fur  AE  d'un  côté  que 
d  un  autre. 

Donc ,  V^.  D'un  même  point  B  pris  Jur  une  droite  CD ,  on  ne  peut 
mener  qu  une  feule  perpendiculaire  BA  jiir  cette  droite.  Si  on  en  pou- 
voît  mener  une  autre  comme  BH,  il  faudroit  qu'elle  pailât  ou  2i  droitô 
ou  à  gauche  de  la  perpendiculaire  BA ,  &  cependant  il  faudroit  que 
les  angles  HBD ,  HBC  qu'elle  feroît  avec  CD ,  fuffent  égaux;  ce  qui 
n  eft  pas  poffible  ^  puifque  Tangle  HBD.eft  plus  petit  que  l'angle  ABD 
qui  le  renferme ,  lequel  angle  eft  droit,  k  caufe  que  AB  en  perpen- 
diculaire fur  CD. 

Donc ,  VI®.  Si  iTun  même  point  B  pris  fur  une  droite  CD  on  mené 
de  part  &  dr  autre  deux  droites  B  A ,  BE  perpendiculaires  fur  CD  ;  ces 
deux  droites  ru  feront  enfemble  quune  ligne  droite  :  puifque  AB  eft 
perpendiculaire  fur  CD ,  fon  prolongement  BE  de  l'autre  côté  de 
CD  eft  auflî  perpendiculaire  fur  CD ,  comme  on  vient  de  voir.  Or , 
du  même  point  B  on  ne  peut  pas  mener  du  même  côté  deux  perpen- 
diculaires ;  donc  la  perpendiculaire  BE  eft  le  prolongement  de  la  per- 
pendiculaire AB^  &.ces  deux  lignes  font  enfemble  une  feule  ligne 
droite. 

Proposition     VL 

^  X,  D^un  point  A  pris  hors  £un^  ligne  droite  CD  ,  &  qui  n  ejl  vas 
dans  le  prolongement  de  cette  droite ,  on  ne  peut  mener  fur  CD  qu  une 
feulé  perpendiculaire  AB,  (  Fig.  25  )• 

ÎD^MONSTRATioN.  Si  Von  vcut  que  du  point  A  on  puîffe  mener 
fur  CD  une  autre  ligne  AH  qui  lui  foit  auffi  perpendiculaire  ;  je  pro^ 
longe  la  perpendiculaire  AB  en  E  de  Tautre  côté  de  CD.  Je  fais  BE 
s=AB ,  &  je  mené  la  droite  EH  :  la  droite  AB  &  fon  prolongement 
BE  font  perpendiculaires  fur  CD;  donc  les  angles  ABH,  EBH  font 
droits  (5 1) ,  &  partant  égaux  (45).  Or  les  côtés  AB,  BHdu  premier 
de  ces  angles  ABH,  font  égaux ,  chacun  k  chacun ,  aux  côtés  BE,  BH 


2o6     ÉLÉMENS    DE    MATHÉMATIQUES., 


avec  le  côté  BH  du  premier  angle  ABH,eft  égal  à  Tanglc  EHB 
que  la  ligne  £H  faic  avec  le  côté  BH  du  (ècond  angle  EBH  (47). 
Mais  AHB  doit  être  droit,  puifqu'on  fuppofe  que  AH  eft  perpendi- 
culaire fur  CD  :  donc  EHB  fera  auflî  droit,  &  la  droite  EH  fera  auffi 
perpendiculaire  fur  CD  (^  r  )•  Ainfî  les  perpendiculaires  AH ,  EH , 
qui  partent  du  même  point  H  de  la  ligne  CD ,  ne  feront  enfemble 
qu'une  feule  ligne  droite  A£  entre  les  extrémités  A,  E.  Mais  la  ligne 
ABE  eft  auffi  droite  entre  les  mêmes  extrémités  :  donc  entre  deux 
points  il  fe  trouveroit  deux  lignes  droites  ;  ce  qui  eft  impoHible  : 
donc  il  eft  impoffible  auffi  que  AH  foit  perpendiculaire  fur  CD.  Ce 
qu'il  falloit  démontrer^ 

J3.  Corollaire  I,  Si  Ju point  A  (  fîg.  16)  vris  hors  d'une  ligne 
droite  CD^  &  (jui  nejipasfur  le  prolongement  d^  cette  ligne  ^  on  mené 
une  perpeiidiculaire  AB ,  ù  phifieurs  autres  lignes  j  que  nous  nom^ 
merons  obliques ,  parce  quelles  n^  ffiuroient  être  perpendiculaires  fur 
CD\jedis  y 

I**.  Que  la  perpendiculaire  KRfera  la  plus  çoi^rte  de  tomes  les  lignes 
menées  dy.  point  A  fur  CD, 

II*.  Que  les  autres  feront  d^ autant  plus  longues  quelles  couperont 
la  ligne  CD  en  des  points  H^  D^  ôçc^plus  éloignés  du  point  B  où 
la  perpendiculaire  coupe  cette  ligne, 

IIP.  Quon  trouvera  tant  d^ooliques  que  ton  voudra  égales  deux  à 
deux}  mais  jamais  trois  d égales^ 

Démonstration.  F.  Je  prolonge  la  perpendiculaire  AB  au-delà 
de  la  li^ne  CD  en  £  :  je  fais  BE  =  AB ,  &  je  mené  la  ligne  EH. 
JLa  ligne  AB  &  fon  prolongement  BE  àanf: perpendiculaires  fur  CD» 
les  angles  ABH9  EÈH  font  droits  (^1)9  &  par  conféquent  égaux 
(  45  ).  Or  y  les  côt^  AB  »  BH  de  l'angle  ABH  font  égaux  chacun  à 
chacun  aux  côtés  £B ^  BH  de  l'angle  EBH:  donc  la  ligne  AH  qui 
joint  les  extrémités  des  côtés  AB ,  BH  eft  égale  ài  la  ligne  EH  qui 
joint  les  extrémités  des  côtés  EB  »  BH  (47  )•  Or ,  les  4eux  lignes 
droites  A  3  »  B  E  ne  font  eniêmble  qu'une  ligne  droite  entre  les 
points  A ,  ]E  :  donc  les  deux  droites  AH,  HE  ne  font  pas  enfemble 
me  ligne  droite  entre  les  mêmes  points  A ,  E  ^  jSc  font  par  confé-* 
quent  plus  longues  que  les  deux  enfembîie  AB ,  BE.  Ainfi  la  lignç 
AH,  moitié  des  deux  ÀH  &  jFI^,  eft  plus  longue  que  la  moitié  AB 
iles  deux  AB ,  BE  :  &  partant  la  perpendiculaire  AS  eft  plus  courte 
i^ue  Toblique  AH.  On  prouvent  de  même  que  la  pçrpendiqilaire  A9 
eft  plus  courte  que  TobliqRe  AD ,  &c. 

I|°.  Du  point  E ,  je  mené  la  droite  Î33  à  FextrémitéD  d'une  autre 
oblique  AP ,  &  je  prouver^  de  i^iémc  qu'auparavant  que  £P  s^  APf 
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Or  j  les  deux  droites  égales  AH ,  HE  menées  des  extrémités  A  &  E 
de  la  droite  AE  ^  fe  coupent  en  dedans  des  deux  droites  AD  &c  ED 
menées  des  mêmes  points  A^  E  :  donc  les  deux  AH ,  HE,  prifes  en* 
fèmble  ,  font  moindres  que  les  deux  AD ,  DE  (  38  )  :  &  partant  la 
droite  AH^  moitié  des  deux  AH,  HE,  eft  moindre  que  la  droite 
AD  moitié  des  deux  AD ,  DE.  Ainfi  Toblique  AD ,  qui  coupe  CD 
en  un  point  D  plus  éloigné  du  pied  B  de  la  perpendiculaire  AB,  ed 
plus  longue  que  l'oblique  An  qui  coupe  CD  en  un  point  H  plus 
proche  du  même  pied  B* 

Ht".  Te  prends  fur  CD  de  f  autre  côté  du  pied  B  de  la  perpendi- 
culaire AB ,  la  diflance  BM  é^e  à  ladiflance  BH ,  la  diftance  BC 
égale  à  la  d^bnce  BD;  &  du  point  A  je  mené  les  droites  AM,  AC. 
La  droite  AB  étanr  perpendiculaire  fur  CD ,  Pangle  ABH  efl  égal 
à  Tangle  ABM  (  51  )  ;  &  les  côtés  AB,  BH  de  l'angle  ABH  fonc 
égaux  chacun  à  chacun  aux  côtés  AB ,  BM  de  l'angle  ABM  :  donc 
l'oblique  AH  qui  joint  tes  extrémités  des  côtés  AB ,  BH ,  eft  égale 
à  la  droite  AM  qui  joint  les  extrémités  des  côtés  AB,  BM(47)  : 
c'eft-à-dire,  que  les  deux  obliques  AH ,  AM ,  qui  coupent  la  droite 
CD  en  des  points  H ,  M  également  éloignés  du  pied  B  de  la  perpen-^ 
diculaire  AB ,  font  ^ales.  On  prouvera  de  même  que  les  deux  obli- 
ques AC,  AD  (ont  égales  ,  pour  la  même  raifon  y  &  comme  de  parr 
&  d'autre ,  du  pied  B  de  la  perpendiculaire ,'  on  peut  trouver  tant  de 
points  que  l'on  voudra  également  diftaas  deux  à  deux  dû  point  B,  on 
trouvera  auflt  tant  d'obtiques  égales  deux  à  deux  que  l'on  voudra. 
Mais  on  n^en  trouvera  jamais  trois  qui  foient  égales  :  car  fi  cela  étoir,. 
il  faudroit  qu'il  y  en  eût  deux  qui  niilent  du  même  côté  de  la  per- 
pendiculaire AB ,  &  comme  ces  deux  lignes  ne  powroient  couper  la 
ligne  CD  en  deux  points  également  éloignés  du  point  B,  elles  ne  fau-* 
roient  être  non  plus  égales  :  ce  qui  leroit  contre  la  fuppofition^ 
C-  Q.  F.  D. 

54-  Corollaire  II.  'OonCyfitrun  point  A,  pris  hors  (tune  droite 
CD,  on  mené  fur  cette  ligne  une  perpendiculaire  AB ,  ù  deux  obli-- 
ques  égales  AH,  AM  'y  la  perpendiculaire  AB  coupera  la  droite  CD  en. 
un  point  B  égalemeru  éloigne  des  points  H,  M,  où  les  obliques  cow^ 
pent  la  même  ligne  CD^ 

C'eft  une  fuite  du  corollaire  précédent  ;  &  de-là  il  eftaifé  de  con- 
clure que  fi  deux  lignes  AH,  AM  ,  menées  fier  une  drdite'CD  d^urt 
point  extérieur  A,  font  égales  i  ets  deUx  limes  font  deux  obliques , 
entre  kfquelles  la  perpendiculaire  menée  au  point  A  fur  CD  doit 
paffer.  Car  fi  Tune  de  ces  lignes  étoit  perpendiculaire  fur  CD ,  elle^ 
feroit  plus  courte  ^ne  Taurre  :  ce  r ui  feroit  contre  la  funoofition.. 
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^5.  Corollaire  111.  La  perpendicuicure  AB,  menée  du  point 
extérieur  K  fur  une  ligne  droite  CD ,  ejl  la  dijlance  du  point  A  à  cette 
droiteCB.  Cette  perpendiculaire  cÂ  la  plus  courte  ligne  qu'on  puifle 
mener  du  poinc  A  fur  CD  (  53):  donc  elle  cfl  la  diftance  du  point 
A  à  cette  ligne.  (  9,  ) 

5  6.  Corollaire  IV.  Si  un  point  quelconque  d'une  droite  ABE ,  rer- 
pendiculaire  fur  une  autre  droite  CD  ,  ejl  également  éloigné  des  deux 
points  Cyjy  de  la  droite  CD  ;  cette  perpendiculaire  prolongée  de  part 
&  d'autre  à  finjuii  ^  pajfera'par  tous  les  points  également  éloignés  des 
points  C  ,  D,  (  fig.  27.  ) 

DEMONSTRATION.  Il  faut  ici  ptouvcr  deux  chofes  j  1°.  Que  tous 
les  points  de  la  perpendiculaire  ABE  y  prolongée  de  part  &:  d'autre 
à  rinfini,  font  également  éloignés  des  points  C,D.  2*».  Qu'il  ne  peut  fe 
trouver  aucun  point  également  éloigné  des  points  C^  D^  qui  ne  foit 
fur  la  perpendiculaire  :  ce  que  je  démontre  ainfi. 

P.  Si  le  point  de  la  perpendiculaire  également  éloigné  des  points 
C  9  D ,  eft  le  point  B  ou  cette  perpendiculaire  coupe  la  droite  CD  ; 
je  prends  un  autre  point  quelconque  A  fur  cette  perpendiculaire  ;  & 
de  ce  point ,  je  mené  les  droites  AC  y  AD  aux  points  C^  D.  Ces 
droites  feront  deux  obliques  menées  du  point  A  de  la  perpendiculaire 
AB,  &  ces  obliques  feront  égales  :  puifqu'elles  coupent  la  droite  CD 
en  des  points  également  éloignés  de  la  perpendiculaire  (53).  Mais 
ces  droites  mefurent  les  diflances  du  point  A  aux  points  C,D:donc 
le  point  A  cft  également  éloigné  des  points  C  ,  D.  Et  comme  on 
prouvera  la  même  chofe  à  l'égard  de  tout  autre  point  pris  fur  la  per- 
pendiculaire ;  il  s'enfuit  que  tous  les  points  de  cette  droite  font  éga<- 
lement  éloignés  de  C  &  D. 

Que  fi  le  point  de  la  perpendiculaire  également  éloigné  des  points 
C ,  D,  eft  hors  de  la  ligne  CD ,  tel  que  le  point  A  ;  je  mené  les 
droites  AC,  AD,  qui  feront  par  conféquept  deux  obliques  égales  : 
donc  la  perpendiculaire  coupera  CD  tin  un  point  B  également  éloi- 
gné des  points  C  &  D.  Par  conféquent  je  prouverai  comme  aupara- 
vant que  tous  les  autres  points  de  la  perpendiculaire  font  également 
éloignés  de  C  &  D. 

IP.  Maintenant,  fi  Ton  prétend  que  ,  quoique  tous  les  points  de 
la  perpendiculaifp  A£  (fig.  z8  )  foienrégalement.  éloignés  des  points 
C  &  D,de  la  droite  CD,  ilpujire  néanmoins  fe  trouver  quelque 
point  H,  hors  de  la  •perpendiculaire  AE  qui  foit  auffi  également  éloi- 
gné des  points  C  ^^  D  ;  je  mené  de  ce  point  H  les  droites  HC ,  HD , 
qui  ferQni:  égales  ^^  par  coi^q^iefit  ii^liques  Tune  &  l'autre  fur  CD 
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^  <;  4  ).  Àinii  la  perpeadiculaire  menée  du  point  H  fur  CD  y  coupera 
cette  ligne  CD  en  un  point  également  éloigné  des  points  C  &  D  ç 
&  partant ,  elle  la  coupera  au  point  B  où  la  perpendiculaire  A£  la 
coupe  :  donc  il  s'enfuivroit  que  fur  un  même  point  B  pris  fur  CD^ 
on  pourroit  mener  deux  droites  AB^  BH perpendiculaires  fur  la  ligne 
CD;  ce  qui  n'eft  pas  pofllble  (  ^  i  ).  Par  conféquent  il  n'eft  pas  po(^ 
(ible  non  plus  que  le  point  H  foit  également  éloigné  de  C  &  D.  Ce 
qu^il  falloit  démontrer; 

57.  Corollaire  V.  Une  même  ligne  ne  peut  être  perpendicidMrc 
fur  deux  lignes  AB  ^  CD,  qui  fi  coupent  en  un  point  %.  (  fig.  29.  ) 

Dj^monstration.  Si  on  veut  que  la  droite  DB,  qui  coupe  les 
droites  AB  y  CD ,  en  deux  points  D  j  B ,  diffiérens  du  point  L  où  ces 
droites  (e  coupent ,  foit  perpendiculaire  fur  Tune  &  l'autre  de  ces 
droites  ;  réciproquement  ces  lignes  feront  perpendiculaires  fur  elle 
(  ^  I  )  :  &  par  conCëquent  il  s'enfuivra  que  du  point  L ,  où  ces  lignes 
(e  coupent  hors  de  la  ligne  DB,  on  pourra  mener  deux  perpendicu- 
laires LP^LBfur  cette  droite  DB;  ce  qui  eft  irapoffible.  (  $2.) 

Et  fî  on  veut  que  la  droite  ML  qui  pafTe  par  le  point  où  les  deux 
lignes  fe  coupent ,  foit  perpendiculaire  fur  Tunè  Se  l'autre  ;  récipro- 
quement les  deux  lignes  feront  perpendiculaire  fur  elles  (^1  )  :  donc" 
il  s'enfiiîvra  que  d'un  même  point  L  d'une  droite  LM,  on  pourrôft 
mener  deux  perpendiculaires  LD,  LB^  d'un  même  côté  ;  ce  qui  feroit 
encore  impofEble.  (  $  i .) 

•  jçS.  CoROLLAiRB  VL  Si  une  droite  AE  ejl  tettement  difpojee  a 
f égard  d'une  autre  droite^  que  deux  défis  points  quelconques  jbicnt 
également  éloignés  de  deux  points  C^uoeU  droite  CD ,  cefi-à^ 
aire,  que  le  point  Kfiit  élément  éloigné  de  C&Ti  ,&  le  point  E 
auffi  également  éloigné  deC&D;  la  droite  AB  ejl  perpendiculaire 
/urCD.  (fig.  27.) 

DiéMONSTRATioN.  Du  poînt  A  je  conçoi$  une  perpendiculaire 
menée  fur  CD  :  cette  perpendiculaire  prolongée  de  part  &  d'autre , 
k  rinfini,  paflera  par  tous  les  points  également  éloignés  de  C  &  D 
(  56)  ;  &  partant  elle  paflera  par  le  point  E.  Mais  la  droite  AE  pafle 
auffi  par  les  points  A ,  E  :  donc  cette  droite  n'dï  pas  différente  de  la' 
perpendiculaire  j  car  entre  deux  points  on  ne  peut  mener  qu'une 
droite,  (32,) 

59.  Lemmb  I.  Si  des  extrémités  A,  B  dune  droite  AB,  prifis. 
pour  centre  ,  &  avec  des  rayons  AE,  BN  ,  qui, pris  enfimhlefiient 
pbis grands  que  la  droite  AB,  on  décrit  deux  circonférences  EPLQ^" 
«PSQ  j  ces  deux  circonférences  ne  fi  couperont  qii^ndenx  points  S ^ 
TOmbL*  Dd 
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Q,  dont  Cunferad^un  côté  de  là  droite  AB  ,  &  Poutre  de  U autre 
f^té.  (fig.  30.) 

.  DiéMONSTRATiON.  P.  U  efl  claîr  que  ct%  deux*  circonférences  ne 
ie  couperont  point  fur  la  droite  AB.  Car  leurs  rayons  AE  ^  BN  étant 
cnfemble  plus  grands  que  la  droite  AB ,  ces  deux  rayons  tombant 
fur  AB  ^  anticiperont  Tun  fur  l'autre ,  de  l'extrémité -E^du  premier  A£ 
tombera  plus  près  du  point  B  que  l'extréiïiité  N  du  fécond  BN. 

IP.  Ces  deux  circonférences  fe  couperont  :  car  l'extrémité  E  dtt 
irayon  AE  y  en  décrivant  la  demi-<:irconférence  EPL  du  côté  de  P, 
s'éloigne  de  plus  en  plus  du  centre  B  ,  &:  va  trouver  la  ligne  AB 
prolongée  aurdelk  de  A  par  rapport  à  B*.  Et  au  contraire  l'extrémité 
Nf  du  rayon  BN ,  çn  décrivant  la  demi-circonférence  y  s'éloigne  de 
plus  en  plus  du  centre  A,  &  va  couper  la  ligne  AB.  prolongée  au- 
àtW  du  point  B.  Ainfi  les  deux  demi-circonférences  prenant  de$ 
routes  oppofées  y  doivent  fe  couper  qiielque  part  ;,  &  la  même  chofe 
doit  fe  dire  des  deux  autres. denuTcirconférences  qui  font  de  l'autre 
côté  ^e  la  ligne  AB. 

III''.  Supposant  donc  que  le  point  où,  les  deux  demi-circonfé- 
rences EPL  ,  NPS  fe  coupent,  loic  le  point  T.  le  conçois  que  de  ce 
point  3  fbit  menée  une  perpendiculaire  PH  fur  la  droite  AB;  &  du 
centre  A ,  des  lignes  droites  AR,  AR,  &c,  fur  tous  \ts^  points  de 
cette  ligne  :  la  droite  AH  étant  perpendiculaire  fur  PH ,  les  droites 
AU  y  AR,  &Cj  font  obliques  &  toutes  plus  courtes  que  le  rayoQ 
AP  qui  eft  plus  éloigné  qu'elles  de  la  perpendiculaire  AH  (  $3  ). 
Ainfi  ces  obliques  ne  vont  pas.  aboutir  jufqu'à  l'arc  FE  compris 
entre  le  point  P  &  la  droite  AB  :  car  fi  cela  éf^t,  elles  feroient 
égales  au  rayon  AP  ;  &  par  cônféquent  l'arc  PE  eft  tout  entier  à 
droite  de  la  ligne  PH.  De  même  fi  Ton  mené  de  l'autre  centre  B  des 
lignes  droites  BR,  BR,  &c,  fur  toiisjlés  points  dé  PH;  toutes  ces 
lignes  feront  plus  courtes  que  le  rayon  ,  &  n'iront  pas  aboutir  fur 
Parc  PN ,  lequel  par  cônféquent  fera  tout  entier  à  gauche  de  la  droite 
PH.  C'eft  pourquoi  les  deux  arcs  PE,  PN  des  de'mi-circonférènces 
EPL ,  NPS  ne  fe  coupent  point  ailleurs  qu'en  P  ;  puifqu'ils  font  fé- 
parés  par  la  droite  PH. 

ly^.  Je  prolonge  la  droite  PH  en  X  du  côté  de  !P ,  &  du  centre 
A  je  mené  lur  tous  les  points  du  prolongement  PX  des  droites  AZ  , 
AZ ,  &c.  Toutes  ces  lignes  font  des  obliques  plus  longues  que  lé 
rayon  AP  qui  eft  plus  proche  qu  elles  de  la  perpendiculaire  :  ainfi  elles 
coupent  l'arcPL avant  de  couper  la  droite  PX;  &  par  confëquent  l'arc 
!ÇL  eft  tout  entier  à  gauche  de  PX.  De  même  fi  de  l'autre  centre  B 
on  mené  des  droites  BZ^  BZ  >  &c  i^  fur  PX;  cestiroites  couperonr 
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l'air  PS  avant  de  couper  FX  ;  &  partant  cet  arc  (èra  tout  entier  à 
droke  de  PX  :  donc  les  arcs  PL  ,•  PS  des  demi-circonférences  EPL  , 
NFS  ne  fe  couperont  point  ailleurs  qu'en  P-;  pui^u%  font  fépàrés 
par  la  droite  PZ.  Or  nous  venons  <le  Voir  que  ks  autres  deux  arcs 
PE,PN,  ne  fe  coupent  qu'en  P  :  donc  les  demi-circonférencé* 
EPL,  NPS,  coinpofées  de  ces  arcs ,  ne  iè  coupent  auffi  qu'en  F.Pr 
prouvera  la  même  chofe  des  autres  demi-circonférences  £QL»NQS^ 
&  partant  les  dpux  circonférences  entières  ne  fe  coupent  qu'en 
deux  points,  lun  au  defliis  &  Taiçïe  au-delTous  de  Ja  droite ÂB« 
Ce  quMlfelloit  démontrer.  •  ^ 

-  Co.  LemmbJL  Une  cirôonfétcnce  de  cercle  ne  peut  €ouper  vnt 
litffKqu^en  deux polflts..  (Ji^  31  X      '  •        '» 

DiâMOKSTRATiON.  ï\  Si  la  ligne  AB  <jtii  coupe  la  circonférence 
aux  points  A ,  B ,  jrdjji  par  le  centre  O  du  cçrcle  ;  '  !a  propofitioa  éft 
évidente  r  car  AB  eft  compoféè  de  deux  mybns  AO,  OB,  AînC  fi  la 
circonférence  pouvoît  couper  :1e  diamètre  en  flUclque  point  pris' 
entre  fes  extrémités  A,  B,.|jar  eî^eniple  éti  P  ;  la  droite  O  P  compfîfe, 
entre  le  centre  &  ce  point  P ,  feroit  un  rayon ,  &  partant  nous  au- 
rions deux  rayons  inégaux  OP ,  PB  dans  un  même  cercle  \  ce  qui 
eft  impoffible.  De  même  (î  la  circonférence  coupoit  le?  prolonge-v' 
mens  de  AB  en  un  point  quelconque  Q;  là  droite  OQferôit  un* 
raypn^  2c  n^^s  âyripxls  ewx^rô  doux  rayoas  i&égaux  OQ^OB  :"cc 
qui  eft  impo(fit>te,  

11^.  Mais  fi  la  droite  CD  qui  coupe  la  circonférence  en  deux  ppints . 
C,  D  ne  paffe  pas  par  le  centre  O  ;  je  mené  du  centre  O  aux  extré- 
mités C,  1)  de  cette, ligne,  les'  deux  rajrofts  OC,  OD  lefquels  étant 
èg^\xkÇ6t<i^  du  point' 

exté-ieur  O  fut  la  di'oité  CD ,  1^  f  4  )  /  &  la  perpèndîciiîâîré  diT  point  ^ 
Ô  fiir  CD  conipera  cfette  tign^'en  un  point  Déjgklemèrit'éloigdé'^e  ^ 
C  i&  D.  Or ,  toutes  les  lignes'OR  'OR,  flcé ,  menées  du  pôiAt  0  lîW  ; 
tous  Jés  points.de  là  droite  CD  pris  entre  les  deUi  rayons  OC^  OD^  ! 
(èrOrtt  plus  courtes  que  ces  rayom^  piiifqu*elles  feront  plus!  prpAes  / 
de  la  perpendiculaire ,  (  53  )-,&.  n'iront,  pas  flîbocitîr  à 'la  cîrçofifé- '^ 
rencé  T  idonc.ïâ  circonférence  ne  feroit  cbupér  cette  îiène  dâî^s  àji- . 
çim  de  ces  points.  De  méniè  toutes'  les  iîgnes  OS ,  Oi^  fpen^èis'dii  | 
point  Ô  fur  tés  prolongemens  de  la  droite' Cp,  feront  phis  longues 
que  Jes  rayons;  pûifau'elles  ferontplus  éloignées  de  la  perpendicu* 
lairç^r'dorfç la  circôârerehçe' ne  pa^èfa^ias^par  ieiir^l^fêm^^  .^i S  ,  ' 
"^  f ,  partahr  elle  ité  coupé  la^rgne^CI>^tf auk-Ûeii^^      €'^15.  ' -'\ 
61.  Définition,  Lorfque  d'un  point  B  (  Fig.  27  )  pris  ^fitr  li^à  * 

Ddij 
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iigne  Afi  décrira  wit  Ugne  BM  indejimc  ^  qui  jira  un  ligne  droite* 

^  DéMONSTRATtoK^  Puifquc  la  ligne  AB  eft  toujoufi|perpendicu« 
laire  fur  AC,  &  que  fon  extrémité  A  n'abandonne  jamais  cette  ligne  ; 
cous  les  points  delà  ligne. BM  fontk  égale  diftance  de  AG.  (5 ^).  Ainfi 
fi  nous  concevons  que  la  ligne  BM  (e  meuve  vers  la  ligne  AG,  de  façcm 
que  tous  fes points  ne  faflent  pas  plus  de  chemin  Tun  que  l'autre,  il  eft 
clairque  lorlque  l'un  de  fes  points  (cra  parvenu  fur  la  ligne  AG;  tous  Ces 
autres  points  feront  auflfî  parvenus  fur  AG,&  que  par  oonféquent  BM 
tombera  toute  entière  fur  AG:  mais  AGeft  droite  :  donc  BMl'eftaufii* 

LIGNES    PARALLELES. 

6j.  Dj^finition.  Deux  lignes  droites  AG ,  BM ,  font  dites  pàral^ 
teUs  entre  elles ,  lorfqu  elles  font  partout  à  égale  diflânce ,  c'eft4^ 
dire  lorfque  les  perpendiculaires  menées  de  tous  les  points  de  l'une 
BM  fur  l'autre  AG ,  font  égales  ;  ou  enfin  lorfqùe  l'une  d'entre  elles 
BM  efl  formée  par  le  mouvement  d'une  droite  AB ,  toujours  perpen- 
diculaire fur  l'autre,  &donc  l'extréifiité  A  n'abandonne  jamais  AG, 
comme  il  a  été  dit  dans  la  propofition  précédente,  (  £g.  3e.  )       . 

68.G0ROLLAIRS.  DoncI^  Tome  perpendiculaire  ^h.  menée  £un 
point  quelconûue  B ,  de  tune  des  parallaes  BM  fur  Foutre  paraUeh 
AC,  mefure  la  dijiance  des  deux  parallèles. 

Tous  les  points  de  BM  font  éloignés  de  AG  d'une  quantité  égale 
à  BA  :  donc  B  A  efl  la  difknce  de  la  droite  BM  à  fa  parallèle  AG.  Or 
la  difhince  d^  la  droite  AG  àla  droite  BM,  ne  peut  pas  être  di£Féf* 
rente  de  la.diflance  de  la  droite  BM  à  la  droite  AG  :  donc  BA  xne- 
lùre  aufli  la  diftance  de  AG  à  BM, 

Dpnc  II®.  Toute  ligne  BA  comprife  entre  les  deux  parallèles  &per^ 
pendiculàire  JufTune  AG ,  ejl  aujfî  perpendiculaire  jur  F  autre  BM. 

,  Les  droites  BM,AG,  étant j>artout  à  égale  diftance;  fi  du  point, 
A,  je  mené  une  perpendiculaire  fur  BMj  ççtte  perpendiculaire  meftK 
i«ra  la  diftance  de  AC  k  BiyL  Or ,  la  diftance  de  AG  à  BM ,  ne  peut 
êcre  diffèrent^  de 4a  diflance  de  BM  à  ÀC ,  c'eû^à-dire  de  la  droite 
BA  qui  a  été  menée  perpendiculaire  fur  AG  :  donc  ia  perpendicu- 
laire menée  de  A  fur  BM  doit  être  égale  à  BA.  Mais  cela  ne  fauroit 
être,  fi  la  perpendiculaire  metiée  du  point  A,  totnbôiten  un  autre 
point  que  B  :  car  en  ce  cas ,  AB  feroit  oblique  fur  BM ,  &  *  pïus 
grande  que  là  perpendiculaire  (  53  }  :  donc  BA  doit  être  perpendi- 
culaire fur  BJVÎ  de  même  que  fur  AC.  ^ 
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Et  de  Ik  il  cft  aifé  de  prouver  Vinverje  de  cette  propoiîtion ,  c'cft- 
à-dire  que  fi  une  lipie  AB  ejl  perpendiculaire  fur  deux  autres  BM,  AC; 
ces  deux  lignes  BM ,  ACjfont  parallèles  entre  elles. 

1  Car  n  on  veut  que  BM  ne  foit  pas  parallèle  à  AC;  concevons  que 
par  le  point  B  on  rafle  pafifer  une  parallèle  à  AC.  La  droite  AB  étant 
perpendiculaire  fur  AC,  fera  auffi  perpendiculaire  fur  fa  parallèle  ; 
mais  AB  eft  auffi  perpendiculaire  (ur  BM  :  donc  il  faut  que  BM  & 
la  parallèle  menée  du  point  B  (oient  la  même  ligne  ;  autrement 
une  droite  AB  feroic  perpendiculaire  fur  deux  différentes  lignes  en 
un  même  point  B  ;  ce  qui  eft  impoffible  (sj)- 

Donc  111°.  D*un  même  point  B  oh  nejauroit  mener  deux  parais 
leles  à  une  même  liffie  AC  :  par  la  raifon  qu'on  vient  de  voir. 

Donc  rV^.  Deux  perpendiculaires  AB ,  TR ,  entre  deux  parallèles 
AC,  BM  fi)nt parallèles  entre  elles:  puifque  la  ligne  AC,  ou  AT  eft 
perpendiculaire  fur  Tune  &  fur  Tautre. 

Donc  V°.  Les  parties  AT ,  BR  des  parallèles  comprifes  entre  deux 
perpendiculaires  AB ,  TKJbnt  égales  entre  elles.  Les  perpendicu- 
laires AB  ,  TR  font  parallèles  entre  elles,  comme,  on  vient  de  voir, 
&  les  parties  AT ,  BR  font  perpendiculaires  fur  elles  ;  donc  les  par- 
ties AT ,  BR ,  (ont  égales  par  la  définition  des  parallèles, 

AN<:LES    ALTERNES. 

6^.  DEFINITION.  Si  une  ligne  droite  RS  (fig37)  coupé  deuï 
parallèles  BM ,  AC  ; 

I"".  Les  angles  BHE,  CEH  qu'elle  fait  en  dedans  des  parallèles,  l'un 
BHE  en  haut  &  à  gauche ,  &  l'autre  CEH  en  bas  &  à  droite ,  (è 
nomment  angles  alternes  :  ain(i  les  angles  MHE ,  AEH  font  au(fi 
alternes. 

IP.  Les  angles  MHR ,  CER  que  la  droite  RS  fait  du  même  coté 
avec  les  parallèles,  fe  nomment  angles  du  même  côté:  les  angles  M|IS, 
CES  font  donc  auilî  angles  du  même  côté  ;  de  même  que  los  angles. 
BHR ,  AER,  &  les  angles  BHS,  AES. 

IIP.  Les  angles  MHE,  CEH,  aue  RS  fait  en  dedans  des  parallèles 
du  même  côté,  (e  nomment  angles  internes  àppofés  :  ain(i  les  angles/ 
AEH ,  BHE  font  auffi  internes  oppofis. 

Proposition    VIII. 

70.  Si  une  droite  RS  coupe  deux  parallèles  BM ,  AC  j  les  angles 
alternes  BHE,  CEHyanr  égaux.  (Fig.  38.) 

Démonstration.  Du  point  £,  j'abàifTe  fur  BM  la  perpendicu- 
laire £V  -  &  du  point  H,  fur  AC  k  per^ndicukire  HT.  Les  angjes  * 


11^     ÉLÉMENS   DE   MATHÉMATIQUES. 

droits  EVHy  HT£  font  égaux;  Ôc  à  cauiè  que  les  perpendiculaires 
£V , HT  font  égales  {6j)^&c que  Its  parties  VH ,  ET  des  parallèles 
comprifes  encre  ces  peipendiculaires  font  aufii  égales  (  68  )  ;  les  deux 
angles  égaux  EVH  y  HTE  ont  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun.  Or , 
la  droite  HE  pa(ïe  par  les  extrémités  de  ces  cotés  :  donc  l'angle  EHV 
que  cette  droite  tàk  avec  le  côté  EH  du  premier  angle  EVH ,  eft 
égal  à  Tangle  HET  qu'elle  fait  avec  le  coté  ET  du  fécond  angle 
HTE.  (47)^  Mais  les  angles  EHV, HET  fout  les  mêmes  que  les 
angles  alternes  BHE ,  CEH  :  donc  les  angles  alternes  (ont  égaux. 

71  «  Cos.O£LAi^9  ïpLes  angUf  Jumêm  co/e  KHM^  W^  font 
égaux  f 

DEMONSTRATION.  L'angle  BHE  eft  égal  à  Tangle  RHM  qui  lui 
çO:  oppofé  au  fommet  (49  j  ;  &  le  même  an^le  BIŒ  eft  éga)  à  fpt^ 
alterne  HET  (  70  )  :  donc  lès  ^gles  RHM  ^  ^EÏ  ibnt  égaux^ 

7X.  Corollaire  II.  Les  angles  internes  op^ojes  IVPI]E  ^  CEH 
valent  ensemble  dfux  droits ^ 

DiÉMON STRATION.  Uauglc  RHM  &  fon  angle  de  fuite  MHE  j 
valent  enfemble  deux  droits  (49)  :  or ,  TangleGEH  eft  égal  à  Tanglp 
RHM  (  71  )  ;  dpnp  Tangle  CEH  &  Tang^le  MHE  valent  auffi  enfem: 
ble  dieux  droits^ 

73.  Corollaire  III.  L'inverfe  de  cette  proppfition  &  de  (es  co>- 
roUaires  eft  auffi .  véritable ,  c'eft-à-dire^  une  ligne-  droite  RS  qui 
coupe  deux  autres  lignes  droites  BM ,  AC ,  fait  Tes  angles  altemeg 
égaux  ou  les  angles  du  même  côté  égaux  ^  où  Us  angles  internes  op^ 
pofés^  égaux  enfemble  4  deux  droits;  les  lignes  BM  y  A,C  Jont  par 
ralUles. 

Démonstration.  Sî  Ton  yeut  qu^  BM  ne  foît  pas  parajlele  à  ACj 
concevons  qye  par  le  pgint  H  on  mené  une  parallèle  à  la  drpîrç  AC: 
là  ligne  RS^  qui  coupera  le$  deyx  parallèles,  ferg  donc  avec  elles  les 
angles  alternes  égaux  ;  Se  par  conféquent  l'angle  que  la  parallèle 
menée  du  ppînt'H  fera  avpc  la  liçne  JIS  du  côté  a^S^  fera  égal  4 
l'angle  TEH.  Mais  Fanglç  qup  Ja  ligne  BH  fait  avec  \RS  (Ju  côté  de 
S ,  eft  auffi  égal  à  Tangle  TEH  :  donc  la  ligne  BH  fera  nécefîaire- 
ment  la  même  que  la  parallèle  menée  du  point  H,  &  par  conféquenc 
Içs  drpites  3H  pu  BIVf  »  .&  ^C  font  parallelf  s. 

74.  Corollaire  IV.  ,5i  deux  lignes  drpites  HE,  SR^o/ir  égaU^ 
ment  inclinées  fur  €  une  ides  parallèles  ACj  elles  font  auj/i  égalemçfu 
inclinées  fî^r  r^ftftre  ^M.  ( Fig.  39  &  49*  ) 
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lignes  HE,  SR ,  pcuvcot  ^tre  égale- 
mépnA  chtà .  OU  d'un  (bns  dif^rei^c. 


Si  cUcf  font  foaJcmcnt  indînées  d'un  même  côté  (/%:  39  )  ;  les  ad- 
rics  HEG ,  SRC  font  donc  égaux  (7 1  )  :  &  partant  les  àe^es  EHB , 
RSB  qui  font  égaux  à  leurs  alternes  HEC,  SRC,  fontauffi  égaux;; 
&  les  droites  HE ,  SR  font  égalemeat  indinéey  fur  BM.  Si  les  droites 
HE ,  SR fontégalement inclinées  fur  AC d'un fens  différent {fig'^)t 
les  angles  HER  ,  SRE  feront  donc  égaux  :  &  partant  leurs  alternes 
EHB ,  RSM  le  feront  aulîî  ;  &  les  deux  droites  HE ,  RS  feront  égà- 
iement  iaclinées  fur  BM  dans  an  fèn?  éîifëéttnt. 

Proposition!  X. 

7«{ .  Les  droites  EH ,  RS ,  également  inclinées  dun  même  coté  entité 
Jeux  parallèles  AC,  ^^j font  parallèles  entre  elles  &  égales,  (fig.  39  ) 

DEMONSTRATION.  La  ligne  AC  qui  coupe  les  droites  £H ,  RS^^ 
fait  les  angles  HEC ,  SRC  du  même  côté  égaux ,  à  caufé  que  le^ 
iignçs  font  paiement  inclinées  du  même  côté  :  donc  ËH,,RS'fonf: 

parallèles  (73).  .       ^  .      ^ 

Des  points  H ,  S  /j^abaifTe  fur  AC  les  perpendiculaires  HT ,  SV  ; 
^nfi  les  angles  BHT,  BSV  (ont  droits  (éS)  &  égaux.  Ceû  pour- 
quoi retranchant  de  ces  angles ,  les  angles  égaux  BHE ,  BSR  (74*)^ 
/es  angles  reftans  EHT ,  R^  V  font  égaux.  Or  les  angles  droits  HTÉ;^ 
5VR  font  égaux  ;  mettant  ddnc  là  figure  RVS  fur  la  figure  ETH> 
enforte  que  la  perpendiculaire  SV  toinbe  fiir  fon  égale  HT  ,  l'angle 
droit  RVS  tombera  fur  fon  égal  ETH  ,  &  1  angle  RSV  fur  fon  ég4 
EHT  ;  dooc  les  deux  lignes  SR ,  RV  tomberont  fur  les  deux  HE  ^ 
£T  &  leur  feront  égales  chacune  à  chacune;  donc  \q%  inclinées  £H^ 
SR  font  égales. 

£t  cettie  féconde  partie  de  la  propofition  ^ft  encore  vr^ie  5  ({uancl 
les  également  inclinées  entre  les  parallèles  font  inclinas  dans  i|li 
feos  diiFérent  f/%.  40)  ;  ce  qu*on  démontrera  de  la  mên*é  façon*     . 


•76.  CoRon-MHK.  L Les  portiesSfiyERtksparaikles comprifei 
centre  Us  égcUemeru  inclinées aiMrrtime  côté^ftym  é^e»  (-fig.  39). 

DbmonstraticJîJ.  Nous  venons  de  voir  que  les  droites  ET ,  RV 
font  égales.  Aioucant  donc  à  chacune  de  ces  lîgncs  droites  TR,, 
nous  aurions  ER  =  TV.  Mais  à  câuf^  dés  perpendiculaires  HT ,  S V^ 
BOUS  avons  TV  =  HS  ;  donc  US  =  EïL 


77.  Corollaire  IL  Si  deux  ligmrMEfSRfofÉij^àlleles  entre 
ideux parallèles ^  BM,  AC,  ell^^u  eigaUmnM  irtêUnées  entre  ces 
foraÛeles,  &  égales  (  f^.  35). 

TombJL  £e 
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Démonstration.  Les  deux  lignes  U£,  SR  étant  parallèles  entre 
elles  ;  la  ligne  droite  AC  qui  les  coupe ,  fait  les  angks  H£G  ^  SR€ 
•du  même  côté  égaux  (71)  :  donc  ces  lignes  font  également  inclinées 
du  même  côté  *  &  puifqu'elles  font  également  inclinées ,  elles  font 
i%ales(75}. 

Proposition    X^ 

w 

78.  Si  deux  points  H,  S  itune  droite  BM,  prolongée  y  fi  F  on  veut  y 
à  t infini  ^  font  également  éloignés  dune  droite  hCj  aujfi  prolongée 
à  rinfini  ,  qui  ejtdun  même  côté  par  rapport  à  ces  points  i  la  droite 
BM  efiparalelle  à  ^C ,  &  cette  droite  Bm  pafie  par  tous  les  points, 
quijont  autant  éloignés  de  AC  du  même  côté  que  les  points  H ,  S.. 

*  • 

Di^MONSXRATiON.  Puifque  les  points  H,  S  font  k  égalé  diflanca 
de  ACj^les  perpendiculaires  HT ,  menées  de  ces  points  lur  AC ,  font 
éjg^ales  (5  <^),.  Concevons  donc  que  la  perpendiculaire  HT ,  fo  meuve 
et  fiçon  que  fon  extrémité  T  parcoure  tous  Tes  points  de  la  droite 
ACj  &  que  pendant  ce  mouvement  la  droite  HT  foit  toujours  per^ 
pcndiculaire  for  AC  :  il  eft  clair  que  lorfque  le  point  T  tombera  fur 
te  point  V, la* perpendiculaire  HT  tombera  for  la  perpendiculaire  SV 
qui  lui  eflf  égaie.  Car  autrement,  d'un,  même  point  V  on  pourroit 
élever  deux  perpendiculaires  for  AC  ;  ce  qui  eft  impoflible  (5 1).  Or 
pendant  ce  mouvement,  Tautre  extrémité  H  de  la  perpendiculaire 
HT  décrira  une  Hgtre*  HS  qui  fera  droite  {G€)\  &  cette  droite  pro- 
longée-à  Finfini,  fera  parallèle  k  AC  (67)  :  donc  la  droite  BM  qui 
-patte  par  les  deux  points  H ,  S  de  la  dtoite  HS ,  &  qui  par  conféquent 
n'eft  pas  différente  de  la^  droite  HS  prolongée  à  1-infini  (34) ,  eft  auffi 
paralelle  à  AC. 

Maintenant  puifque  BM  eft  parallèle  à  AC,  il  eft  clair  que  tous 
ies  points  font  autant  éloignés  de  AC  que  les  pointsH,  S.  Mais  fi  Ton 
veut  que  malgré  cela  il  fe  trouve  du  même  coté  queFque  point  tel. 
queP,  qui  foit  autant  éfoigné  de  AC  que  les  points  H,  S,  &  qui  ce- 
pendant ne  foit^  pas  for  BM  ;  je  mené  du  point  H  au  point  E^  Ja  droite 
HI?,  laquelle  fera  parallèle  à  AC  à  caufe  de  fes.  deux  points  H,  P 
également  éloignés  de  AC ,  &  partant  d'un  même  point  H  j  o«i 
•pourra  mener  deux  parallèles  HB,  HM  à  une  même  droite  AC  \  ce 
•^ureft  impolTible  (éS).  C.  Q.F.  D., 

79.  PnoBLÀME.  D*un  point  donné  H  priJs  hors  dtune  droite  AC  , 
'&  qui  rCefipas  dans  fçn  prolongement  ^m^ner  une  parallèle  àla,droit9 

AC(Fig.39).  '    '        "    •;...  •/  ' 
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Solution.  Du  point  H  j'abaifle  une  perpendiculaire  HT  fur  AC: 
d'un  autre  point  V  pris  fur  AC ,  j'élcvc  fiir  AC  une  perpendiculaire 
VS  que  je  fais  égale  à  HT.  La  ligne  droite  HS  menée  par  les  extré- 
mités H^S  des  perpendiculaires,  eft  la  parallèle  demandée  :  car  les 
deux  points  H  y  S  par  lefquels  elle  palTe ,  font  également  éloignés  de 
h  droite  AC  ;  ce  qui  la  rend  parallèle  (78). 

Ou  bien  du  point  donné  H  ,  (  Fig.  41  ) ,  je  mené  fur  AC  une 
oblique  HR  ;  &  faifant  en  H  un  angle  RtiP  égal  à  Tangle  HR A ,  le 
côté  HP  de  Tangle  RHP  eft  la  parallèle  demandée  :  à  caufe  des  an- 
gles alternes  égaux  RHP ,  HR  A. 

80.  Remarque.  On  ajoute  ordinairement  à  la  définition  des  pa- 
rallèles quelles  ne  fe  rencontreront  jamais ,  quand  même  on  les  pro^ 
tongeroit  à  rinjmi;  niais  il  m'a  paru  qu'il  fuffifoit  de  dire  qu'elles 
itoient  toujours  à  é^ale  dijlance  :  car  il  eft  vifîble  que  fi  elles  font 
toujours  à  é^ale  diftance^  elles  ne  peuvent  jamais  fe  rencontr^. 

Proposition    XL 

Si.  Si  une  droite  PQ  ejî  parallèle  à  F  une  des  deux  parallèles  BM, 
AC,  elle  ejl  aujji  parallèle  à  F  autre.  (Rg.  42 ,  43  ). 

DEMONSTRATION.  Il  pcut  fe  faire  que  la  droite  PQ ,  parallèle  à 
BM,  foit  entre  les  parallèles  BM ,  AC  (fig.  41)  ;  ou  au-delà  de  AC 
{fig.  43);  ou  au-delà  de  BM  (  Fig.  44). 

Jt"^.  Si  PQ  paffe  entre  les  parallèles  BM,  AC  ;  je  mène  entre  ces* 
parallèles,  la  perpendiculaire  HT  qui  coupe  PQ  en  E  ;  &  à  caufe  que 
PQ  &  BM  font  parallèles  par  fuppofition  ;  la  droite  HE ,  perpendi- 
culaire fur  BM,  eft  auffi  perpendiculaire  for  PQ  (68).  Or  le  prolon^ 
gement  ET  de  la  droite  HE  eft  encore  perpendiculaire  fur  PQ  (5 1  )^ 
&  ce  même  prolongement  ET  eft  auffi  perpendiculaire  fur  AC;  puis- 
que la  ligne  HET  eft  perpendiculaire  fur  AC  ;  donc  les  droites  PQ^ 
AC  font  parallèles  (^8). 

11"^.  Si  PQ,  parallèle  à  BM,eft  au-ddà  de  AC^  je  mené  entrç 
ces  deuy*  lignes  la  perpendiculaire  HE;  i&  la  partie  HT  de  cette  per- 
pendiculaire ,  fera  perpendiculaire  (ur  AC;  àcaufe  que  BM,  AC  fonjt 
parallèles  (5 1).  Or,  le  prolongement  TE  de  HT,  eft  encore  perpen- 
diculaire fur  AC  (5  ï);  &  le  même  prolongement  eft  perpendiculaire 
fur  PQ;  puifq^ie  l^liffne  pntierç  HE  eft  perpendiculaire  fur  PQ  ;.dooc 
les  lignes  AC^  PQ  ^nt  parallèles  (68). 

III^  Çnfin  fi  PQ ,  parallèle  à  BM ,  eft  au-delà  de  BM  (  Fig.  44)  ; 
je  mène  entre  cç^^  deux  lignes  la  perpendiculaire  HE,  &  par  confé* 
^uent  le  prolongement  HT  de  cette  perpendiculaire  étant  encore 
perpendiculaire  for  Ç^  (5  i)afçra  ^^  perpendiculaire  for  AC  pa« 

^       Eeij 
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rallcle  à  BM  (^)  :  donc  la  Kgne  droite  EHT  fera  perpsadiciil^e 
fur  PQ  &  AC>  &  cestleiix  droites  feront  parailefes  (6S). 

82.  CoROLLÂiRF.  DoncfiéfeuxJroittsBM^ACfoMparalielesâ 
une  troifieme  PQ^  elles  fom  pa>raReUs  entre  elles. 

Dj^MONSTRATiON.  F.  Si  k  droke  PQ  eft  entre  les  dévxBMyAG 
{Fig.  41)  y  je  prends  fiir  FQ  un  point  £  y  duquel  j'élève  de  parc  & 
d'autre  des  perpendiculiures  fur  FQ  qui  aillent  coiyer  les  droites^ 
BM ,  AC*  Ainfi  à  cauîe  que  BM  &  PQ  font  parallèles  y  la  perpendi- 
culaire EHTera  auffî  perpendiculaire  fur  BM  (498);.&à  caufe  que  AC 
&(,  FQ  font  auffi  parallèles  y  la  perpendic^alaire  £T  fera  auffi  pemen- 
diculaire fur  AC (68).  Orales  deux  peipendicuïaires  EH,  ET  fur 
FQ  y  ne  font  qu'une  même  ligne  droi(:e  HE  (51):  donc ,  à  caufe  que 
cette  droite  HE  efl  perpendiculaire  fuj  les  deux  BM  ^  AC  \  ces.  deux 
lignes  font  parallèles  (68). 

IF.  Si  la  droite  PQ  efl  au-delà  des  deux  BM,  AC,  par  exemple^ 
au-delà  de  AC  (  Fig.  43)  ;  je  mené -entre  PQ ,  &  la  parallèle  BM ,  la^ 
perpendiculaire  EH  :  &  à  caofè  que  AC  efl  auffi  parallèle  à  FQ ,  la^ 
partie  ET  de  la  perpendiailake  ËH  fera  auffi  perpendiculaire  fur  AC 
(68)  :  donc  le  prolongement  TH  de  la  partie  ET  étant  encore  per- 
pendiculaire fur  AC  r  de  même  qu'il  l'efl  fur  BM  ;  \ts  droites  BM 
&  AC  feront  parallèles  C^8);^  &  on  démontreroit  la  même  chofe  yS: 
FQ  étoit  auKlelà  de  BM. 

PropositiokXIL' 

83.  Si  étunpoiru  quelconque  Apris  horsJHime  droiu  B^ prolongée 
même  à  r infini  ,  on  mené  uru  perpendiculaire  fia-  cette  droiu  ^  &  pltt- 
fieurs  inclinées  AB ,  AD,  Aîi,  ^c  y  la  perpendiculaire  fena  toujours 

du  coté  des  moindres  an^es  que  les  obliques  fjm  avec  la  droite  BM.^. 
£f  les  obliques  les  plus  longues  feront  les  plus  inclinées  (  Fig..45). 

Djémonstration.  p.  Du  point  H ,  où  l'oblique  AH  coupe  k 
droite  BM ,  j'élève  la  perpendiculaire  HL ,  laquelle  laiflbra  le  point  A 
fur  fa  gauche  ou  fur  fa  droite:  car  fi  elle  pafifoit  par  A ,  elle'auroit  les 
deux  points  H,  A , communs  avec  la  droite  AH;  &par  conféquenc 
elle  feroit  la  même  que  l'oblique  AH  (34)  ^  &  ne  feroît  pas  perpen*- 
dicuiaire  fur  BM.  Suppofons  donc  que  le  point  A  foit  à  gaudie  de 
HL:  les  angles  LHB,  LHM,  que  la  perpendiculaire  fait  fiiF  BM 
font  droits  ($  i)  :  par  confëquent  ils  valent  enfemble  deux  droits ,  de 
même  que  tes  angles  de  fiiite  AHB ,  AHM  qub  l'obHque  AR  fait 
avec  la  même  droite  BM  (49).,Or,  à  caufe  que  le  côté  AHd€  Tangte 
AHB  efl  à  gauche  de  la  perpendiculaire;  Tangle  AHB  efl  moifidtfe 
'  que  L'angle  droit  LHB  :  donc  i'aucre  angle  AHM  efl  pkis  grand  que 
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l'autre  angle  droit  LHM  :  ain(i  l'angle  AHB  eft  le  plus  petit  des 
deux  angles  que  Tinclkiee  AH  fait  fur  BM. 

Maintenant  fi  la  perpeadiculaîre  abaifTée  do  point  Afur  BM ,  cou-^ 
pôîc  cette  àtdtc  du  coté  du  plus  grand  angle  AHM  y  il  faudroit 
qu'elle  coupât  awvarant  la  perpeadicùlaiFe  HL  en  qiielque  poinc 
S  r  &p»tant  i  il  s  enfuivroit  que  d'un  même  point  S^prîs  lù>rsd^une 
droite  BM ,  on  pourroit  mener  deux  perpendiculaires  SH,  SM  j  ce 
qui  eft  in^ilible  (5I')  :  donc  il  faut  que  k  perpendiculaire^  menée 
du  point  À  9  coupe  BM  en  quelque  point  £  du  côté  du  moindre  an^ 
gle  AHB  que  ToUique  AH  fait  avec  BM;  &  ain(i  des  autres. 

11^.  Soient  les  deux  obliques  AE^  AD ,  du  même  coté  de  la  per-« 
pendiculaire  AB  :  du  point  B^  où  la  plus  éloignée  coi^  la  ligne  BM  , 
je  mené  ime  droite  BR  parallèle  à  l'autre  oblique  AD  :  ainu  ^caufe 
que  BM  coupe  les  parallèles  BR  ^  D A  ;  les  angles  du  même  côté 
RBM^  ADM  font  égaux  (71).  Or  ^à  caufè  que  l'oblique  LA  coupe 
ces  deux  parallèles  ^Tangle  ABM  eu:  moindre  que  Tangle  RBM  : 
donc  il  efl:  auilr  plus  petit  que  Tangle  ADM  y  &  partant  l'oblique 
AB,  plus  longue  que  l'oblique  AD,  eft  auffi  plus  inclinée  fur  BM 
ique  AD. 

Si  l'oblique  la  plus  loflgue  AB  efi  du  côté  de  B  par  rapport  a  la 
perpendiculaire  AE ,  &  que  l'autre  oblique  plus  courte  AH  foit  de 
l'autre  côté;  je  prends  de  ce  même'côté  iine  oblique  AM  égale  à  To-^ 
blique  AB.  Ainfi  les  difbnces  SB ,  £M  y  du  pied  de  la  perpendicu- 
laire AE  auxproints  B^  M ,  des  obliques ,  ibnt  égales  (54)  ^  &:  les 
angles  ^ux  àSA ,  AEM,  ont  les  oôtés  AË ,  £B  ^aux  chacun  à 
chacut?  aux  côtés  AE ,  £M  :  donc  l'angle  ABM ,  fait  avec  le  côté 
BE  par  la  ligne  AB  qm  joiiff  les  extrémités  des  côtés  du  premier  an-^ 
gle  AEB ,  eft  égal  à  fangle  AM£  fait  avec  le  côté  ME  par  la  ligne 
AM  qui^  joint  ks  extrémités  des  côtés  du  fecond  angle  AEM  (47).^ 
Or ,  à  caufe  que  l'dblîque  AM  oft  plus  grande  que  l'oblique  AH  qui 
-eft  du  même  côté  ^  elfe  eft  auffi  plus  itKrlinée  fur  BM  que  AH^  comme 
nous  venons  de  le  prouver  :  donc  l'oblique  AB ,  qui  eft  autant  in<^ 
elinée  que  l'oblique  AM,  eft  auffi  pks inclinée  que  AH  qui  eft  plus» 
courte  qu'elle.  Q  Q.  F.  D^ 

84/CoROXLAikE.  Donc  les  oèliques  égales  font  également  mcli- 
nées  fur  BM ,  ^  font  avec  elles  des  angles  égaux  ;  ce  qu'on  démon^ 
irera,  comme  nous  avons  fait  à  l'égard  des. obliques  ^ales  AB,  AM^ 

.  85.RRMAH(îUE.On  a  toujours  reproché  à  Ëuclide  d^avoir  pris 

pour  axiome  que  deux  lignes  qui  ne  font  pas  parallèles ,  étant  pro^ 

'  hngées  départ  &  d! autre  ^  doivent  fe  couper:  &  la  raifon  en  eft ,  a-t-^oâ 
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dk,  parce  qu'il  y  a  dans  la  Géométrie  des  lignes  qui  s'approchent 
de  plus  en  plus^^âc  qui  cependant  ne  fe  coupent  jamais ,  &  qije  d'ail* 
leurs  Ëuclide  pouvoit  démontrer  cet  axiome. 

Si  ce  reproche  étoit  légitime^  on  pourroit  le  faire  auffi  à  qui* 
conque  avanosroit  fans  preuve  que  dsti^c  lignes  droites  qui  fe  coupent  ^ 
s  éloignent  déplus  en  plus  entre  elles  ^  à  mejure  quelus  s* éloignent  du 
point  où  elles  fe  coupent  i  &  que  deux  lignes  qui  font  plus  proches  d'un 
côté  que  d*un  autre  ^  s'éloignent  de  plus  en  plus  y  en  allant  de  la  moin^ 
dre  aijlance  à  la  plus  grande  ^  &  s  approchent  de  plus  en  plus  ,  en  al^ 
lant  de  la  plus  grande  diflmçe  à  la  moindre.  Car  ces  deux  propofi-r . 
dons  peuvent  (e  démontrer  :  &  d  ailleurs  il  y  a  dans  la  Géoipé^ne  de$ 
lignes  qui  n'ont  jrvç  ces  propriétés. 

Afin  donc  qu'on  ne  m'accufe  pas  d'ufèr  de  fuppoiîtioiis  ;  &  pour 
faire  voir  qu^on  peut  fort  bien  prouver  ce  qu'on  avance ,  fans  avoir 
recours  à  la  méthode  (ans  ordre,  dont Euçluie  s'eft  fervi :  voici  com* 
ment  je  dé;nontre  <:es  trois  propofitions. 

PROPOSITION     XIII. 

86.  Si  deux  lignes  droites  fe  coupent  i  elles  s'éloignent  entre  elles 
de  plus  en  plus ,  à  fn^fure  quelles  s^élpignenf  du  point  où  elles  fe  cou^ 
pent,  (fig.46.) 

DiéMONSTRATioK.  Lcs  dcux  droîtcs  AB,  AG,  fe  coupent  en  A, 
-Si  l'on  veut  que  ces  droites  ne  s'éloignent  pas  dé  plus  en  plus,  k  mcr- 
fure  qu'elles  s'éloignent  du  point  A;  il  faudra  donc  qu'il  fe  trouve  fur 
AB  des  points  tels  que  D  &  £  qui  foient  également  éloignés  de  ]a 
droite  A€  ;  ou  dont  le  plus  éloigné  £  du  point  A  ,  fe  trouve  plus 
proche  de  la  droite  AC,  que  le  moins  éloigné  J). 

p.  Si  l'on  veut  donc  que  les  points  D,  £  foient  à  é^ale  diflance 
de  AC  ;  la  droite  D£  qui  paflera  par  ces  deux  points  fera  parallèle 
à  AC  (  78  ).  Or  cette  droite  D£  eftpartie  de  la  droite  AB  qui  coupe 
AC;  donc  il  s'enfuivroît  qu'une  droite  AB  aurait  une  partie  D£par 
rallele  à  une  droite  AC,  &  une  autre  partie  DA  qui  couperoit  cette 
même  droite;  ce  quiefl  impofnble;  puifque  deux  parallèles- prolonr- 
gées  à  l'infini ,  (ont  toujours  a  égale  diflance. 

IP.  'Si  Ton  veut  qije  Je  ppint  E  de  la  droite  AB ,  lequel  efl  plus 
éloigné  du  point  A  que  le  point  D^  foit  cependant  plus  proche  de 
la  (Jroitç  AC  que  le  point  D  :  je  mené  du  point  D ,  une  droite  DM 
parallèle  à  AC  ;  &  par  conféquent  tous  les  points  de  cette  parallèle 
feront  autant  diflans^e  la  droite  AC  que  le  point  D.  Et  comme  on 
fuppofe  que  le  point  E  efl:  plus  proche  de  AC ,  que  le  point  D  ^  il 
/audroit  nécedàirement  que  le  pojnt  E  £dc  entre  les  parallèles  PM  , 
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AC^  comme  en  P.  Or  la  droke  A^  coupe  la  parallèle  DM  en  D  ;  & 
par  conféquenc  cette  droite  étanc  parvenue  en  D,  pafle  au-delà  de  la 
parallèle  :  donc  >  afin  qu  elle  pajflàt  par  P  ^  il  faudroit  qu'elle  coupât 
la  parallèle  DM  en  un  autre  point.  Mais  une  droite  ne  peut  pas  cou^ 
per  une  autre  droite  en  deux  points  (  3  O  *  ^^^^  ^^  ^'^^  P^  poflible 
que  le  poinr  £  foit  ph»  proche  de  AC  que  le  point  D;  Ainfî  il  faut 
néceflàirement  que  tous  les  points  de  AÉ  s'éloignent  de  plus  en  plus 
de  AC  y  à  mefure  qu'ils  s'éloignent  du  point  A.  Ce  qu'il  falloit  dé-* 
.  montrer. 

P  K  o  p  a  s  I  f  I  o  N    XIV. 

87.  Si  deupc  (boites  AB,  CD  yjic  font  pas  partout  à  égale  dijîance;^ 
ces  droites  prolongées  à  t infini  ^  s  éloignent  de  plus  en  plus  yen  allant 
de  la  puite  di (lance  vers  la  grande ,  ô sappivcïunt  déplus  en  plus  en 
allant  du  fins  contraire  y  (  fig.  47  ). 

DiÉMONSTRATiON.  Le  point  A  delà  ligne  AB,  eft  pi*»  proche  dcr 
la  ligne  CD  y  que  l'autre  point  B.  Je  mené  du  point  A  la  droite  AM 
parallèle  à  CD;  &  dont  par  conféquent  tous  les  points  font  autant; 
éloignés  de  CD  que  le  point  A  :  ainfî  le  point  B  de  la  ligne' 
AB  9  étanrplus  éloigné  de  CD  que  le  point  A ,  la  ligne  AB  efl  en- 
deçà  de  la  ligne  AM  par  rapport  à  CD.  Or ,  AB  coupe  la  ligne  AM  r- 
donc  par  la  propofition  précédente ,  tous  fes  points  en  allant  de  A^ 
en  B  &  au--delà  deB,^  séloignent  de  plus  en  plusde  CD  ^  parallèle  ^ 
AM. 

11^.  Maintenant  fi  fc  prolonge  BA  au-delk  du  point  A  en  S ,  &c 
AM  auffr  au-delà  de  A  en  R  ;  le  prolongement  AS  de  B  A ,  paflera^ 
de  l'autre  côté  de  la  parallèle  MR  qu'elle  coupe  ;  &  par  confequenr 
le  prolongement  fera  entre  les  deux  parallèles  RM-,  (JD  :  &  commet 
AS  s'éloignera  de  plus  en  plus  de  AR ,  à  mefure  qu'elle  s'éloignera* 
du  point  À ,  par  la  propofition  précédente  ;  il  s'enfuit  que  AS  s'ap- 
prochera de  plus  en  plus  de  CD  prolongée.  C.  Q.  F.  D.. 

P  R  o  P  o  s  L  T  I  o  N     XV. 

88.  Si  deux  droites  AB  j  CD  y  ne  font  pas  partout  à  égale  difi- 
tance  ^ces  deux  droites  prolongées- du  côté  de  leurs  moindres  dijlances> 
doivent  fi  couper  y{  fig- 48  ). 

DléMONSTR'ATioirv  Dcs  points  A,  B  de  ladrofte  Aî,  j^abaifTe  fur; 
h.  droite  CD  prolongée  s'il  le  faut,  les  perpendiculaires^ AR ,  BD; 
&  trouvant  que  AR  eft  plus  courte  que  BD>  je  vois  que  te  point  A^ 
de  la  ligne  AB  eft  plus  proche  de  CD ,  que  l'autre  point  B«  Du  poinr 
fe  plus  proche  A I  j'abaiiTe  furBD  la  peipendiculaire  AM  :  ainfi^  la^ 
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ligne  BD  écanc  perpendiculaire  fur  les  deux  AM^  d>^  ces  deux 
lignes  font  parallèles  (  68  )  :  &  par  conféquenc  le  point  M  de  la  ligne 
AM  y  étant  %  nème  diftance  de  la  }igne  CO  que  le  point  A  >  doit  être 
moins  éloigné  de  CD  que  le  point  B  de  la  droke  AB  ;  c'eftà«dii« 
que  la  perpendiculaire  AM  coupe  fur  HD  une  partie  BM.  Je  porte  la 
partie  BM  fur  BP  plufieurs  fois  jufqufà  ce  que  jç  pafle  au^là  du 
point  D^  par  exemple ,  ici  de  M  en  N  >  &  de  N  en  ]P  qui  eft  aunklil 
de  D  :  ce  que  je  puis  toujours  faire  ^  à  caufe  qije  la  ligne  BD  n'étanç 
pas  infinie ,  pûifqu'elle  pourroit  encore  être  prolongée  au-delk  des 
points  B  &  D^  ne  lauroit  contenir  fa  partie  BM  unç  infinité  de  fois* 
Des  points  de  divifion  Ni  P,  j'élève  des  perpendiculaires  indéfinies 
Î^S ,  PV  fur  BP,  lefquelles  feront  parallèles  aux  droites  AM,  CD  ^ 
à  çaufe  que  BD  eft  perpendiculaire  f«r  toutes  ces  l^nes  (  68  ).  Cpla 
pofé: 

Les  droites  ABX ,  BDP  étant  perpendiculaires  for  DC ,  (ont  pai^ 
ralleles  entre  ejlcs  (  ^8  )  >  9tç  perpendiculaires  fur  les  droites  AM , 
NS.,  PV  parajldes  à  CD  (  68)  ;  ainfi  leurs  parties  AQ,  MN  corn- 
prife$  entre  le$  parallèles  AM  y  N$  foQt  eg^cs  (77  )  ;  &  comme  MN 
i^d  égal  à  BM  par  la  conftruâion  ,  AQ  eu  anifi  égdi  à  BM.  Prenant 
donc  fur  NS ,  la  partie  QS  égale  à  MA ,  les  ai^e^  BMA»  AQ5 
font  égaux ,  &  ont  les  cotés  égaux  chacun  à  chacun  :  ç'efl  pourquoi 
menant  la  ligne  S-V  >  qui  joint  les  extrérçités  des  cotés  de  Tanglç 
AQS;  cette  ligne  fers  avec  k  côté  AQ  de  cet  angle  AQ$  y  un  angle 
SAQ  égal  à  l'angle  ABM  fait  avec  le  côtjé  BM  de  Tautre  angle  BMA. 
par  la  droite  AB  (  47  ).  Or  ^  la  ligne  BA  étant  entre  \p$  deux  paral*^ 
leles  BD  >  AR;  cette  ligne  {prolongée  du  côté  de  A^  feroît  en  A  avec 
^a  parallèle  AQ»  un  angle  égal  k  Tangle  du  même  côté  ABM  (  71  ); 
&  par  cofifëquent  égal  à  l'angle  SAQ  :  donc  le  prolongement  de 
BA  y  ne  peut  pas  être  différent  de  la  lijgne  AS  ^  &  la  ligne  BA  pro^ 
longée  doit  couper  la  droite  SN. 

Je  nicne  du  point  S  la  droite  ST  perpendiculaûrefiir  CD  prolongée, 
&  cette  droite  SX  étant  prolongée  en  X,  eft  auffi  jperpendiçulaire 
fur  Py  parallèle  à  DT  (  68  ).  De  plus,  la  même  droite  ST,  fera  pa- 
lallele  à  BP,  qui  eft  aufli  perpendiculaire  fur  DT  (68).  Aînfi  les 
droites  SX ,  NP  perpendiculaires  entre  les  parallèles  SN ,  TD  font- 
égales  (67)  j  &  à  caufe  de  NP=BM,  nous  aurpns  SX=BM, 
Prenant  donc  fur  PV ,  la  partie  XV  égak  à>AM,&:  menant  la  droite 
VS  ;  le$  ajigles  BMA,  SXV  font  ég^x,  &  ont  les  côtés  égaux  char 
cun  à  chacun*  C^efl  pourquoi  je  prouverai  coorme  ci-deiH» ,  que 
Tangle  ABM  eft  égal  à  Tangle  VSX,  Mais  fi  la  droiie  BA  déjà  pro- 
longée PO  S I  étoit  encore  pnoJongiâe  au^ckjà»  tk  S  |  e]lk  feroit  en  S. 

/jvep 
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avec  la  droite  SX  parallèle  àBP,  un  angle  égal  à  Tangle  ABP  (71), 
&  par  conféquent  égal  à  l'angle  VSX  :  donc  le  fécond  prolongement 
SV  de  la  droite  AB,  ne  doit  pas  être  difFérent  de  la  droite  SV;  & 
partant  AB  prolongée  en  S ,  puis  au-dclk  de  S  3  doit  couper  la  droite 
PV  ;  donc,  à  plus  forte  raîfon ,  la  droite  AB  prolongée  coupera  en 
quelque  point  E  la  droite  CD  prolongée  ;  puifque  celle-ci  étant  tou- 
jours entre  ces  deux  parallèles  SN ,  PV ,  la  droite  AB  ne  peut  couper 
SN  &  PV  fans  couper  DE.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 


CHAPITRE      II  L 

DES  TRIANGLES  ET  DES  FIGURES  DE  PLUSIEURS  COTÉS  ^ 
CONSIDÈRES  PAR  RAPPORT  A  LEURS  COTES  ET  A  LEURS 
ANGLES. 

89.  DEFINITIONS.  1  ouT  cfpace  plan  renfermé  par  plufieurs  lignes 
fe  nomxti^J^re.  Si  les  lignes  qui  renferment  cet  efpace  font  droites, 
la  figure  le  nomme  figure  reSiligne  :  fi  ces  lignes  font  courbes ,  la 
figure  eft  dite  curviligne  ;  &  fi  i^s  unes  lont  droites  &  les  autres 
courbes  ^  la  figure  (e  nomme  mixtiligne.  Nous  ne  parlerons  ici  que 
des  reâil ignés. 

90.  La  plus  fimple  de  toutes  les  figures  reâilignes ,  eft  celle  qui 
eft  comprife  fous  trois  lignes  droites  &  qu'on  nomme  triangle;  car 
il  eft  clair  qu'il  faut  au  moins  trois  lignes  droites ,  pour  renfermer 
un  efpace. 

9 1 .  Le  triangle  confidéré  par  rapport  k  £ts  côtés ,  eft  équilatéral, 
lorfque  {ts  trois  côtés  font  égaux  ;  ijofceUj  lorfqu'il  n'y  en  a  que  deux 
égaux  ;  àcfiaUne ,  lorfque  tes  trois  côtés  font  inégaux. 

92.  Le  triangle  confidéré  par  rapport  à  (es  anjgles,  fe  nomme  r^c- 
tangle ,  lorfque  l'un  de  ks  angles  eft  droit  ;  ambligone  ou  ohtus-^in^ 

e  y  lorfqu'il  y  a  un  angle  obtus  ;  oxigone  ou  acutangle  ,  lorfque 
es  trois  angles  font  aîgusi 

93.  La  bafe  d'un  triangle  eft  le  côté  fur  lequel  on  conçoit  qu'il 
s'appuie  ;  &  il  eft  indifférent  de  prendre  pour  bafe,  lequel  on  voudra, 
de  (es  côtés  :  mais  ordinairement  dans  le  triangle  reâangle ,  on  prend  ^ 
pour  bafe  le  côté  oppofé  à  Tangle  droit  y  &  cette  baie  fe  nomme 
hypotkénufe  ;  &  dans  un  triangle  îfofcele,on  prend  pour  bafe ,  le 
côté  qui  eft  inégal  aux  autres. 

94.  La  hauteur  d'un  triangle  ABC  {fig.  49  6*  50  ),  eft  la  perpen- 
diculaire BD  abaifTée  fur  la  bafe  AC  de  l'angle  oppofé  B ,  qu'on 
nomme  alors  hjbmmei  du  triangle  ^  &  ij  n'importe  pas  que  cette 
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perpendiculaire  tombe  flir  la  bafe  en  dedans  du  triangle  (fig*  49  )  ^ 
ou  fur  la  ba(è  prolongée  en  dehors  (Jig.  ^  o  )  :  car  par  le  moc  de  haun^ 
teur\  on  entend  la  diftance  du  (bmmet  à  la  bafè,  laquelle  doit  (e  me^ 
furet  par  le  chemin  le  plus  coufc  y  c'efi-à-dire,  par  lapeipendiculaire.. 
91J.  Lorfqu'on  prolonge  Tun  des  côtés  AC  (fig.  50)  d'ua  triangle^, 
l'angle  BCD  fait  par  fou  prolongement  CD ,  avec  fon  côté  voifin 
BC,  fe  nomme  an^  externe;  &c  les  trois  angles  du  triangle  fe 
nomment  angles  imemes* 

PropositiokXVÏ. 

9J,  Dans  tout  triangle  ABC  ,  deux  côtés  quelconques  pris  enfcm- 
kle  ,  font  plus  grand  que  le  troijieme.  (  fig.  49 .  ) 

DiMONSTRATioN,  Le  côté  AB  eft  droit  entre  fes  extrémités  A  ,. 
B  :  donc  il  eft  plus  court  que  les  deux  autres  BC,  AC  ^  qui  pris  en^ 
femble  (è  terminent  aux  mêmes  extrémités ,  &  ainfi  des  autres.. 
C-  Q.  F.  D. 

96*  Problème.  Avec  trois  Ggmes  droites  données-  ^  conjbuire  un 
triangle.  (  fig.  ^  i .  ) 

Solution.  Si  les  trois  lignes  données  ne  font  pas  telles  qu'en  les* 
prenant  deux  à  deux  ,  elles  (bioit  toujours  plus  grandes,  que  la  troi-^ 
fîeme;  le  problème  eft  irapoffîhle  :  car  c'eft  unexondicion  nécellaire 
dans  tout  triangle.  (9;;.  ). 

Mais  fi  cette  condition  eft  ^remplie  ,  je  prends  Tune  des  droites^ 
dontiées  AC  pour  bafe  :  de  Textrêmité  A  prife  pour  centre ,  &  avec 
une  ouverture  de  compas  égale  à  la  féconde  des  lignes  données^  je 
décris  un  arc  PQ  :  de  i'autre  extrémité  C  prife  pour  centre  .je  décris- 
un  autïc  arc  RS  du  même  côté  que  l'arc  PQ  :  &  comme  les  deux 
rayons  pris  enfèmble  font  plus  grands  que  la  bafe  AC  ;  les  deux  arcs^ 
PQ,  RS  fe  coupent  en  un  feul  point  B  hors  de  la  ligne  AC.  (  59.) 

C'eft  pourquoi  menant  du  point  B  les  droites  BA,  BC,;  le  triangle 
ABC  eft  le  triangle  demandé:  car  le  rayon  BA  de  Tare  PQ ,  eft  égal 
à  la  féconde  des  iignes  données  ;  le  rayon  BC  de  l'arc  RS^  eft  égal 
à  la  troifieme  \  &c  la  bafe  AC  eft  égal  à  la  première. 

Proposition^    X  V  I  I. 

97.  Daiis  tout  triangle  ^  Cangle  externe  BCD  vaut  les  deux  i/i^ 
ternes  oppojes  rCB  A.  ^  BAC',  &  les  trois  angles  du  triangle  pris  en^ 
fernble  valent  deux  angles  droits,  (fig.  ^  1^ 

D:éMONSTiUTioN.  ^^  De  Tangle  B  oppofé  au  côté  prolongé  AC, 
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je  mené  MN  parallèle  à  ce  côeé  AC  :  Tangle  DCD  eft  donc  égal  à  ton 
alterne  MBC  (70).  Or  l'angle  MBC  vaut  ks  deux  angles  MBA, 
ABC;  &  l'angle  MBA  efl  égal  à  fon  aheme  BAC  :  donc  l'angle  ex^ 
terne  BCD ,  égal  à  l'angle  MBC ,  e&  égal  aux  deux  internes  oppofés 
BAC  y  ÀBC« 

II^  L'angle  BOA  eft  égal  à  fon  akerne  CBN  ;  &  l'angle  BAC 
efl  égal  à  (on  alterne  MBA:  donc  les  trois  angles  MBA^  ABC, 
CBN  9  valent  enfemble  les  trois  angles  du  triangle.  Décrivant  donc 
du  fommet  commun  B  pris  pour  centre ,  &  avec  un  rayon  quelconque, 
une  circonférence  de  cercle  ;  les  trois  arcs  MR,  RS,  SN,  compris 
entre  ces  angles  6c  qui  font  leur  mefure ,  compofent  enfemble  unç 
demi-circonférence  MRSN  :  à  canfè  que  la  droite  MN  qui  pafle  par 
h  centre  eft  un  diamètre.  Ainfî  les  tcois  angles  pris  enfemble  vaudront 
là  demi-circonférence  ou  deux  angles  droits  ;  &c  par  conféquent  les 
trois  angles  d'un  triangle  valent  enfemble  denx  angles  droits. 
C  Q.  F.  D.  • 

98*  Corollaires.  Donc  P.  Deux  angles  d'un  triangle  font  tou^ 
jjows  moindres  que  deux  droits  :  puifquç  les  trois  enfemble  n^en  va- 
lent pas  davantage* 

11^.  5/  dans  un  triangle  tun  des  angles  efi  droit  ou  obtus  ;  les 
deux  amresfom  chacun  aigus  :  car  s'il  s'en  trouvoit  un  autre  qui  fut 
droit  ou  obtus ,  les  trois  enfemble  vaudroient  plus  de  deux  droits. 
IIP.  Si  deux  triangles  ont  deux  anjdes  égaux  à  deux  angles  ^  ou 
la  fomme  de  deux  angles  égale  à  la  (omme  de  deux  angles ,  le  troir 
feme  ang/izftra  égal  au  troifienu  :  car.  autrement  la  fomme  totale  des 
xxots  angles  de  l'un  des  triangles  ne  feroît  pas  égale  à  la  fomme  des  troi^ 
angles  de  fautre  ;  &  partant  l'une  ou  l'autre  de  ces  fbmmes  vaudroic 
plus  ou  moins  de  deux  droits. 

99.  DEFINITION.  Je  dirai  que  deux  triangles  font  parfaiument 
égaux  j  lorfqu'en  les  mettant  l'un  fur  l'autre  y  les  côtés  tombent  fur 
les  cotés  &  les  angles  fur  les  angles  ;  &  ce  qui  me  fait  ajouter  le  terme 
de  parfaiument  à  celui  à! égaux  y  c'efl  qu'il  y  a  des  triangles^  qui  fàn^ 
pouvoir  s'ajufler  ïc%  uns  for  les  autres,  font  cependant  égaux ,  c'efl^ 
à-dire  y  que  les  efpaces  que  leurs  lignes  renferment  font  égaux  entre 
eux^  comme  on  verra  dans  la  fuite^ 

:Pji«?osirîON     XVIÎI 

É 

I  oo.  On  peut  toujours  conclure  fue.  deux  triangles  ABC  ^  abc ,  f^nt 
parfaiterhent  égaux  }fi  ton  faille  les  trois  côtes  de  tun  font  égaux 
Mix  trois  câtés4erautrechacun  àchajmaiy  ou  ^uedeux  cotés  A  B,  hCfont 
:égaux  à.  deux  <&tés  ab^  bc^  chacun  à  chacun  ^.  &  tangle  compris  AfiC 

- Ffij 
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égal  à  CangU  compris  abc;  ou  enfin  que  tun  des  côtés  AC  efi  égal  à 
Lun  des  côtés  ac  y  &  les  angles  faits  aux  extrémités  A ,  C  égaux  aux 
angles  faits  aux  extrémités  a ,  c.  {Jtg*  $3.  ) 

DEMONSTRATION.  P.  Si  Ics  troîs  côtés  font  égaux  ;  des  extrémité 
A ,  C  de  la  bafe  AC ,  prifes  pour  centres ,  &  avec  des  rayons  égaux 
aux  deux  autres  côtés  AB ,  BC ,  je  décris  des  demi-circonférences 
RBH,  SBM ,  du  même  côté  de  la  b^fe  AC  prolongée  de  part  &  d'au»- 
tre  :  je  fais  la  même  chofek  l'égard  de  l'autre  triangle  àhc.  Ainfi  met- 
tant la  bafe  AC  fur  fon  égale  ac;  les  centres  A ,  C ,  des  demi-circon* 
férences  RBH,  SBM,  tomberont  fur  les  centres  a ,  c,  des  demi-cir- 
conférences  rhh ,  shm  ;  les  rayons  AR ,  CS,  fur  les  rayons  ar^  es,  qui 
leur  font  égaux  chacun  à  chacun  :  donc  les  demi-circonférences  RBH, 
SBM ,  tomberont  fur  les  demî-cîrconférences  rbh ,  sùm ,  &  le  point 
B  où  les  deux  premières  fe  coupent,  fur  le  pointa  où  fe  coupent  les 
deux  dernières.  Donc  les  droites  BÀ ,  BC ,  tomberont  fur  les  droites 
Ba  j  Bc:&c  partant  les  deux  triangles  ABC^  abc  y  s'ajuflerom:  &c  feront 
,  parfaitement  égaux. 

n^.  Si  les  côtés  AB ,  BC,  font  égaux  chacun  lit  chacun  aux  côtés 
ah  y  bcy  &  l'angle  compris  ABC ,  égal  k  l'angle  compris  abc  ;  je  mets 
Fanele  ABC  fur  fon  égal  abc ,  &  partant  les  côtés  AB,  BC,  tombe- 
ront fur  leurs  égaux  ab,  ^c ,  &  la  droite  AC  fur  la  droite  ac  ;  &  les 
deux  triangles  feront  parfaitement  égaux. 

IIP.  Si  là  bafe  AC ,  eft  égale  à  la  bafe  ac,  &  les  angles  f^ts  en  A  & 
C  égaux  chacun  à  chacun  aux  angles  faits  en  a&cc;]c  mets  BC  fu? 
fon  égale  AC  ,  les  angles  A  &  C  tomberont  fur  leurs  égaux  ^i  Se  c;. 
&  partant  les  droites  AB ,  BC,  fur  les  droites  ab^bc^Ôc  lepoint  B  où 
les  deux  premières  (e  coupent ,  for  k  point  b  où  les  deux  autres  fe 
coupent  ;  ainfî  les  deux  triangles  s'ajufteront  ôc  feront  parfaitement 
égaux.  C.  Q.  F.  D. 

ior.  Corollaire.  On  ne  peut  conclure  que  deux  triangles  font 
parfaitement  égaux ,  quoique  l'on  fâche  que  les  trois  an^es  font  égaux 
aux  trois  an^es  chacun  à  chacun  ;  ou  qu  un  côté  &  un  angle  font  égaux 
à  un  côté  &un  an^e  ;  ou  qu'un  côté  &  deux  angles  font  égaux  à  un 
côté  &  deux  angles;  à  moins  que  les  deux  angles  départ  &  d^ autre  ne 
foient  faits  aux  extrémités  des  côtes  égaux. 

DEMONSTRATION.  K  Soit  le  triangle  ABC  {fig,  $4  ).  Je  coupe 
l'un  des  côtes  AB  en  un  point  D  ;  &  de  ce  point  je  mené  une  droite 
DE  parallèle  à  Tun  des  côtés  AC ,  &  qui  coupe  l'autre  côté  BC  ea 
un  point  E.  Ainfi  le  côté  AB  coupant  les  deux  parallèles  AC,  DE , 
fait  les  angles  BAC ,  BDE  y  du  même  côté  égaux  (  7 1  )  :  de  même  le 
côté  BC  coupant  les  deux  parallèles  AC,  DE'>  fcs  angles  BCA ,  BED, 
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du  même  côté  font  égaux.  Or  ^  l'angle  B  eft  commun  aux  deux  criah- 
glcs  ABC,  DB£.:  donc  ces  deux  triangles  ont  les  crois  angles  égaux 
chacun  à  chacun.  Mais  il  efl:  vifîble  que  ces  deux  triangles  ne  font  pas 
égaux  :  donc  on  ne  peut  conclure  l'égalité  des  triangles  de  l'égalité 
de  leurs  angles. 

11°.  Soit  le  triangle  ABC  (/%.  ^^).Dc  Textrêmîté  C  de  Tun  des 
côtés,  je  mené  fur  tous  les  points  du  côté  oppofè  AB  prolongé  juf^ 

3u  en  M,  des  droites  CP ,  CM;  &  ainfi  j'ai  les  triangles  APC,  ABC, 
^MC ,  qui  font  tous  inégaux  :  car  les  uns  font  parties  des  autres.  Ce-- 
pendant  tous  ces  triangles  ont  le  même  côté  AC ,  &  un  angle  A  comr 
mun  ;  donc  de  l'égalité  d'un  côté  &  d'un  angle,  on  ne  peut  pas  con- 
clure l'égalité  de  deux  triangles. 

111°.  Enfin,  foit  le  triangle  ABC(Jig.  «jô  )  ,  dont  je  fuppoTe  que 
l'angle  R  n'eft  pas  égal  à  l'angle  C.  Je  fais  en  C  un  angle  égal  à  l'angle 
B  ;  &  le  côté  CM  de  cet  angle  tombera ,  fur  AB  prolongé  en  M ,  fi 
Tangle  B  eft  plus  grand  que  l'angle  ACB  ;  &  au  contraire  le  côté  CP 
de  1  angle  fait  çn  C ,  tombera  fur  AB ,  entre  A  &  B,  fi  l'angle  B  efl: 
plus  petit  que  l'angle  ACB.  Or ,  dans  l'un  &  l'autre  cas,  le  triangle 
ABC  ne  fera  égal  ni  au  triangle  ACM,  ni  au  triangle  ACP , quoique 
ks  uns  &  les  autres  de  ces  triangles  aient  un  côté  AC  commun ,  & 
deux  angles  égaux  :  donc  de  l'égalité  d'un  côté  &  de  deux  angles 
tiuelconques ,  on  ne  peut  pas  conclure  l'égalité  de  deux  triangles^ 
C.  Q.  F.  D. 

Proposition    XV  I  I  I^  Bis: 

102.  Deux  triangles  reSangles  ACB ,  acb,  (  fig.  57.  )  feront  tou-* 
jours  parfaitement  égaux  entre  euXy  fi  Thypothenufe  AB  &  tun  desr 
côtés  AC  de  r un  font  égaux  chacun  à  chacun  à  thypothenùfe  ab,  ^ 
au  côté  2x:  de  l'autre;  ou  fi  les  deux  côtés  AC,  C^  y  font  égaux  aux 
cotés  aCyCb  de  t autre  :  mais  fi  Phypothenufe  AB  &  le  côté  AC  de  F  un 
(fig.  58.  )font  égaux  aux  deux  côtés  cb,  ac  de  Vautre  chacun  à  cha^ 
cun ,  les  deux  triangles  ne  font  pas  parfaitement  égaux. 

DEMONSTRATION.  1°.  Si  l'hypothenufe  AB  &Ie  coté  AC(Jtg.  <^'j)y 
font  égaux  chacun  à  chacun  à  l'hypothenufe  ab  &  au  côté  ac ,  je 
mets  le  côté  AC  fur  fon.  égal  ac ,  &  à  caufe  de  Tangle  droit  ACB  , 
éo[al  à  l'angle  droit  acb^  le  côté  CB  tombera  fur  la  direâibn  du  côté 
coy  &c  tous  les  deux  feront  égaux.  Car  fi  CB  étoit  plus  grand  que  cb  y 
le  point  B  tomberoit  au-delà  de  by  par  exemple  en  e;  &  l'hypothe- 
nufe AB  tomberoit  fur  ae  :  &  comme  elle  fëroit  plus  éloignée  de  la 
droite  ac ,  perpendiculaire  fiir  ce ,  que  l'hypothenufe  ab  ;  elle  feroit 
plus  longue  que  cette  hypothenufe  (  $3  )  :  ce  qui  eft  contre  la  fup- 
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poficion.  De  même  fi  CB  étoit  plus  courte  que  cb  ^  Ion  point  B  com- 
Dcroit  entre  b  àc  c;  6c  fhypothenufè  AB  couperoîC'û^  en  un  point 
plus  proche  de  la  perpendiculaïre,  que  rhypochcnufè^ic^.'d'oùil  s'en- 
furvroit  que  AB  ferott  mottidrc  que  ^  (  <3[  );  pequi  cft  encore  con- 
tre la  {upppfidon  :  donc  CB  dok  tcmiber  mr  cb;  &c  les  deux  mangles 
doivent  être  parfaitement  égaux. 

11^  Si  les  deux  cotés  AÇ  &  CB  font  égattx  chacun  à  chacun  aux 
deux  cotés  ac ,  cb  :  hs  deux  tnangles  feront  parfaitement  égaux  :  à 
4:aufë  de  Tangle  droit  compris  B  s  ^g^l  à  Tangle  droit  compris  6  ^ 
(  I  oo,  ) 

'  1II^  Si  rhjrpothcnufe  AB  (Jig.  ^8.  )  A:  le  c6tc  AC  font  égaux 
chacun  k  chacun  aux  côtés  cby  ac  ;  le  côté  CB  étant  perpendiculaire 
fur  AC  eft  phis  court  que  lliypothenufe  AB  (^9).  Aimli  dans  l'antre 
triangle  ai>c ,  le  côté  cb  égal  k  AB ,  e(l  plus  grand  que  le  côté  CB  du 
premier  triangle  :  &  comme  cb ,  étant  peipendiculaire  fur  ac ,  eft  plus 
petit  que  Toblique  ab-^  il  s^enfuit  que  Thypothemiic  ab  du  fécond 
triangle  eft  plus  grande  que  le  côté  AC  du  premier  :  aânfi  ces  deux 
triangles  n'ayant  pas  les  côtés  égaux  chacun  à  (^acun^  ne  font  pal 
parfaitement  égaux.  C.  Q,  F.  D., 

Proposition    XIX 

1 03.  Dans  tout  triéaigU  ifofcde  ^  Us  deux  vigUsfi^r  la  bafe ,  (Peji* 

À^dire  fur  le  côté  inégal^  font  égaux  :  dans  tout  triangle  iquilatéral^ 

Us  trois  angles  font  égaux  :  dans  tout  triangle  fcalene ,  les  trois  an^es 

Jbnt  inégaux  ;  le  plus  grand  eu  celui  qui  ejtoppoje  au  plus  grand  côté^ 

^St  le  moindre  efi  celui  qui  ejtoppofe  aujmis  peut  côté. 

Di^MONSTRATioN.  P.  Si  le  triangle  ABC(^  S9  )  ^^  ifofceïe, 
ic  que  AC  foit  le  côté  in^égal;  les  deux  côtés  égaux  AB^  BC  font 
deux  obliques  égales  menées  du  point  A  fur  la  droite  AC  (54)  :  donc 
ces  obliques  font  également  inclinées  fur  AC  (84)  ;  Çf  partant  les  an^ 
gles  BAC,  BCA  mr  la  bafe  font  égaux. 

11^.  Si  le  triangle  ABC  {fig.  Go)  eft  équîlatéral  ;  je  le  confîdere 
comme  ifofcele  fur  Tun  de  fes  côtés  AC  ;  &  par  conféquent  lesangles 
A  y  C  font  égaux  :  je  le  coniidere  auffi  comme  ifofcele  fur  le  côté 
AB;  &  partant  les  angles  A ,  B,  font  égaux  :  donc  les  trois  angles 
A  9  C ,  B  font  égaux. 

IIP.  Si  le  triangle  ABC  eft  fcalene  (  j%.  61  ) ,  &  que  le  côté  AC 
foit  le  plus  grand ,  &  le  côté  AB  le  moindre  ;  je  prolonge  le  côté 
moyen  en  E ,  jufquà  ce  que  CE  (bit  égal  à  AC  ;  &c  je  tire  k  ligne  EA. 
Le  triangle  A  CE  eft  ifofcele,  &  lesangles  CEA,  CAE  font  égaux.  Qr 

l'angle  ABC^  externe  au  aîangle  A£B>écant  j%alâiux  dewc  inteiiies 
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oppofcs  AEB,  EAB  (97),  eft  plus  grand  que  le  feul  AEBouCEA; 
donc  il  çfl  zuiTi  plus  grand  que  l'angle  CAE  ;  ôc  ï  plus  force  raifon 
eft-il  plus  grand  que  Tangle  C  AB ,  qui  n'eft  qu'une  partie  de  l'angle 
CAE.  Ainfl  dans  le  triangle  fcalene  ABC  y  l'angle  ABC  oppofé  au 
plus  grand  côté  AB^  eft  plus  grand  que  Tangle  CAB  oppoTé  au  côc4 
moyen  CB;. 

Je  prolonge  le  petit  c6té  BA  en  M,  jufqu'a  ce  que  BM  foir  égal 

au  côté  moyen  BC ,  &  je  mené  la  droite  MC  :  le  triangle  MBC  efl; 

donc  ifofcele ,  &  Tangle  BMC  eft  égal  à  l'angle  BCM.  Or  Tangle 

SAC^  externe  au  triangle  AMC,  étant  égal  aux  deux  internes  op«* 

pofés  BMC,  ACM  (97),  eft  plus  grand  que  le  feul  AMC  ou  BMC  r 

donc  il  eft  plus  grand  auffi  que  Tanglc  BCM  ;  &  à  plus  forte  raifon 

cft-il  plus  grand  que  Tangle  BCA,  qui  n^eft  qu'une  partie  de  l'angle 

BCM.  Airm  dans  le  triangle  BAC  fcalene ,  l-angle  BAC  oppofë  au 

côté    moyen  BC  y  eft  plus  grand  que  l'angle  BAC  oppoie  xi 

plus  petit  côté.  Mais  nous  venons  de  voir  que  l'angle  ABC ,  oppofé 

au  plus  grand  côté  AC,  eft  plus  grand  que  l'angle  BCA  oppofé  au^ 

moyen  :  donc  à  plus  forte  raifon  l'angle  ABC  eft  plus  grand  que 

l'angle  BCA  oppofé  au:  petit.  C.  Q.  F.  D* 

104^  Corollaire  I-  En  général  dans  iûut  triangle ,  les  plus 
graniù  angles  font  oppofés  aux^plus  grands  côtés. 

DEMONSTRATION.  Nous  vcnoos  de  démontrer  ceci  à  l'égard  dit 
triangle  fcalene  :  nous  avons  vu  aufli  que  dans  le  triangle  équilatéral 
tous  les  angles  font  égaux  ;  à  caufe  (|ue  les  côtés  auxquels  ils  font 
oppofés  font  égaux;  &que  dans  le  triangle  ifofcçle  ^  les  angles  op- 
pofés aux  côtés  égaux  font  égaux  :  il  ne  rede  donc  qu'à  faire  voir 
que  dans  le  triangle  ifofcele ,  l'angle  oppofë  à  la  bafe  eft  plus  grand 
que  chacun  des  deux  égaux  y  fî  la  bafe  eft  plus  grande  que  chacua 
des  côtés  égaux  9  &  plus  petit  fi  la  baie  eft  plus  petite.  Ce  que  je  fais 
ainfl. 

I^.  Si  la  bafe  AB  ^fig.  62)  du  triangle  ifofcele  ABC,  eft  moindre 
que  chacun  des  côtés  ^aux  AB,  AC;  je  prolonge  cette  bafe  en  D, 
jufqu'à  ce  que  AD  foit  égal  à  AB,  &  je  mené  la  droite  BD.  Ainfi 
le  triangle  BAD  eft  ifofcele ,  &  les  angles^  ABD ,  ADB  font  égaux. 
Or  Tangle  ACB,  externe  au  triangle  CBD ,  étant  égal  aux  deux  in- 
ternes oppofés  CDB  &  CBD  (97),  eft  plus  grand  que  CDB  ou  ADB  : 
àonc  Tangle  ACB  eft  auffi  pluç  grand  que  l'angle  ABD  ;  &  à  plus 
forte  raifon  plus  grand  que  l'angle  ABC ,  qui  n  eft  qu'une  partie  de 
Sangle  ABD.  Ainfî  dans  le  triangle  ifofcele  ABC^Tangle  ACB^ 
oppofé  au  côté  AB  plus  grand  que  la  bafe  AC ,  eft  plus  grand  que. 
Tangle  ABC  oppofé  k  cette  bafe. 

11^  Si  la  baie  AC  i^fig.  ^3  )  eft  plus  grande  que  chacun  des  deux 
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côtés  égaux  AB,BC;  je  prolonge  Tun  des  côtés  AB,  jufqu'à  ce  que 
AD  foit  égal  a  AC.  Ainh  dans  le  triangle  ifofcele  DAC,  j'ai  Tangle 
ADC  égal  à  Tangle  ACD  :  &  comme  langle  ABC,  externe  au  trian- 
gle CBD,  eft  plus  grand  que  le  feul  interne  CDB  ;puifqu*il  vaut  les 
deux  internes  oppofès  (97):ce  même  angle  ABC  eft  plus  grand  aufli 
que  Tangle  ACD  égal  à  CDB  ou  ADC  ;  &  à  plus  forte  raifoo  plus 
grand  queTangle  ACB  qui  n'eft  qu'une  partie  de  Tangie  ACD.  Ainfi 
dans  le  triangle  ifofcele  ABC ,  l'angle  ABC  oppofè  à  la  bafe  AC 
plus  grande  que  chacun  des  côtés  égaux  AB ,  BÔ,  eft  plus  grand  que 
Tangle  ACB  oppofé  au  côté  AB,  Ce  qu'il  fsUoit  démontrer. 

105.  Corollaire  II.  Dans  tout  triangle  les  plus  ^ands  côtés 
[ont  oppofès  aux  plus  grands  angles,  (fig.  61  ). 

Démonstration.  Dans  le  triangle  fcalene  ABC,  Tangle  B  eft  le 
plus  grand ,  Tangle  A  eft  le  moyen ,  &  Tangle  C  eft  le  moindre.  Si 
le  côté  BC  oppofé  à  Tangle  moyen  étoit  égal  au  côté  AC  oppofé 
au  plus  grand  ;  le  triangle  feroit  ifofcele,  &  les  angles  A  &  Bferoient 
égaux  (  1 03  )  ;  ce  qui  eft  contre  la  fuppofition  :  &  fi  BC  étoit  plus 
grand  que  AC  ;  TangJe  A,  oppofé  à  BC,  feroit  plus  grand  que 
Pangle  B  oppofé  à  AC  (  104)  ;  ce  qui  eft  encore  contre  la  fuppofi- 
tion. Donc  il  faut  néceflairement  que  BC  foit  moindre  que  CA. 
•  De  même  fi  le  côté  AB ,  oppofé  au  moindre  angle  C,  étoit  égal 
au  côté  BC  oppofé  à  Tanglç  moyen  A;  le  triangle  feroit  ifof-* 
celé ,  &  les  angles  A,  C  feroient  égaux  (  102  )  ;  ce  qui  eft  contre  la 
fuppofition  :  &  fi  AB  étoit  plus  grand  que  BC,  l'angle  C  oppofé  à 
AB  feroit  plus  grand  que  Tangle  A  oppofé  à  BC  (104)  ce  qui  eft 
encore  contre  la  fuppofition  :  donc  AB  doit  être  plus  petit  que  BC. 
Donc,  &c, 

.  10^.  Corollaire  III.  Donc  Vhypothenufe  d^un  triangle  reSan^ 
gle  eft  plus  grande  que  chacun  des  deux  autres  côtes.  Car  elle  eft  op- 
pofée  au  plus  grand  angle  ;  &  par  la  même  raifon  dans  tout  trian^I^ 
pbtus-angle,  le  côté  oppofé  à  Tangle  obtus  eft  le  plus  grand. 

Proposition     XIX,  his, 

107.  Dans  tout  triangle  ifofcele ,  la  perpendiculaire  menée  fur  la 
bafe  dufommet  de  t angle  oppofé ,  diviÇe  cette  bafe  en  deux  parties 
égales  :  dans  tout  triangle  equilatércà  ^  les  perpendiculaires  menées 
fi(es  fommets  des  angles  fur  les  côtés  oppofés^  divifent  chacun  en  deux 
également  :  &  dans  tout  triangle  fcalene  ^  les  perpendiculaires  menées 
des  angles  fur  les  côtés  oppofés^  divifint  ces  cotés  chacun  en  deuxpar^ 
fies  égales. 

Démonstration 
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DÉMONSTRATION.  K  Si  le  triangle  ABC  (  fig.  «59  )  elHfofcele,  & 
que  le  côté  AC  foit  la  bafe  ;  les  deux  côtés  BA,  BC,  font  deux  obli- 
ques égales  menées  fur  AC  du  point  extérieur  B  ;  donc  la  perpen- 
diculaire menée  du  même  point  fur  AC  ,  doit  couper  AC  en  un 
point  également  éloigné  des  points  A,  C  (  54)  ;  &  par  conféquent 
AC  doit  être  coupée  en  deux  également. 

'  11°.  Si  le  triangle  ABC  (  Fig.  60  ) ,  eft  équilatéral ,  je  confîdere  ce 
triangle  comme  ifofcele  fur  le  côté  AC;  &, par  conféquent  la  per- 
pendiculaire menée  de  Tangle  oppofé  B  fur  AC,  coupera  ACen  deux 
également.  Par  la  même  raifon,fi  je  le  confidere  comme  ifofcele  fur 
le  côté  AB ,  le  côté  fera  coupé  en  deux  également  par  la  perpendi- 
culaire menée  de  l'angle  oppofé  C  ;  &  de  même  de  l'autre  côté  BC. 

IIP.  Enfin ,  fi  le  triangle  ABC  (  Fig.  61.)  eft  fcalene ,  les  deux 
côtés  BA ,  BC  feiront  deux  obliques  inégales  menées  fur  AC  d'un 
point  extérieur  B  :  donc  la  perpendiculaire  menée  du  même  point  B 
îur  AC ,  ne  coupera  pas  AC  en  un  point  également  éloigné  des  ex- 
trémités A  ,  C,  des  obliques  ;  car  autrement  ces  obliques  feroient 
égales  (  ^4)  !  donc  AC  fera  coupée  en  deux  parties  inégales ^  &c  de 
même  des  autres  côtés.  C.  Q.  F,  D. 

Proposition      XX. 

T08.  Si  deux  triangles  ABC,  abc,  ont  les  côtés  AB,  BC  égaux 
chacun  à  chacun  aux  côtés  ab ,  bc  ;  mais  que  t angle  B  compris  par  les 
deux  premiers  y  foit>  moindre  que  t angle  b  compris  par  les  deux  autres  ; 
la  bafe  AC  du  premier  4JI  plus  petite  que  la  baje  ac  du  fécond  y  &  fi 
r angle  B  efivlus  grand  que  l^ angle  h  y  la  bafe  AC  efi  plus  grande  que 
la  bafe  ac.  (ng.  64.)^ 

DÉMONSTRATION.  F.  Je  fais  en  B  avec  le  côtéAB  un  angle  ABD 
égal  k  Tangle  ^;  &  je  fais  le  côté  BD  égal  au  côté  bc  du  fécond  trian- 
gle abc.  Je  mené  les  droites  AD,  DC  :  les  triangles  ABD,  abc  font 
parfaitement  égaux  ;  k  caufe  des  côtés  AB ,  BD  égaux  chacun  a  chacua 
aux  côtés  ab  ybcj&càt  Tangle  ABD  égal  kTangleo^c  (  100  )  :  donc 


igle  BCD  qui  n'eft  qu'une  de  fes  parties  ;  donc  l'angl 
auffi  plus  grand  que  l'angle  BDC ,  &  à  plus  forte  raifôn  plus  grand 
que  l'angle  ADC ,  qui  n*eft  qu'une  partie  de  Tangle  BDC.  Ainfi 
Aans  le  triangle  ADC,  Tangle  ACD  étant  plus  grand  que  Tangle 
CDA  ;  le  côté  AD  oppofé  k  Tangle  ACD  eft  plus  çrand  que  le  côté 
AC  oppofé  k  langle  ADC  (  104)  ;  &  partant  la  baie  AC  du  premier 
Tome  L  G  g 
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triangle  ^  eft  plus  petite  que  la  bafe  AD  ou  ac  du  fécond. 

11°.  Que  fi  l'angle  B  étoît  plus  grand  que  ^ ,  on  prouveroit  de  même 
aue  nous  venons  de  faire ,  que  la  bafe  ac  oppofée  au  plus  petit  angle 
teroit  moindre  que  l'autre  bafe  AC  ^  &  que  par  conféquent  la  bafe  du 
plus  grand  ,efl  plus  grande  que  celle  du  moindre.  C.  Q.  F.  D. 

169.  Corollaire.  Si  deux  triangles  ABC  y  abc  ont  les  côtés  AB» 
BC  égaux  cfiacun  à  chacun  aux  côtes  ab ,  bc  ^  mais  que  la  bafe  AC  ^ 
foitplus  petite  que  la  bafe  ac  du  fécond;  t  angle  B  oppofé  à  la  moindre 
bafe  y  eftplus  petit  que  t angle  b  oppofé  à  la  plus  grande  ;  &f  la  bafe 
AC  ejt  plus  grande  que  ac,  t  angle  B  efl  plus  grand  que  t  angle  b. 
(  fig-  64.  ) 

DEMONSTRATION.  Si  l'angle  B  étoit  égal  à  l'angle  b ,  les  deux 
triangles  feroient  parfaitement  égaux;  &  la  bafe  AC  feroit  égale  à  la 
bafe  ^c  (  100)  ;  ce  qui  efl  contre  la  fuppofîtion  :  &  fi  l'angle  B  étoit 
plus  grand  que  l'angle  b  ^  la  bafe  AC  feroit  plus  grande  que  la  bafe  ac 

kio8  )j  ce  qui  efl  encore  contre  la  fuppofîtion  :  donc  il  faut  nécef^ 
irement  que  Tangle  B  foit  moindre  que  ^  ;  &  on  prouvera  de  même 
que  l'angle  B  fera  plus  grand  que  b  yÇ\  AC  efl  plus  grand  que  ac 

II  G.  Problème.  A  t  extrémités  (Tune  droite  AB  ^  élever  uneper- 
pendiculaire.  (  fig.  71.) 

Solution.  Si  la  droite  AB  peut  fe  prolonger  au-delà  de  B  en  H, 
;N  on  éleveroit  la  perpendiculaire  fur  AH  en  B  de  la  même  façon  que 

]         nous  Tavons  enfeigné  ci-defTus,  (  62.  ) 

Mais  fi  la  droite  AB  ne  peut  être  prolongée  à  caufe  de  quelque 
obflacle  qui  s'y  oppofé  ;  je  prends  fur  AB  une  partie  de  B  en  C  à  dif- 
crétion.  Des  points  C  &  B  pris  pour  centres,  &  avec  une  ouverture  de 
compas  plus  grande  que  la  moitié  de  CB  >  je  décris  deux  arcs  du  même 
côté  qui  fe  coupent  en  un  point  D  hors  de  la  ligne  CB  :  à  caufe  que 
les  deux  rayons  font  enfemble  plus  grands  que  CB  (  ^9)9)6  mené 
les  droites  DC ,  DB  ;  je  prolonge  CD  en  faifant  DE  égal  à  CD  ;  & 
du  point  £  par  le  point  B,  je  mené  la  droite  £B ,  qui  efl  la  perpen- 
diculaire demandée. 

Par  la  conflruâion ,  \^%  triangles  CDB,  DBE ,  font  ifofceles  •  ainfî 
les  deux  angles  DCB  ^  DBC  font  égaux  (  103)  ^  &  les  deux  angles 
DBE ,  DEB  le  font  aufTi,  Or  les  quatre  angles  DCB ,  DBC ,  DBE  > 
DEB  valent  enfemble  les  trois  angles  du  triangle  CBE,  c'efl-à*dire , 
deux  droits  (97  )  :  donc  la  moitié  de  ces  quatre  angles,  fcavoir  les 
angles  DBC,  DBE  pris  enfemble,  valent  un  droit.  Mais  ces  deux  an- 
gles enfemble  compofent  Tangle  CBE  :  donc  cet  angle  eft  droit  ^  & 
partant  B  efl  perpendiculaire  lur  AB.  (  J  i.  ) 


GÉOMÉTRIE.  LES   LIGNES,  Triangles.       aj^ 


DES  FIGURES   COMPRISES  SOUS  PLUS  DE  TROIS  COTES. 

III.  D]éFiNiTiONS.  Toute  figure  de  quatre  cotés  iè  nomme  quor* 
drilatere. 

1 1 1.  Si  les  quatre  cotés  font  égaux  &  les  quatre  angles  droits ,  le 
quadrilatère  fe  nomme  quarrc.  D'où  il  fuit  que  les  côtés  oppofôs 
d'un  quarré  {Jig.  65  )  font  parallèles  entre  eux  :  car  les  côtés  AB , 
DC  du  quarré  ABCD  étant  perpendiculaires  fur  le  côté  AD,  à caufe 
des  angles  droits  A,  D,  font  parallèles  entre  eux  (68  );  &  de  même 
les  côtés  oppofés  AD ,  BC ,  étant  perpendiculaires  fur  le  côté  CD ,  à 
caufe  des  angles  droits  D^  C  font  parallèles. 

113.  Si  les  quatre  angles  font  droits  fans  que  les  quatre  côtés 
fbient  égaux,  le  quadrilatère  fé  nomme  reBangle  ;  &  alors  les  côtés 
oppofés  font  égaux  :  car  les  côtés  oppofés  AB ,  DC  du  redangle 
ABCD  (fig^66)  étant  parallèles  entre  les  côtés  oppofés  AD,  BCqui 
font  aum  parallèles ,  à  caufe  des  angles  droits  ,  doivent  être  égaux 
(  77  )  ;  &  par  la  même  raifon  les  deux  côtés  oppofés  AD ,  BC  doivent 
être  égaux. 

114.  S^  les  quatre  angles  ne  font  pas  droits  ni  les  quatre  côtés  ^ 
mais  que  les  côtés  oppofés  foient  parallèles;  le  quai^rilaterc  fe  nomme 
parallélogramme  (fig.  67) ;  &  alors  les  côtés  oppofcs  font  égaux ,  par 
la  raifon  que  nous  en  avons  donnée  au  fujet  du  reâangle.  (113.) 

1 1 «j.  Le  rhombe  ou  lo:[ange  (fig.  68  )  eft  un  quadrilatère  qui  n^a 
pas  les  angles  droits  ^  mais  dont  les  quatre  côtés  font  égaux  ;  &  dans 
cette  figure  les  côtés  oppofés  font  parallèles  :  car  menant  de  deux 
angles  oppofés  B,  D,  la  droite  BD;  le  rhombe  eft  divifé  en  deux 
triangles  par&icement  égaux  BAD ,  BCD  ;  puifqu'ils  ont  les  trois 
côtés  éeaux  chacun  à  chacun  (  100  )  :  &  de  plus  ces  deux  triangles 
étant  ifofceles ,  ont  les  angles  fur  la  bafè  BD  égaux  (  73  ).  Ainfi  ADB 
étant  égal  à  fon  alterne  CBD  ,  les  côtés  AD,  BC  du  rhombe  fonc 
parallèles  (73)  :  de  même  l'angle  ABD  étant  égal  à  fon  alterne 
CDB,  les  côtés  AB  ,  CD  font  auffi  parallèles. 

116.  Le  trapei^e  (fig.  69)  eft  un  quadrilatère  dont  les  quatre 
angles  ne  font  pas  tous  égaux ,  &  les  côtés  oppofés  ne  font  pas  paral-^ 
lelcs  j  &  le  trape:^oïde  (  fig.  70  )  eft  un  quadrilatère  dont  les  quatre 
angles  ne  font  pas  tous  égaux  y  &  dont  il  n'jr  a  que  deux  côtés  qui 
foient  parallèles. 

1 17.  Dans  tout  quadrilatère  {fig.  6^  ,  66,  67,  68 ,  ^9 ,  70  ) ,  là 
droite  BD  menée  d'un  angle  B  à  (on  oppofé  D,  fe  nomme  diagonale. 

Les  figures  qui  ont  plus  de  quatre  côtés ,  fe  nomment  en  général 

polygones ,  &  en  particulier  le  polygone  fe  nommt  pentagone  y  lorf- 

G.. 
&4 
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qu'il  a  cinq  côtés  ;  hexagone ,  lorfqu'il  en  a  fix  ,•  Eptagone^  lorfqu'il 
en  a  fept  ;  ociogone^  lorfqu'il  en  a  huit  ;  enneagone  ^  lorfquil  en  a 
neuf;  décagone^  lorfqu*il  en  a'  dix  ;  ondécagone y\or(c^\\  en  a  onze; 
dodécagone  y  lorfqu'il  en  a  douze.  Les  autres  fe  nomment  ploygones 
de  13  côtés  9  de  14^  de  I ^ ,  de  1 6,  &c. 

Lorfque  les  polygones  ont  tous  les  angles  &  les  côtés  égaux ,  ils  fe 
nomment  réguliers  ,  &  lorfque  cela  n'eft  pas  ,  ils  fe  nomment  irré- 
gulUrs. 

P   R    O   P]^0   SITION       XXL 

1 18,  Tous  les  quadrilatères  ,  à  F  exception  du  trape:^e  &  du  trape-- 
:[o'ide ,  font  coupes  en  deux  également  par  tune  ou  F  autre  de  leur  aia^ 
gonale  AC,  BD,  &  les  deux  diagonales  fe  coupent  en  deux  parties 
égales,  (fig.  6^ ^66,  67,  68.) 

DEMONSTRATION.  I\  Fat  la  formation  du  quarré ,  du  reâangle  , 
du  parallélogramme  y  &  du  lozange;  les  côtés  oppofés  font  parallèles 
&  égaux  :  donc  H  Ton  mené  la  diagonale  BD  ,  les  triangles  BCD , 
BAD  qu'elle  forme  avec  les  côtés  font  parfaitement  égaux  ;  puifque 
le  côté  BC  eft  égal  à  fon  oppofé  AD  ^  le  côté  CD  à  fon  oppofé  AB , 
&  que  le  troifieme  côté  BD  eft  commun  à  l'un  &  l'autre  triangle 
(  ICO  )•  Or  ces  deux  triangles  compofent  la  figure  entière  :  donc  la 
ngure  eil  coupée  en  deux  également  par  la  diagonale. 

II''.  Les  deux  diagonales  BD ,  AC  étant  menées  ;  les  triangles 
BOC  y  AOD  oppofés  au  fommet  O  y  ont  le  côté  BC  égal  au  côté  AD 
oppofé  à  BC,  rangle  OBC  égal  à  fon  alterne  ODA,  &  langle  OCB 
égal  à  fon  alterne  OAD.  Ainfi  ces  deux  triangles  ayant  un  côté  éj^al 
à  un  côté,&  les  angles  fur  ces  côtés  égaux  chacun  à  chacun ,  font  pariai- 
tement  égaux  (100):  donc  le  côté  BO  du  premier  triangle  oppofé  à 
Tangle  OCB ,  eft  égal  aucôtéOD  oppofé  à  TangleOAD  égal  à  Tangle 
OCB,&  partant  la  diagonale  BD  eft  divifée  en  deux  également  en  O. 

De  même  le  côté  OC  du  premier  triangle  oppofé  à  l'angle  OBC , 
eft  égal  au  côté  OA  du  fécond  triangle  oppofé  à  Tangle  ODA  ,  égal 
à  Tangle  OBC:  &  partant  la  diagonale  AC  eft  auffi  divifée  en  deux 
également  en  O.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Proposition     XXI  L 

1 1 9.  Tout  polygone  régulier  ou  irrégulier, en  y  comprenant  le  trian^ 
gle  &  le  quadrilatère  ,  peut  être  divifé  en  autant  de  triangles  quil  a 
de  côtés;  ou  en  autant  de  triangles  moins  un  qu*il  a  de  cotés;  ou  en 
autant  de  triangles  moins  deux  quil  a  de  côtés  :  mais  le  triangle  nejl 
pas  fufceptible  de  ce  dernier  cas. 

Démonstration.  Soit  le  pentagone  irrégulicr  ABCDE  {fig.  72), 
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Je  prends  un  point  O  dans  l'efpace  que  fës  côtés  renferment  ;  &  de  ce 
point ,  je  mené  aux  angles  les  droites  OA,  OB,  OC,  OD,  OE,  & 
le  pentagone  efl  divifé  en  autant  de  triangles  qu  il  a  de  côtés  :  ce  qui 
cft  évident  ;  &  de  même  des  autres  polygones  réguliers  ou  irréguliers. 

Soie  le  même  pentagone  ABCDE  Cfig^JS)-  Je  prends  un  point 
R  fur  l'un  de  fes  côtés  BC  ,  &  qui  ne  foit  ni  Tune  ni  Tautre  des  ex-' 
trêmités  B,C.  Je  mené  de  ce  point  des  droites  RA,  RE,RD, 
à  tous  les  angles  où  j'en  puis  mener,  ce  qui  divife  le  pentagone  en 
triangles.  Or  le  premier  triangle  RÎBA ,  emporte  le  côté  AB  du 
peatagone,&  la  partie  BR  du  côté  BC;  &Je  dernier  triangle  RCD  em- 
porte le  côté  CD  du  pentagone,&  la  partie^C  du  côté  de  BC  :  ainfi 
il  faut  trois  côtés  du  pentagone  pour  les  deux  triangles  RBA ,  RCD; 
&  au  contraire  il  ne  faut  qu'un  côté  du  pentagone  pour  chacun  des 
autres  triangles  RAE,  RED.  C'eft  pourquoi  comme  le  pentagohe 
n'a  que  cinq  côtés  ,  il  ne  doit  y  avoir  que  quatre  triangles  ,  c'ett-à- 
dire  «j  —  i ,  ou  autant  qu'il  y  a  de  côtés  moins  un,  &  ainfi  des  autres.* 

Soit  encore  le  même  pentagone  ABCDE  (Jig.  74  ).  De  l'un  de  fes 
angles  B,  je  mené  des  droites  BE ,  BD  aux  autres  angles  où  j'en  puis;  I 

mener  ;  ce  qui  divife  le  pentagone  en  triangles.  Or  les  deux  triangles^ 
extrêmes  BAE ,  BCD  y  emportent  chacun  deux  côtés  du  pentagone  ; 
&  par  conféquent  il  faut  qu'il  y  ait  deux  triangles  de  moins  qu'il  n'y 
a  de  côtés  :  &  il  eft  vifible  que  le  triangle ,  ou  le  polygone  des  troi$^ 
côtés ,  eft  le  feul  qui  ne  peut  pas  fe  divifer  de  cette  troifieme  fabon ^ 

C.Q.RD.  *     : 

Proposition    XXIII. 

1 20.  Tout  polygone  régulier  ABCDEF  peut  Je  divifer  en  autant  Je 
triangles  ifofceles  &  parfaitement  égaux  y  quil  a  de  côtés;  &  lesfom^ 
mets  de  ces  triangles  feront  tous  en  un  même  point  O  ,  également  éloi^ 
gnés  de  tous  les  angles  du  polygone.  (  fig.  75 .  ) 

DiéMONSTRATiON.  Je  divife  tous  les  angles  en  deux  également 
par  les  droites  AO,  BO,  CO ,  DO ,  &c.  Ainfi ,  \  caufe  que  tous  les 
angles  du  polygone  font  égaux,  puifqu'il  eft  régulier;  tous  les  angles 
OAB ,  OÀF,  &c,  que  les  lignes  AO,  BO ,  &c ,  font  avec  les  côtés 
du  polygone^  font  auflî  égaux.  Or  chaque  angle  BAF ,  &c,  du  po- 
lygone vaut  moins  que  deux  droits  ;  puifquc  cet  angle  &  fon  angle 
de  fuite  RAF  ne  valent  que  deux  droits  (49)  :  donc  les  angles  OAB, 
&c ,  faits  par  les  droites  AO ,  BO ,  &c,  avec  les  côtés  du  polygone  , 
font  moindres  chacun  qu'un  droit.  Mais  fi  le  côté  AB  coupoit  les 
deux  droites  AO ,  BO ,  de  façon  que  les  angles  internes  du  même 
côté  OAB  ^  OBA  fuiTent  enfèmble  égaux  à  deux  droits  ;  les  lignes 
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AO  ,  BO  Icroicnc  paralides  (73)  :  donc  puil4ue  ces  deux  angles 
QAB  y  OB  A  y  valent  enfèmble  moins  de  deux  droits  ;  les  deux  lignes 
AO ,  BO ,  doivent  s'approcher,  &  par  conféquent  fe  couper  en  un 
point  O;  &  le  triangle  AOB  doit  être ifofcele ,  àcaufe  des  angles 
égaux  fur  la  bafe  AB.  On  prouvera  de  même  que  les  lignes  BO ,  CO, 
doivent  fe  couper ,  &  fcx'mer  un  triangle  ifofcele  BOC  ;  à  cauJê  des 
angles  égaux  fur  la  bafè  BC. 

Or  les  triangles  ifofceles  AOB,  fiOC, ayant  la  bafe  AB  égale  à  la 
bafe  BC,  &  les  deux  angles  furlabafèAB^gaux  chacun  à  chacun  aux 
deux  angles  fur  la  bafe  BC,  font  parfaitement  égaux  (100):  donc  les 
deux  côtés  égaux  AO  ^  1^  y  du  premier ,  doivent  être  égaux  aux 
côtés  égaux  BO ,  CO ,  du  fécond  ;  &  par  conféquent  le  côté  BO  doit 
être  commun  aux  deux  triangles ,  &  le  point  O  doit  être  kur  fom- 
met  commun^  On  démontrera  de  la  même  façon  que  les  autres 
triangles  COD,  &c,  font  ifofceles&  parfaitement  égaux  aux  deux 
dont  nous  venons  de  parler;  &  que  le  lommet  O  doit  être  commun 
à  tous  :  &  de-là  il  fuit  que  tous  les  côtés  AO ,  BO ,  &c ,  de  ces  trian- 
gles étant  égaux,  le  point  O  eft  également  éloigné  de  tous  les  angles 
du  polygone.  C.  Q.  F,  D. 

121.  Corollaire.  Donc  fi  du  point  O  pris  pour  centre ,  &  avec 
un  rayon  égal  à  Tune  des  droites  AO ,  on  décrit  une  circonférence  j 
cette  circonférence  pafTera  par  les  extrémités  B ,  C ,  D ,  &c,  des  au- 
tres lignes  BO ,  CO ,  &c  ;  &  par  conféquent  par  tous  les  angles  du 
polygone. 

Proposition     XXIV. 

122. 5i  après  avoir  divifé  unvolygom  régulier  ABCDEF  en  au- 
tant de  triangles  ifofceles  &  parfaitement  égaux  au  il  a  de  côtés ,  on 
mené  dujommet  O  commun  à  tous  les  triangles  des  perpendiculaires 
OS,  OT,  &Cy  fur  les  côtés  ;  ces  perpendiculaires  feront  égales  (  fig.  75). 

D^MOïïSTRATioN.  Lcs  triangles  AOF ,  FOE  font  ifofceles  :  donc 
les  perpendiculaires  menées  des  fommets  furies  bafes,  coupent  les 
bafes  AF,  FE  chacune  en  deux  également  en  S  &  T  (  107  ).  Or  ces 
4eux  bafes  font  égales  :  donc  leurs  moitiés  SF,  FT  le  font  auffi.  Ainfi 
les  triangles  OFS ,  OFT  ayant  fangle  OFS  égal  à  Tangle  OFT ,  & 
les  côtés  OF ,  FS ,  qui  comprennent  l'angle  OFS,  égaux  chacun  à 
chacun  aux  côtés  OF ,  FT,  qui  comprennent  l'angle  OFT,  font  par- 
faitement égaux  (  1 00  )  :  donc  la  perpendiculaire  OS  eft  égale  à  la 
perpendiculaire  OT  ;  &  ainfi  des  autres.  C.  Q.  F.  D. 

1 23.  Définition.  Lorfqu'uu  polygone  {Jig.  7J  ) ,  eft  divifé  en 
autant  de  triangles  ifofceles ,  &  parfaitement  égaux  qu'il  a  de  côtés  ; 
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le  point  O  qui  cfl  le  Ibmmet  commun  des  triangles  ,  fe  nomme  centre 
du  polygone  :  les  angles  ABC,  &c,  formés  par  les  côtés  du  poly- 
gone ,  fe  nomment  angles  de  la  figure  :  les  angles  OAB,  OBA,  de 
Pun  des  triangles  fur  un  côté  AB ,  fe  nomment  angles  fur  la  bafe  : 
les  côtés  O  A ,  OB ,  &c ,  des  triangles  fe  nomment  rayons  ;  &  les  per- 
pendiculaires OS,  OT,  &c,  fe  nomment  apothèmes  y  ou  rayons 
droits. 

PropositionXXV. 

1 24,  Totis  les  angles  d'un  polygone  régulier  valent  autant  de  fois 
deux  angles  droits  moins  quatre  que  le  polygone  a  de  côtés,  (fig.  7^.) 

DÉMONSTRATION.  Tout  polygone  régulier  peut  iè  divifer  en  au- 
tant de  triangles  ifofceles  &  égaux  qu'il  a  de  côtés  :  or  les  trois  an- 
gles de  chacun  de  ces  triangles ,  valent  enfemble  deux  angles  droits 
(  97  )  :  donc  tous  les  angles  des  triangles  pris  enfemble  valent  autant 
de  fois  deux  angles  droits  que  le  polygone  a  de  côtés.  Or  de  cette 
fomme  il  faut  retrancher  les  angles  au  fommet  O ,  à  caufè  que  les  an- 
gles du  polygone  ne  comprennent  que  les  angles  des  bafes  des  trian- 
gles :  &  tous  ces  angles  au  fommet  valent  enfemble  quatre  angles 
droits  ;  puifqu'ils  embraflcroient  la  circonférence  entière  qui  feroit 
décrire  du  centre  O  :  donc  les  angles  du  polygone  valent  autant  de 
fois  deux  angles  droits  moins  quatre  que  le  polygone  a  des  côtés. 

Par  exemple ,  Texagone  étant  compofé  de  lix  triangles  ;  tous  les 
angles  de  ces  triangles  valent  enfemble  (îx  fois  %  angles  droits ,  c'eft- 
à-dire  12  angles  droits^  defauels  retranchant  les  4  angles  droits  qiii 
font  la  valeur  des  fîx  angles  faits  en  O;  il  reftera  huit  angles  droits, 
pour  la  valeur  de  la  fomme  àt^  angles  de  Texagone ,  &  ainû  des 
autres. 

Propgs^itioiï     XXV  L 

ix^.  Si  Von  prolonge  tous  les  côtés  d^un  polygone  d^ une  feule  part 
en^y^j&c,  tous  les  angles  extérieurs  font  égaux  ;  chacun  d^eux  eft 
égal  à  r angle  au  centre  ;  &  tous  enfemble  valent  quatre  angles  droits. 

Dj^monstration.  I^'.  Tous  les  angles  du  polygone  (ont  égaux 
entre  eux  :  or,  chacun  de  ces  angles  BAF,  &c,  &  fon  angle  de  fuite 
RAF,  &c,  valent  enfemble  deux  droits  (49)  :  donc  tous  les  angles 
extérieurs  font  égaux. 

IP. L'angle  BAF  ,  &  fon  angle  de  fuite  RAF,  valent  enfemble 
deux  droits;  &  les  trois  angles  OAF ,  OFA,  AOF  du  triangle  AOF, 
valent  enfemble  auffi  deux  droits.  Donc  les  angles  BAF ,  RAF  font 
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enfeiTîble  égaux  à  la  fomme  des  trois  OAF,  OFA,  AOF.  Mais  Tan- 
gle  BAF  elt  égal  k  la  fomme  des  deux  OAF ,  OFA  ;  puifque  chacun 
de  ceux-ci  vaut  la  moitié  de  BAF  :  donc  langle  RAF  extérieur  cft 
égaie  h  Tangle  au  centre  AOF,  &c  ainfî  des  autres. 

IIP.  Il  y  a  autant  d'angles  extérieurs ,  que  d'angles  au  centre  ; 
&  tous  les  angles  au  centre  valent  enfemble  quatre  droits  :  donc  à 
caufe  que  chaque  extérieur  eft  égal  à  chaque  angle  au  centre ,  la 
fomme  des  extérieurs  eft  égale  à  quatre  angles  droits.  C.  Q.  F.  D. 

12^.  Problème  I.  l/n polygone  ABCDE  étant  donné;  trouver  la 
valeur  de  r  angle  au  centre ,  de  i  angle  fur  la  bafe  y  &  de  F  angle  de  .  la 
fgure(fig.y6). 

Solution,  Suppofons  que  le  polygone  foit  un  pentagone  ;  du 
centre  O  &  avec  le  rayon  OA  ,  Je  décris  un  cercle  qui  pafle  par  tous 
les  angles  du  polygone  (122) ,  &  qui  eft  divifé  en  cinq  parties  égales 
par  les  cinq  angles  égaux  du  centre  :  ainfi  chacun  de  ces  angles  vaut 
la  cinquième  partie  de  la  circonférence  ou  de  360  dégrés  ;  &  par- 
tant Tangle  au  centre  vaut  72  degrés.  Or  lés  trois  angles  du  triangle 
AOB  valent  enfemble  deux  droits  (  97  )  ou  180  degrés.  Retranchant 
donc  de  180  la  valeur  72  de  Tangle  au  centre  AOB;  le  refte  108  eft 
la  valeur  des  deux  angles  fur  la  bafè  pris  enfemble ,  ou  la  valeur  de 
Tangle  BAE  de  la  figure,  lequel  eft  égal  aux  deux  angles  OAB, 
OBA  ;  puifqu'il  eft  le  double  de  chacun  d*cux  ;  donc  chacun  des 
angles  OAB,  OBA  fur  la  bafe  vaut  ^4  degrés^  &  on  trouvera  de  la 
même  façon  les  angles  des  autres  polygones. 

127.  CoRoj-LAiRE.I.  I?anf  fexagone  j  les  angles  fur  la  bafe  & 
l^ angle  au  centre  font  égaupc ,  &  tçus  les  triangles  qui  le  compofent  font 
équilatéra^x  (  fig.  75  ).  '    . 

D?-MONSTRATiON.  L^anglc  au  centre  AOB  embrafle  la  fixieme 
partie  de  la  circonférence ,  &  vaut  Iç  fixieme  de  360  degrés,  c'eft- 
i-dire  60.  Retranchant  donc  cette  valeur  60  ,  de'la  valeur  180  des 
trois  angles  du  triangle  AOB;  il  reftera  120  pour  la  valeur  des  deux 
angles  fur  la  bafe  ;  &  par  conféquent  chacun  d*eux  ^vaudra  ^o ,  de 
même  que  Tangle  au  centre.  Ainfi  les  trois  angles  du  triangle  AOB 
étant  égaux ,  les  trois  côtés  le  feront  auflî  ;  car  s'il  y  avoit  des  côtés 
inégaux,  les  angles  oppofés  à  ces  côtés  feroient  aufli  inégaux  (  1 04.) 

1 28.  Corollaire  II.  Dans  le  décagone  ou  polygone  de  lo  côtés  3 
langle  au  centre  efl  la  moitié  de  V angle  fur  la  bafe. 

DiÉMONSTRATiON.  Uanglc  au  centre  embraffe  la  dixième  partie 
de  la  circonférence  ou  de  360  degrés,  &  partant  cet  angle  vaut  36 

degrés  ; 


i*Mi 
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degrés  ;  &  cette  valeur  étant  retranchée  de  la  valeur  180  du  triangle, 
le  refle  144  efl:  la  valeur  des  deux  angles  fur  la  bafe  :  ainfi  chacun 
de  ces  angles  eft  yx.  Or  3^  eft  la  moitié  de  yz  :  donc  l'angle  au 
centre  eft  la  moitié  de  l'angle  fur  la  bafe. 

1 29.  Froblêmb  n.  Le  côté  AB  d'un  polygone  étant  donnée  conf- 
iruire  ce  polygone  (  fig.  76  )^ 

Solution.  Je  fais  à  chacune  des  extrémités  A,B,  un  angle  égal 
à  Sangle  fur  la  bafe  du  polygone  demandé.  Par  exemple ,  fi  c'eft  un 
pentagone ,  je  fais  en  A  un  angle  OAB  de  54  degrés  (  1 28  ) ,  &  un 
autre  OBA  en  B  d'un  même  nombre  de  degrés.  iJu  point  O,  où  les 
côtés  OA ,  OB  de  ces  angles  fe  coupent ,  &  avec  une  ouverture  du 
compas  égale  à  OA ,  OB  ;  je  décris  une  cîrconférçnce ,  fur  laquelle 
portant  encore  quatre  fois  le  côté  AB  ^  de  B  en  C,  de  C  en  D  ^  &c, 
j'aî  le  pentagone  demandé. 

Car  le  triangle  AOB  eft  ifofcele,  à  caufe  des  angles  égaux  OBA 
OAB  fur  la  bafe  AB  ;  &  comme  ces  deux  angles  valent  enfemble^ 
108  degrés ,  &  qu'il  en  faut  180  pour  les  trois  angles  de  ce  triangle 
(  97)  ;  il  s'enfuit  que  l'angle  AOB  en  vaut  72,  ou  la  cinquième 
partie  de  la  circonférence.  Ainfi  en  portant  fur  la  circonférence  le 
côté  AB  encore  4  fois  ;  la  circonférence  s'eft  trouvé  divifée  en  fes 
cinq  parties  égales.  C'eft  pourquoi  fi  des  points  desdivifionsQD,  &c, 
nous  menons  des  rayons  au  centre  ;  nous  trouverons  cinq  triangles 
égaux  au  premier  AOB,  rangés  autour  du  même  fommet  O  ;  &: 
partant  la  ngure  compofée  de  ces  cinq  triangles ,  eft  un  pentagone 
régulier  dont  le  côté  eft  AB,  tel  qu'on  le  demandoit. 

Remarque.  On  trouve  dans  les  étuis,  nommés  étuis  de  Mâché* 
matiques ,  un  denù-cercU  gradué ,  c'eft-à-dirc  divifé  en  fe$  1 80  de- 
jgrés;  &  par  le  moyen  de  ce  demi-cercle,  on  décrit  aifément  un  angle 
de  tel  nombre  de  degrés  que  l'on  veut. 

120.  Problème  III.  L apothème  OR  d*un polygone  étant  donné, 
conjtruire  ce  polygone  (  fig.  j6.) 

Solution.  Suppofons  que  le  polygone  demandé  foit  un  penta-* 
gone.  relevé  fur  l'extrémité  R  de  Tapotheme  OR,  une  perpendi- 
culaire indéfinie  A£;  &  comme  Tangle  au  centre  d'un  pentagone 
eft  de  72  degrés  ,  je  fais  à  l'autre  extrémité  O  de  Tapotlit^me  OR 
deux  angles  AOR,  EOR,  l'un  d'un  côté  &  l'autre  de  l'autre,  chacun 
de  36  degrés,  c'eft-à-dire  delà  moite  de  72.  Ainfi  ces  angles  étant 
aigus,  leurs  côtés  AO,  EO  font  inclinés  fur  OR ,  du  côté  de  la  per- 
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pendiculaire  AE  ;  &  par  conféquent  ils  doivent  couper  cette  perpen- 
diculaire en  des  points  A ,  E  :  &  comme  dans  les  triangles  ARO  , 
ERO,  le  côté  OR  eft  commun,  &  que  les  angles  AOR,  ARO  faits 
fur  ce  côté ,  font  égaux  chacun  à  chacun  aux  angles  ERO  ,EOR ,  faits 
fur  le  même  côté;  il  s'enfuit  que  ces  deux  triangles  font  égaux  (loo): 
donc  Tangle  OAR  eft  égal  à  Tangle  OER  ;  &  partant  le  triangle 
AOE  eft  ifofcele ,  &  Tangle  de  fon  fomtnet  eft  de  72  degrés ,  ou  la 
cinquième  partie  de  la  circonférence. 

Ain  fi  du  point  O  pris  pour  centre,  ôc  avec  le  rayon  AO  ou  OE, 
décrivant  une  circonférence,  &  portant  encore  quatre  fois  la  bafc 
AE  fur  cette  circonférence  de  E  en  D ,  de  D  en  C ,  &c  ;  on  aura  un 
pentagone  régulier ,  dont  Tapotheme  eft  OR ,  tel  qu'on  le  deman* 
doit  :  ce  qui  le  démontre  comme  dans  le  problême  précédent. 

13 !•  Problème  IV,  Confiruire  un  quarrcjîir  une  ligne  donnée 

AD.(fig.6j.) 

Solution.  Aux  extrémités  A,  D  de  la  ligne  AD,  j'élere  deux 
perpendiculaires  AB,DC,  que  je  fais  égales  chacune  à  la  droite 
AD.  Des  extrémités  B,  C,  de  ces  perpendiculaires  y  je  mené  la  droite 
BC;  &  la  figure  ABCD,  eft  le  quarré  demandé. 

Car  à  cau(e  que  la  droite  AD  eft  perpendiculaire  fur  les  droites 
AB,  DC;  ces  deux  lignes  font  parallèles  entre  elles  (68)  :  &  à  caufe 
que  les  deux  points  B ,  C  de  la  dtoite  BC  font  également  éloignés 
de  la  droite  AD  ;  les  àtnn  lignes  BC ,  AD  font  parallèles  ,  (  78  ) 
égales  &  également  inclinées  entre  les  parallèles  AB,  CD  (77)^  Mais 
AD  eft peipendiculaire  entre  les  deux  AB,  CD  :  donc  BC  Teft  auffi; 
&  par  conféquent  tous  les  angles  de  la  figure  étant  droits ,  &  tous 
ks  côtés  égaux,  cette  figure  eft  un  quarré  (  i  ix  )  fait  fur  le  côté  de^ 
mandé. 

132.  Problème  V.  Deux  des  côtés  inégaux  AD ,  AB  dun  rec- 
tangle étant  donnés  i  confiruire  ce  reSangle.  (fîg.  66)* 

Solution*  J^éleve  AB  perpendiculairement  fur  Textrêmîté  A ,  du 
côté  AD  t  puis  du  point  B,  je  mené  Une  parallèle  à  la  droite  AD; 
&  du  point  D,  une  parallèle  à  la  droite  AB,  laquelle  coupe  l'autre 
parallèle  en  C;  &  la  figure  ABCD  eft  le  reftangle  demandé- 

Car  les  deux  droites  AB ,  DC  étant  parallèles  entre  les  parallèles 
AD,  BC ,  font  égales  &  également  inclinées,  (77  ).  Or,  AB  eft  per- 
pendiculaire fur  AD  :  donc  DC  Teft  auffi  ;  &  par  la  même  raifbn.,  les 
droites  AD,  BC  font  égales  <&  également  inclinées^  &  la  droite  BC 
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eft  perpendiculaire  fvir  les  deux  AB ,  DC  :  donc  la  figure  a  feç  quatre 
angles  droits  ;  &  les  cptés  oppofeis ,  par^lleleç  :  donc  elle  eft  un  reftan- 
gle  (  1 13  )  ;  &ce  reâangle  eft  tel  qu'on  le  dein^adoit. 

133.  Problème  VI.  Deux  des  côtés  inégaux  AD,  AB  d'un pa^ 
rallelogramme  étant  donnés;  confifiiire  ce paraUéloff-amme  (  fig.  67 •) 

Solution.  Je  fais  faire  aux  deux  cotés  donnés  yn  angle  BAD  égaji  à 
Tangle  donné  :  de  rextrêmîtéB  je  mené  une  paraHele  à  AD  ;  de  îex- 
trêmité  D,  une  parallèle  à  AB,  laquelle  coupeTautre  parallèle  en  C; 
&  la  figure  ABCD  eft  le  parallélogramme  demandé  ;  ce  qui  fe  dé-^ 
montre  comme  à  l'égard  du  reâangle. 
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CHAPITRE     IV. 

DE    LA    PUISSANCE   DES    LIGNES. 

* 

JJA.  P  Ar  le  mot  de  puijpmce  d'une  ligne,  nous  n'entendons  ici  que 
fa  féconde  puiffance ,  c  eft-à-dire  le  quarré  d'une  ligné  ;  jSc^ce  qiiç 
nous  propolons,  c'eft  de  (avoir  combien  le  quarré  d'une  ligné  diyifée 
en  plufieurs  parties  égales  ou  inégales ,  contient  de  quarrés  de  (es 
parties,  &  de  produits  des  unes  par  les  autres  ;  &  auffi  quel  eft  le  rap- 
port des  quarrés  des  cesparties  à  quelques  produits  des  unes  par  les  au* 
très ,  &c,  ce  que  Ton  entendra  mieux  par  les  .propofitions  fuivaijites* 

135.  Problème.  Faire  le  produit  de  deux  lignes  données  A3  y  ÂC  ^ 

(%-770 

Solution.  J'élève  AB  perpendiculairement  (ûr  AC  ;  je  mené 
BD  parallèle  à  AC,  &  CD  parallèle  à  AB  :  ce  qui  forme  un  reâangle 
ABDC  (1^2) ,  lequel  eft  la  même  chofe  que  le  produit  demandé  ; 
&  en  voici  la  démonftration. 

Multiplier  la  ligne  AB  par  la  ligne  AC ,  c'eft  prendre  la  liçne  AB 
autant  de  fois  qu  il  y  a  d'unités  dans  la  ligne  AC  (  Cale.  II.  )  Ôr ,  la 
ligne  AC  étant  une  fuite  de  points  ,  le  point  eft  fon  uni^é  ;  &  par 
conféquent  pour  multiplier  AB  par  AC ,  il  faut  prendre  AB  autant 
de  fois  qu'il  y  a  de  points  dans  AC  Concevons  donc  que  fur  tous  les 
points  de  la  ligne  AC ,  s'élèvent  des  perpendiculaires  égales  chacune 
à  A  B;  ces  perpendiculaires  feront  parallèles  entre  elles  (  68  )  :  &c 
comme  elles  fe  to^cheront  les  unes  &  les  aqti:ès  dans  toute  leur  lon- 
gueur ^  leur  fomme  formera  un  efpace  qui  eft  le  reâaogle  ABCD. 
Or ,  la  fomme  de  ces  lignes  n'eil  pas  différente  de  la  première  ^  prife 

HKij 
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'  autant  de  fois  qu'il  y  a  d^unités  dans  AC ,  ou  multipliée  par  AC  : 
donc  le  re£bngle  AbCD,  eft  égal  au  produit  de  AB  par  AC. 

136.  Remarq^ue  I.  On  demandera peut-étre|pourquoi  je  fais  faire 
un  angle  droit  aux  deux  lignes  AB ,  AC ,  plutôt  qu'un  angle  aigu 
ou  obtus  :  &  en  effet,  il  paroit  d'abord  que  fi  nous  faifons  former  aux 
deux  lignes  AB ,  AC  un  angle  aigu  BAC  (fig  78  ),  &  que  nous 
achevions  le  parallélogramme  ABCD  ,  comme  il  a  été  dit  ci-defliis 
(  1 3 3)  ;  ce  parallélogramme  contiendra  autant  de  lignes  égales  k  A  B^ 
qu'il  y  a  de  points  dans  AB,  &  que  par  conféquent  le  parallélogramme 
doit  être  auflî  égal  au  produit  des  deux  lignes.  Cependant  comme  ce 
feroit  ici  une  erreur  groiïiere ,  il  faut  faire  voir  en  quoi  elle  confifte, 
en  montrant  qu'il  n'y  a  que  le  reâangle  qui  foit  égal  au  produit  de 
ces  lignes. 

1°.  Le  point ,  étiant  confidéré  comme  îndivifîble ,  doit  avoir  une 
longueur  &  une  largeur  infiniment  petite;  &  partant,  nous  devons 
le  confidérer  comme  un  quarré  moindre  que  tout  ce  que  nous  pou- 
vons imaginer  de  plus  petit,  ou  comme  un  petit  cercle  dont  le  dia- 
mètre eft  moindre  que  tout  ce  qu'on  pourroit  afiîgner  ou  concevoir. 
Or ,  les  lignes  ne  font  autre  choie  que  les  traces  du  point  :  c'efl  pour^» 
quoi  nous  devons  les  confidérer  comme  ayant  toutes  une  même  lar- 
geur infiniment  petite,  &  égale  à  la  largeur  ou  à  la  longueur  du  point,, 
ou  comme  des^reâangles  tels  que  ABEH  (Jig.  79  ) ,  qui  peuvent  être 
égaux  ou  inégaux  en  longueur;  mais  dont  la  largeur,  c'eft-à-dire  la 
diftance  des  parallèles  AB ,  EH,  ou  la  perpendiculaire  AH  entre  ces 
deux  parallèles  efl  toujours  la  même  ôc  infiniment  petite.  Cela  pofé,. 

Il°.  Suppofons  que  U  reftangle  infiniment  mince  ABEH  (fig.  79  )  ^ 
foit  la  ligne  qu'on  veut  multiplier  par  la  ligne  AC»  Si  nous  mettons 
ce  reâangle  perpendiculairement  fur  la  ligne  AC  ;  il  eft  clair  qu'il 
ne  prendra  fur  cette  ligne  que  la  longueur  AH  d'un  point  rc'eft  pour^ 
quoi ,  concevant  qu'il  y  ait  une  infmîté  de  reétangles  égaux  au  rec^ 
tangle  ABEH ,  les  uns  auprès  des  autres ,  le  long  de  la  ligne  AC ,  & 
qui  lui  foient  tous  perpendiculaires;  il  y  en  aura  certainement  atitant 
que  la  ligne  AC  contient  de  points  :  &  par  conféquent  leur  fomme 
ou  le  pjremier  pris  autant  de  rois  qu'il  y  a  de  points  dans  AC ,  fera 
le  produit  demandé  ;  &  ce  produit  fera  un  reâangle. 

III  .  Maintenant,  concevons  qu'une  infinité  de  re£btngles infini-- 
ment  minces  &  ég*ux  chacun  au  précédent ,  foient  tous  également 
inclinés  fur  la  ligne  AC  (fig.  80  ).  Il  faudra  néccffairement  que 
tous  ces  reâangles  ne  s^appurent  fur  AC  que  fur  un  angle  dt  leurs, 
bafes,  &  qu'ils  laifïent  des  petits  triangles  reftangles  tels  que  HTV,. 
VXZ  qui  feront  tous  égaxcc  entre  eux  (  i  oc  ),  ayant  le  côté  TV  égal 
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au  côté  XZ ,  rangle  droit  HTV  égal  à  Tangle  droit  VXZ ,  & 
Tangle  TVH  égal,  à  Tangle  XZV>  à  caufe  des  bafes  TV,  XZ  égale- 
ment inclinées  fur  AQ 

Mais  pour  remédier  à  l'inconvénient  de  ces  triangles  vuides ,  je 
prolonge  le  côté  RB  en  A  ;  ce  qui  donne  encore  un  petit  triangle 
reâangle  égal  à  chacun  des  triangles  vuides  HTV,  &c  ;  &  du  point 
E,  je  mené  ES  parallèle  à  AH.  Les  triangles  reâangles  ESB,  HAR 
font  parfaitement  égaux  (  102  );  à|caufe  des  hypoténufes  ES ,  AH 
parallèles  entre  les  parallèles  AB,  HE,  &  par  conféquent  égales 
(77),  &  des  côtés  BE,  RH  aufli  égaux  ,  pour  la  même  raifon.  Re- 
tranchant donc  du  reâangleRBEH,  le  triangle  ESB  ;  &  lui  donnant 
en  (a  place  le  triangle  HAR  ;  le  parallélogramme  ASEH  fera  encore 
égal  au  reâangle  RBEH  :  &  taifant  la  même  chofe  à  Tegard  des 
autres  reâ:angles,  nous  aurons  le  parallélog^ramme  ASDC  égal  à  laf 
fbmme  des  petits  parallélogrammes  ou  à  la  lomme  des  reâangles. 

Or  les  parties  égales  AH,HV,  &c,  que  ces  parallélogrammes 
prennent  fur  AC ,  font  plus  grandes  que  les  épaiffeurs  RH,  TV  &c, 
des  reâangles  infiniment  minces  :  donc  il  y  a  néceflairement  moins 
de  parallélogrammes  ou  de  reâangles  que  la  ligne  AC  ne  contient  de 
points;  &  par  conféquent  le  premier  rectangle ,  pris  autant  de  fois 
que  la  ligne  AC  a  de  points,  doit  faire  une  fomme  plus  grande  que 
la  fomme  des  petits  parallélogrammes  contenus  dans  le  parallélo- 
gramme ASDC.  Ainfî  ce  parallélogramme  n'eft  pas  le  produit  qu'on 
demande  ;  &  on  trouvera  toujours  qu'en  inclinant  une.  ligne  fur 
l'autre ,  le  parallélogramme  (èra  moindre  que  le  produit  demandé* 

137.  Remarque  IL  J'ai  dit  plus  haut  (35),  que  fi  deux  Kgnes 
droites  fo coupent ,  elles  ne  (è  coupent  qu'en  un  point;  &  dans  la 
remarque  précédente,  j'ai  fait  voir  qu'une  ligne  droite,  qui  coupe 
obliquement  une  autre ,  prend  une  partie  plus  grande  fur  cette  ligne 
que  il  elle  la  coupoit  perpendiculairement  :  d  où  il  paroît  qu'on  peut 
conclurre  que  deux  lignes  droites  peuvent  fe  couper  en  plus  d'un 
point.  Or,  de  peur  qu'on  ne  me  reproche  de  me  contredire  moi- 
même  ,  je  vais  faire  voir  que  ces  deux  propofitions  n'ont  rien  d'op- 
pofé  ;  pourvu  qu'on  les  entende  comme  elles  doivent  être  entendues* 

Nous  avons  démontré  (  34)  que  fi  deux  lignes  droites  ont  deux 
points  communs,  ces  deux  lignes  ne  font  qu'une  feule  &  même 
ligne  droite  ;  &  delà  nous  avons  conclu  que  deux  lignes  droites  ne 
peuvent  fe  couper  en  deux  points  :  c'eft-à-dire  que  fi  deux  points 
de  l'une  s'ajuftent  fur  deux  points  de  fautre  j  les  deux  lignes  ne 
peuvent  fe  couper.  Ainfi  il  ne  s'agit  que  de  faire  voir,  que  quoique 
deux  lignes  qui  fe  coupent  obliquement ,  fè  coupent  en  une  .partie 
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plus  grande  j  que  fi  elle«  fe  coupoknt  perpendiculairement  ;  çs^ptt^ 
danc  jl  n'y  a  jamais  deux  points  de  l'une  qui  s'éffujettiâènc  Cur  deuK 
points  de  l'autre  ^  de  la  façon  donc  nous  venons  de  l'expliquer^ 

1°.  Concevons  donc  que  deux  lignes  droites  foienc  repréfentées 
par  les  reébngks  AB,  C3l)  (Jtg.  81,02  ),  dont  les  largeui^  foat  in- 
finiment petites  &  égales;  ou  h  l'on  veut,  par  les  fuites  des  petits 
cercles  infiniment  petits  ôc  égaux  compris  dans  ces  reâangles  :  & 
mettons  ces  deux  reâangles  ou  ces  deux  fuites  de  cercles  perpendi-  . 
culairement  l'un  fur  l'autre  ;  enforte  qu'ils  fe  coupent  (fig.  8i.)  Le 
petit  quadrilatère  dans  lequel  ces  reâangles  fe  couperont ,  fera  un 

Îiuarré  ;  puifque  les  quatre  cotés  fe  coupent  à  angles  droits ,  &  qu'ils 
ontéeaux;  àcaufe  qu'étant  perpendiculaires  entre  les  longs  cotés 
des  rectangles ,  ils  en  expriment  les  largeurs  qui  font  égales  par  la 
fuppofition  :  4c  comme  les  diamètres  des  petits  cercles  égau^  >  font 
égaux  chacun  à  la  largeur  des  reâangles  ;  il  eft  clair  que  le  petit 
quarré  ne  peut  contenir  que  Tun  de  ces  cercles  E.  Ainfi,  fi  nous  re- 
gardons les  re6bangles  comme  repréfen tant  des  lignes  qui  fe  coupent 
perpendiculairement,  ces  lignes  ne  fe  couperont  qu'en  unpKÙnt  qui 
fera  le  petit  quarré;  &  fi  nous  regardons  les  fuites  de  ces  «ecdes, 
comme  repréfentant  ces  lignes,  elles  ne  fe  couperont au(B  qu'en  uu 
point  qui  lera  le  petit  cercle  Ë;  &  par  conféquent  les  deiAx  lignes 
n'auront  de  commun  que  le  point  £. 

IP,  TWaintcnant ,  concevons  que  les  deux  ûhlîques  AB  ,  CD 
foient  obliques  l'une  fur  l'autre  0%^82);  ou ,  ce  qui  jevîent  au 
même ,  que  la  ligne  CD  tourne  autour  du  poit^t  fixe  £  ^ .  enforte 
que  l'angle  DEB  devienne  oblique  :  les  points  H ,  S  de  la  Ug9e  CD , 
voifins  du  point  E ,  pourront  bien  anticiper  un  peu  fur  les  points  R, 
T  de  la  droite  ÂB ,  voifins  du  point  E ,  mais  les  deux  premiers  ne 
tomberont  abfolument  fur  les  deux  féconds,  que  lorfque  la  ligne  CD 
tombera  fur  la  ligne    AB  :  &  par  conféquent  ,  tant  que  cela 
ne  fera  pas ,  la  droite  US  menée  entre  les  deux  .points  H,  S  de  la 
ligne  CD ,  ne  tombera  pas  fur  la  droite  RT  menée  entre  les  deux 
points  R ,  T  de  la  droite  AD.  Ainfi ,  ni  les  points  H,  S ,  ni  les  points 
R,  T  ne  pourront  être  dits  communs  aux  deux  lignes  ;  «puifque  leurs 
direâions  font  différentes  ;  &c  il  n'y  aura  que  Je  point  £,.qui  fera  ab- 
folument commun  &  à  l'un  &  à  lautre  :  donc  ces  deux  lignes  ne  fe 
couperont  qu'en  un  point  commun  ;  Quoique  la  partie  dans  laquelle 
ils  tecoupetit ,  foit  plus  grande  que  u  elles  fe  coupoient  perpendi- 
culairement. 

III*».  A  la  vérité  il  peut  fouvent  arriver  que  les  lignes  AB.^  CD 
*C%«*8^  )  9  ^^  coupent  obliquemielEit^  i&.que  néanmoins  les  poiotcs  .H> 
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R  n'anticipent  pas  l'un  fur  l'autre  y  non  plus  que  les  points  T,  S  :  & 
alors  il  femble  qu'on  puifTe  dire  que  les  deux  obliques  AB  ^  CD  ne 
fe  coupent  pas  en  une  partie  plus  grande  que  fi  elles  étoient  perpen- 
diculaires entre  elles.  Mais  il  faut  obferver  que  le  point  H  étant  tout 
entier  hors  du  point  £  ;  le  point  £  ne  peut  pafler  de  la  pofîtion  £  à 
la  pofition  H ,  à  moins  que  pendant  ce  mouvement  ^  fon  centre  ne 
parcoure  fucceffivement  la  diftance  qui  eft  entre  lui  &  le  centre  du 
point  H.  Aînfi  le  point  E  paflant  en  H ,  prend  plufieurs  pofitions  in- 
termédiaires entre  la  pofition  £  &  la  pofition  H  :  par  la  même  raifbn, 
le  même  point  £  panant  de  la  pofition  £  à  la  pofîtion  R,  prend  plu- 
fieurs pofitions  intermédiaires  entre  la  pofition  £  &  la  pofition  R-  C'eft 
pourquoi  les  pofitions  intermédiaires  entre  Ë  &  H^  ou  du  moins 
quelques-unes  d'entre  elles,  anticipent  fur  les  pofitions  intermédiaires 
de  E  en  R,  ou  fur  quelques-unes  d'entre  elles  ;  &  ces  anticipations  font 
que  deux  obliques  AB,  CD  fe  coupent  en  une  partie  plus  grande ,  que 
lorfqu'elles  font  perpendiculaires.  Car  quoiqu'alors  il  y  ait  aufiî  des 
anticipations,  telles  que  nous  venons  de  dire  ;  cependant  elles  ne  font 
pas  que  la  partie  coupée  foit  plus  grande  que  le  point  £  (Jig.  81  )  ; 
ou  que  le  petit  quarré  dans  lequel  le  point  E  fe  trouve,  &  dans  lequel 
toutes  les  anticipations  qu'on  peut  imaginer  font  toujours  renfer- 
mées ,  foit  plus  grand.  La  feule  infpeâion  des  figurés  fait  voir  ceci 
clairement. 

Il  feroic  impofiible  de  rendre  raifbn  de  tout  ce  que  nous  avons  dit 
dans  le  problême  précédent  &  dans  ces  deux  remarques ,  fi  on  s'avi- 
foit  de  dire  avec  Euclide ,  que  le  point  n'a  point  de  parties  ôc  la  ligne 
po  at  de  largeur;  &  ce  font  ces  mauvaifès  définitions  qui  ont  donné 
Ji ju  k  bien  des  gens  d'accufer  les  géomètres  de  tomber  dans  des  ab- 
furdirés.  Nous  en  donnerons  encore  une  exemple  lorfque  nous  par- 
lerons du  cercle  (  *  ). 

(*^  La  théorie  de  M.  Vdhhè  Detdier,  fur  la  natine  &  fur  les  feAions  des  lignes ,  ne  fera 
fans  doute  pas  du  ^ou'  de  tout  le  monde.  Mais  comme  cette  dificuflkui .  peut-être  un  peu  em- 
barraflee  &  peu  décifive ,  eft  plus  du  reflbrt  de  la  raétaphyfique  que  de  ia  gèomérrie  ;  il  eft 
affez  indifférent  qu'on  foit  ou  qu^on  ne  (bit  pas  de  fon  avis.  Ce  qu*ilya  de  certain  fur  cet 
objet, 

C>ft  en  premier  lieu,  qrfil  eft  abfurde  de  dire  que  les  lignes  qui  forment  les  forfàces,  n'ont 
dbfolument  aucune  étendue  en  largeur  :  car  il  eft  évident  qu'un  inétendu ,  joint  tant  de  fois 
oue  l'on  voudra  à  un  inétendu ,  ne  peut  jamais  former  une  étendue.  Ces  lignes ,  cmnpofées 
d'une  infinité  de  points  qui  ont  chacun  une  infiniment  petite  étendue  en  tout  fens,  ont 
donc  chacune  en  largeur,  une  infiniment  petite  étendue,  dont  on  peut  faire  abftraftion, 
maïs  dont  on  ne  peut  leur  ôter  ou  leur  contefter  la  réalité. 
^  C'eft  en  fecona  lieu ,  que  deux  lignes  en  fe  coupant  en  un  point ,  fe  coupent  en  un  point 
d'autant  plus  grand ,  que  l'angle  de  leur  indinaifon  eft  plus  petit.  Par  exemple ,  (oient 
une  infiûité  de  lignes  «,  rr ,  parallèles  &  contiguës ,  chacune  d'une  largeur  égale  &  infiini» 
ment  petite ,  coupées  par  une  perpendiculaire  mn  &  par  une  oblique  ab  nSg.  8 1 .  )  : 

Il  m  clair  que  h  k&xoB  perpendiculaire  mn  eft  plus  petite  que  la  iêâion  oblique  ab  :  & 
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138.  Définition.  Dans  toutreâangle  ABDC  {Ji^.  77  ),  le  Coté 
AC  fur  lequel  on  conçoit  qu'il  s'appuie  fe  nomme  bafe  ;  &  le  côté 
AB  ou  fon  égal  CD ,  perpendiculaire  fur  la  bafe ,  fe  nomme  hauteur. 
On  défigne  un  redangle  par  les  quatre  lettres  mifes  aux  quatre  angles, 
en  difant  le  redangle  ABCD  ;  ou  fimplement  par  les  deux  lettres 
mifes  à  deux  angles  oppofés  A,  D ,  en  difant  le  redangle  AD, 

Proposition    XXVII. 

1 19.  Si  deux  reSangles  ont  les  bafes  égales  &  les  hauteurs  aujfi^ 
ils  font  egauoç. 

« 

Démonstration.  Qiaque  reftangle  eft  le  produit  de  fa  bafe  par 
fa  hauteur  :  or  ,  la  bafe  de  Tun  eft  égale  à  la  bafe  de  Tautre ,  &  la 
hauteur  eft  égale  à  la  hauteur ,  par  la  fuppofition  :  donc  les  deux 
produits  ou  les  deux  reftangles  ne  fauroient  être  difFérens.  C.Q.F.Df 

Proposition     XXVIII. 

1 40.  Si  une  ligne  droite  AB  (  fig.  83  ,  84  )  ^  divifée  en  deux  ou 
plujîeurs  parties  égales  ou  inégales  ;  le  quatre  de  cette  H^e  contient 
le  quarré  de  la  première  partie  ;  plus  ^  deux  reSangles  de  la  première 
par  la  féconde  ;  plus  le  quarré  de  la  féconde  ;  plus ,  deux  reSan^es 
des  deux  premières  par  la  troijieme;  plus  le  quarré  de  la  troijieme  ; 
plus  deux  reSangles  des  trois  premières  par  la  quatrième  ;  plus  le 
quarré  de  la  quatrième  ;  &  ainji  de  fuite  ^  s^ily  a  un  plus  grand 
nombre  de  parties p 

Démonstration.  P.  Soît  la  ligne  AB  (Jig.  83  ),  divifée  en  deux 
parties  AC,  CD.  Je  fais  fon  quarré  AMNB  (  ^33  )  •  je  prends  fur  le 
côté  AM  ,  perpendiculaire  fur  AB ,  la  partie  AE  égale  à  la  partie 
AC  •  &  par  conféquent  la  partie  £M  eft  égale  à  la  partie  reftante 
CB  ;  àcaufe  de  AE^^:?  AC  :  au  point  C  j'élève  CS,  perpendiculairç 
fur  ÀB  ;  &  au  po^nt  E  j'élève  ET,  perpendiculaire  fur  AM.  Les 
droites  AM ,  CS ,  BN  étant  perpendiculaires  fur  AB ,  font  parallèles 
entre  elles  (  68  )  j  &  par  la  piême  raifon ,  les  droites  AB ,  ET ,  MN 
feront  auffi  parallèles.  De  plus ,  les  droites  AM ,  CS ,  BN  y  perpen-^ 
diculaire$  fur  AB,  font  auflî  perpendiculaires  fur  les  droites  ET,  MN, 


i.-^»." 


que  fi  la  perpendiculaire  &  Toblique  ne  coupent  chaque  ligne  rs^rs^  qu'en  un  fcul  point; 
cnaqup  point  coupé  par  l'oblique  ab  ,  doit  être  plus^rand  ou  plus  étendu  dans  le  fens  de  la 
fçâ'ion  oblique,  (^e  chaque  point  coupé  par  la  perpendiculaire  m/?,  dans  le.fens  de  la  feâioo 
^erpendiailaire  :  puifque  la  fomme  de  tous  les  points  coupé^  de  parc  Ça  d'autre ,  foraïc  le^ 
^leu^  lignes  éyidenuzieat  inégales  ab^mn^ 

parallèles 
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parallèles  à  AB  (  ^8  )  :  aînfi  txiutts  ces  ligpes  (e  coupent  perpondîcur 
lairement ,  &  leurs  parties  auifi.  Cela  pelé, 

Le  petit  quadrilatère  AEOC,  ayant  fies  quatre  an^^œ  àick^^tc  les 
cotés  ÀC ,  AE  i  égaux  entre  eux  par  la  conflruâbion ,  âc  ^aux  à  leurs 
parallèles  EO ,  OC ,  eft  par  conlëquent  le  quatre  de  la  partie  ÂC 
De  même  le  quadrilatère  SOTN  eft  le  quarré  de  l'autre  partie  CB. 
Car  Tes  côtés  OT ,  SN  (ont  égaux  chacun  à  la  pâme  CB  ;  puifqu'iis 
font  perpendiculaires  entre  les  parallèles  CS,  BN  :  &piarlajnéme 
raifbn  y  les  deux  autres  côtés  OS  ,  TN  font  au^  égaux  chacun  k  Ë]V( 
=  CB  :  enfin  les  deux  reâangles  £MSO ,  OCBT ,  ayatit  le  coté 
OC  =  OE ,  &  le  côté  EM  égal  au  côté  CB ,  font  égaux  entre  eui^ , 
&  égaux  ducun  au  produit  de  la  partie  AC  par  la  partie  CB.  Donc 
le  quarré  AMNB  de  la  droite  AB  divifëe  en  deux  parties  AC  »  CB j 
contient  le  quarré  AEOC  de  la  première  partie  AC  ^  plus  deux  rec- 
tangles EMSO^  COTB  de  la  première  partie  par  la  féconde  ;  plus  le 
quarré  03NT  de  la  fecondê. 

11"^.  De  même,  foit  la  ligne  AB  {Jig.  84) ,  divifêe  en  trois  parties 
AC ,  CD,  DB.  Je  fais  fon  quarré  AMNB;  &  des  points  de  divifîoh 
G,  D ,  j'élève  fur  DB  les  perpendiculaires  CS ,  DT.  Je  prends  fur  le 
coté  AM  ,  la  partie  AE  égale  à  la  partie  AC  ;  la  partie  EH  égale  à  la 
partie  CD;  &  par  conféquent  la  troiHeme  partie  HM  eft  égale  à  la 
troifîeme  partie  DB.  Enfin ,  des  points  E,  H ,  j'élève  fur  AM ,  les  per- 
pendiculaires £Z ,  HX  :  aiôfi  ces  perpendiculaires  coupent  perpeadT- 
culairement  \os  perpendiculaires  menées  fur  AC ,  par  les  raifbnsque 
nous  avons  déjà  dites  ;  &  toutes  ces  perpendiculaires  forment  entre 
elles  des  reâangles. 

Or,  le  reâangle  AEIOC  eft  le  quarré  de  la  première  partie  AC  ;  k 
caufe  de  AE  =  AC-  Les  deux  reftangles  EHVO,  CORD  font  égaux 
entre  eux ,  &  valent  chacun  le  produit  de  la  partâe  AC  par  la  partie 
CD*,  kcsufeducôtéEX3^alau  côtéCO  ou  AC,  &  du  càtéEH 
égal  au  côté  CD.  Le  reftangle  VORP  eft  le  quarré  de  CD  à  caufe 
du  côté  OR=^CD,&ducôté  OV=EH=CD-  Les  .deux  rec- 
€an|rJes  HMSV,  DRZBTmt^égâiix  chacun  au  produit  de  k|iartie 
ACpar  lapsrtieDB;  à  caufe  des  côtés  é^uj^  HM,  DB,i&:  4kso5iés 
HV ,  DR  ^gaxx  dxacun  au  cooé  AC  jou  AE ,  les  xseâangiles  VfiTP., 
RfXZ  ibntauffi  égaux  eamre  eux  &at]  prockit  de  la  pastie  CD  par 
la  partie  DB;  à  caufe  du  côté  VF  ou  CD  (^  au  coœ  fîEL«iJ£ 
ttrCD^  ducôté  SV  00  MH  égal  au  côté  HZ  ou  DEEdmleTec- 
caaglePTNX  eft  le  quasré  de  DB  \  à^caufe  du  oàcé  FX  jgu  DB  égal 
«u  <:ôté  FT  oatiM. 

Donc  le  quarré  de  la  droite  AB^  dhrifee  ta  trais  parties  AC^  CD^ 
TokbL  li 
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DB ,  contient  le  ouarré  AËOC  de  la  première  paitie  ;  plus  deux 
produits  HEOV ,  C)ORD ,  de  la  première  par  la  féconde  ;  plus ,  le 
quarréOVPR  de  k  féconde  ;  plus,, deux  reoaiîgles  HMSV ,  DRZB, 
de  la  première  par  la  troifieme  joints  à  deux  reéfcangles  VSTF ,  RBXZ 
de  la  féconde  par  la  troifieme  :  ce  qui  fait  enfemble  deux  reâangles 
des  deux  premières  par  la  troifieme;  plus  le  quarréPTNX  de  la  troi-^ 
fieme  y  &  ainfi  des  autres.  C.  Q.  F.  D. 

141.  CoROLLAiRF  I.  Lorfan'uM  ligne  AR  ejt  Jivtjce  en  deux  oa 
plufieurs  parties  ;  la  diagonate  defon  quarré  AMNB  coupe  en  deux 
également  tous  les  quarres  des  parties  de  cette  ligne.  (  iig.  83. ,  84.  ) 

DiéMONSTRATioN.  La  diagonale  AN  (^5:83)  coupe  le  quarré 
AMNB  en  deux  triangles  parraitement  égaux  (  1 1  q).  Or,  ces  trian»* 
gtes  étant  reâangles  &  ifolceles  ;  les  deux  angles  fur  la  bafe  de  cha- 
cun d'eux.,  doivent  valoir  enfemble  un  droit  j  puifque  les  trois  angles^ 
de  tout  triangle  ,  vaTent  enfemble  deux  droits  (97  )  -  donc  chaque 
angle  fur  la  bafe  doit  valoir  enfemble  un .  demi-droit  ;  &  par  confé- 
quent  la  diagonale  AN  doit  couper  Tangle  droit  MAC  du  quarré 
AMNB  en  deux  également.  Qr,  la  diagonale  AO  du  quarré  EACO 
coupé  auffi  le  même  angle  droit  EAu  en  deux  également ,  par  la 
même  raifbn  :  donc  Ta  diagonale  AN  tombe  fur  la  diagonale  AO, 
&  pafTepar  le  point  O;  d^où  il  fuit  qu'elle  coupe  aumle  quarré 
EACO  en  deux  également.  Maintenant  les  angles  égaux  ÉOA  y 
AOC  j  font  égaux  aux  angles  SON ,  TON  qui  kur  lonr  oppofés 
au  fommet  (  49  )  :  donc  la  ligne  AN  coupe  auflî  en  deux  également: 
Tangle  droit  SOT  du  quarré  §OTN;  &  par  conféquent  cette  diago- 
nale AN  tombe  fur  la  diagonale  ON.  du  quarré  SOTN  ,  &  le  divife 
en  deux  également  :^  ainfi  des  autres. 

142.  Corollaire  II.  Si  une  ligne  AB  ejidivijee  en ptufieurs part- 
îtes égales  ;  fon  quarré  contient  autant  de  fois  te  quarré  ae  F  une  de 
fes  parties^  V^*^^ y  ^  dunifés  dojys  le  quarré  du  nombre  de parties.^ 

(%-85  ) 

Démonstration.  Suppofons  que  îa  ligne  AB.ait  3  parties.  Je 
fais  fbn  quarré  :  des  points  de  divifion  j'élève  des  perpendiculaires 

.fur  AB  r  je  divife  AM  en  un  même  nombre  de  parties  ;  &  des  points 
de  divifion  je  mené  des  perpendiculaires  fur  AM^Il  eft  vifiUe  par 
Cette  conftruâion  que  j'aurai  9  qvarrés  égaux  au  quarré  AO  de  la 
première  partie  AC:  or,  91,  eft  lé  quarré  du  nombre  y  des  parties. 

.  Donc  ^  &c  ;  &  ainfi  des  autres  r  &  là  raifon  en  efl  que  le  qnarœ 
AMNB  n'ePt  autre  chofe  que  le  produit  de  la  ligne  ABsa3  par  la 
ligne  AM  =  3 ,  lequel  produit  efï  9. 

I43,,  CoaOLLAiRB  lU.  De-là^  il  fuit  que  le  quarré  d'une  ligne 
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coupée  ^n  deux  également ,  eft  quadruple  du  quarré  de  Ùl  moitié  : 
que  le  quarré  d'une  ligne  coupée  en  trois  également  eft  neuf  fois 
plus  grand  que  le  quarré  de  fon  tiers;  ficc 

Proposition     XXIX* 

144. 5/  une  ligne  droite  AB  efi  divifée  en  plufieurs  parties  égales 
ou  inégales  AC^  CD  «  DB  5  le  produit  ou  reaangle  de  la  ligne  AB 
par  une  autre  ligne  AM  j  eji  égal  à  lafomme  des  produits  ou  reSangles 
de  chaque  partie  par  la  ligne  AM.  (  fig.  8^  ). 

Démonstration,  Sur  tous  les  points  de  divifîon  de  la  ligne  AB  ,' 
J'élève  les  perpendiculaires  CS,  DT;  &  lereftanglc  AMNjB  eft  dî- 
vifé  on  trois  autres  redangles  ÀMSC,  CSTD,  DTNB ,  dont  le  pre-. 
micr  eft  le  produit  ou  lereftangle  de  la  partie  AC  par  la  droite  AM; 
le  fécond  eft  le  produit  ou  le  reaangle  de  la  féconde  partie  CD  pat 
es  =  AM  ;  &  le  troîfieme  eft  le  produit  ou  le  reftangle  de  la  troî- 
fieme  partie  DB  par  DT  =  AM.  Or ,  ces  trois  reâangles  compoienc 
Je  reaangle  total  :  dpnc ,  &c.  C  Q.  F*  D. 

■ 

Proposition    XXX. 

1 4< .  5i  une  ligne  AB  ejl  divijec  en  deux  parties  inégales  AC ,  CB  ; 
le  reaangle  de  la  ligne  AB  par  Vune  de  fes  parties  AC ,  ejl  éeal  au 
reâangU  des  deux  parties  ^  plus  le  quarré  de  cette  partie  AC.  {fig.  87). 

Djémonstr ATiON.  l'élcve  en  A  la  perpendiculaire  AD  égal  à  AC; 
^'achevé  le  reaangle  ADEB;  &.du  point  C  j'élève  la  perpendiculaire 
CR  fur  AB.  Le  rectangle  ADEB  eft  donc  le  reaangle  de  la  droite 
AB  par  fa  partie  AC  ou  AD  ;  le  reaangle  ADRC  eft  le  quarré  de  la 
jiartie  AC  ;  &  le  reébngle  CREB  eft  celui  des  deux  parties  BC ,  CA 
ou  CR  :  or,  il  eft  vifible  que  le  reaangle  ADEB  eft  égal  au  quarré 
ADRC ,  plus  le  reftangle  CREB.  Ce  qu'il  falloir  démontrer. 

Proposition     XXX L 

1 4(> .  Si  une  ligne  droite  AB  efi  divijee  en  deux  parties  égales  AC  , 
CQy&  en  deux  inégales  AD ,  DB;  /e  reSangle  des  deux  inégales  AD, 
DB,  efi  égal  au  quarré  de  la  moitié  AC  de  la  ligne  y  moins  le  quarré 
de  la  vartie  DC  interceptée  entre  les  points  aune  divifion  D ,  C. 
{fig.  88.) 

DiÔMONSTRATiON.  Je  fois  d^u ne  part  le  quarréAMNC  de  la  moitié 

AC  ;  &  j'en,  retranche  le  quarré  DHRC,  de  la  partie  DC  :  ce  qui  me 

donne  un  refte  AMNRHD,  qui  eft  une  efpece  d^équerre,  qu'on 

.  nomme  ordinairement  un  gnomon.  De  l'autre  côté  j'élève  en  D  la 

liij 
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droke  D£  perpendiculaire  fur  AB  &  égale  à  AD  ;  &  achevaDt  le 
sâangle  DEFB  y  le  reâaogle  eSt  le  même  que  celui  des  parties  iné- 
gales AD  y  BD.  Ainfi  il  s'agk  deâtre  voir  que  legzio0ioaA]MLNBJEiD,r 
efl  égal  au  reébng^e  DEFB  ;  &  pour  cela , 

Je  prolonge  RH  en  S  ;  ce  qui  divife  le  gnomon  en  deux:  rcflEangley 
SN  y  SD  :  je  prolonge  aufil  NC  en  P  ;  ce  qui  divife  le  reâangle  DEFB 
anffi  en  deux  redangles  DP ,  PB.  Qr ,  les  reâangles  SN,  PB ,  font 
égaux  :  carà  caufe  deCNcaCA,  &  deCRs=  CD^  nous  aurons 
NR  =  AD=DE=CP  ;  c'cft-k-dire  les  deux  côtés NR ,  CP ^font 
égaux ^  de  même  que  les  deux  autres  côtés  MNI,  CB  y  à  caufe  de  MN 
cas  AC  »=  CB  :  &  les  deux  reâangles  SD ,  DP  font  aufli  égaux  ;  à 
caufe  de  ÂDbDE^  &  de  DC=:DH  ;  donc^  le  gnomon  eft  égal  an 
reâangk  DEFB.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

147.  Corollaire.  Donc  le  nSangle  des  parues  imégaleSy  plus  le 
fuatré  de  la  partie  interceptée  DC  y  ejtégal  au  quarré  de  la  moitié  de 

ia  lignes  Par  la  proportion  précédente ,  nous  avons  ADxDB=^AC 

— CD  :  donc  en  ajoutant  CD  de  part&  d'autre  ^  nous  aurons  AD 
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148»  Si  â  une  ligne  droite  AB  divijee  en  deux  parties  égales  AC  ^ 
CB  y  on  ajoute  une  autre  ligne  droite  ÂD  ;  le  reâangle  de  toute  lai 
Uffte  DB  par  F  Routée  AD  y  efi  égal  au  ^tarré  de  la  ligne  DC  corn-- 
pojee  de  la  moitié  AC  &  de  f  ajoutée  AD  y  moins  le  quarré  de  la  moitié. 
AC  de  U  ligne  AB.  ifig.  89.) 

DiwoKSTRATroN.  Jc  fais  d^e  part  îe  quarré  DMNC  de  la  ligne 
XiCy  &  j'en  retranche  le  quarré  AHRC  de  la  ligne  AC  :  ce  qui  donne 
tm  refle  ou  gnomon  DMNRHA.  De  l'autre  part ,  j'élève  en  D  une 
droite  DE,  perpendiculaire  ftir  DB  &  égale  à  DA;  &  achevant  te 
reâangle  DEFB  ;  ce  re^^at^le  eâ  le  raép^eque  celui  de  DB  par  DA. 
Ainfî  il  eâ  quefiion  de  faire  voir  que  le  gnomon  DMNRHA  eft  égal 
au  reâangle  DEFB;  &  pour  cela, 

Je  prolonge  RH  en  S;  ce  qui  divife  le  gnomon  en  deux  reâangles 
iSN,  SA  :  je  prolonge  auffi  NC  en  P;  ce  qui  divife  le  reÔangle  DEFB 
'cndeuxautresDP,PB.Or,àcaufedeDC^CN,&deAC=CR, 
nous  avons  NR  =  D  A  =  DE  ;  &c  à  caufe  du  quarré  DMNC ,  nous 
«voos  MN3=:NC  :  donc  lés  deux  reâangles  SN  ,  DP^  qui  ont  les 
cotés  NR  y  MN ,  égaux  chacun  à  cbacun  aux  côtés  DC ,  DE  y  font 
égaux.  De  même  nous  avons  DA  =DE=  CP,&  AH  «  AC«=CB  ; 
donc  ks,  deux  reâangles  SA  y  PB  qui  ont  les  cotés  DA  ^  AH  égaux 
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chacun  à  chacua  aux  côtés  CP ,  CB ,  font  égaux  ;  &  par  confëqucnt 

k  gnomon  eft  égal  au  reâangle  DEFB.  Ce  qu'il  falloit  démontre^ . 

Kei&AR(IVB^  Les  idtux  proportions  préc^entes  reviennent  fou- 

vent  dans  la  géométrie  y  Ôc  Ton  fera  fort  bien  de  fe  les  rendre  fa- 

miliereSi. 

Frofosïtzok    XXXII  L 

149.  Si  dwt  point  O  pris  /tir  la  diammUe  AC  dun  reSangie  ou 
dun  parallélogramme  ABÙD^on  mené  des  droites  RS,  IlW  parallèles 
aux  cotés  AD ,  IK^^  Us  parallélogrammes  RDVO ,  TOSQjpar  Uf 
fuels  la  diagonale  ne pajfe pas ^font  égmix.  (  fig.  90^  91.  ) 

Di&M4>^srRATioif.  La  diagonale  divi(e  le  reâangleou  le  paralfé-» 
logramme  en  deux  triangles  ADC^  ABC  parfaitement  égaux  (i  i^f 
&  les  droites  RS,  TV,  divifent  chacun  de  ces  triangles  en  deux  au- 
tres triangles^  &  un  reâangle  ou  parallélogramme.  Or^  le  reâangle 
ou  parallélogramme  AROT ,  étant  auffi  divifé  en  deUx  triangles 
égaux  par  fa  diagonale  AO  ;  le  triangle  ARO  e(l  égal  au  triangle 
ATO I  &  par  la  même  raifbn^  dans  le  reâangle  ou  parallélogramme 
OVCS  ,1e  triangle  OVC  eft  égal  au  triangle  OSC.  Donc  fi  nous  re- 
tranchons du  triangle  ADC^  les  deux  triangles  ARO,  OVC;  &  dyt 
triangle  ABC,  les  deux  triangles  ATO,  OSC;  le  reâangle  ou  pa- 
rallélogramme RDVO,  qurreftera  (Tune part,  fera  égal  au  redbngle 
ou  parallélogramme  TOSB,  qui  rcftera  dé  Tautre.  Ç.  Q.  F.  D^ 

mmmmmmmm 


C  H  A  P  I  T  R  E     V. 

RAISOîfS  ^PROPORTIONS  ,  ET  PROGRESSIONS  GÉOMÉTRIQUES 

DES  LIGNES. 

1 5  o.  1  Out  efpace  comprb  entre  deux  parallèles  qui  ne  font  point 
lïornées  pv  des  perpendiculaires  ou  des  obliques,  fe  nomme  ejpaca 
parallèle^ 

Les  efpaces  parallèles  étant  indéfinis  &  non  terminés  de  part  Se 
d*autre  ;  le  ptes  ou  moins  de  longueur  des  parallèles  n'augmente  nï 
ne  diminue  leur  grandeur,.&  l'on  peut  confidérercçsparalleies^commte 
infiniment  prolongées» 

F  R  o  F  o  s  I  T  I  o  )f    X  X  X  I  V.^ 

i^i.' Si  les  perpendiculaires  RP,  rp,  ou  les  également  incûnéesi 
TS,  es ,  cémprifes  entre  deux  efpaces  parallèles  ABCD,  ^bcd  \font 
égales i  les  ^pa€is  parallèles fint  égaux  u& files  efpaces paraîldc& 
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font  égaux ,  les  perptndiçulaircjs  ^  ou  les  également  inclinées ,  font 
égales,  {fi^,  92.) 

■  Démonstration;  I^.  Te  porte  Tefpace  ABCD  fur  refpace  ahcJy 
en  mettant  la  droite  indéfinie  CD  fur  l'indéfinie  cd;  de  façon  que 
le  point  P  de, la  perpendiculaire  RP,  tombe  fur  le  point />  de  la  per- 
pendiculaire rp  :  CCS  deux  perpendiciflaires  étant  égales,  tomberont 
Tune  furTautre,  Car  d'un  même  point />,  on  ne  peut  élever  deux  per- 
pendiculaires fur  une  même  ligne  (  $  i  )*  Ainfi  la  droite  indéfinie  AB 
tombera  fur  la  droite  indéfinie  ab  ;  à  caufe  que  par  un  même  point 
R,  on  ne  peut  mener  deux  différentes  parallèles  à  une  même  ligne 
(68)  :  &  par  conféquent  les  deux  efpaces  parallèles  feront  parfaite- 
ment égaux.  On  prouvera  de  la  même  façon ,  que  fi  deux  également 
inclinées  TS ,  w ,  font  égales  ;  les  efpaces  parallèles  font  égaux. 

ir°.  Si  l'on  prétend  que  les  deux  efpaces  étant  égaux,  les  perpen- 
diculaires RP ,  rp,  ou  les  inclinées  TS,  rs ,  foient  inégales  ;  je  mets 
J'indéfinie  CD,  lur  l'indéfinie  cd;  enforte  que  le  point  P  de  la  per- 
pendiculaire RP ,  tombe  fur  le  point  p  de  la  perpendiculaire  rp  ;  ces 
deux  perpendiculaires  tomberont  Tune  fur  Tautre*  Mais  comme  oq 
Jles  fuppofe  inégales;  le  point  R  tombera  au-deja  de  r,  par  exemple, 
en  Q,*fiRPeft  plus  grande  que  r/;;  ou  eh  deçà  du  point  r,  par  eyemple, 
en  ^ ,  fi  RP  eft  moindre  que  rp  :  Se  dans  Tun  &  fautre  de  ces  cas ,  la  pa- 
rallèle AB  ne  tombera  point  fur  la  parallèle  ab  j  puifqu'elle  paffera  ou 
par  Q  ou  par  ^  ;  &  les  deux  efpaces  parallèles  ne  feront  pas  égaux; 
çc  qui  çfi:  contre  la  fiippofition.  Donc,  fi  les  efpaces  parallèles  fbot 
égaux ,  les  perpendiculaires  font  néceflairement  égales  :  &  on  prou* 
vera  de  même  que  les  efpaces  ^tant  égaux  ^  les  égalemeo;  ipclinées 
.font  éjg^ales.  Ç.  Q.  F,  D/ 

152.  Corollaire.  Ce  ^ue  nous  venons  de  dire  Jeroit  encore  vrai ^ 
files  également  inclinées  LH  ,  ts  ^  étaient  inclinées  en  différent  fen^. 

C^v  il  n'y  auroit  qu'à  renverfer  Tefpace  ABCD  fur  Tefpace  abcdj 
c'eft-à-dire,  mettre  l'indéfinie  AB  fur  l'indéfinie  cd;  de  façon  que 
k  parallèle  CD  tombât  du  côté  de  la  parallèle  ^^ ,  &  que  le  point  L 
de  Tmclinée  JL^  tombât  fur  le  point  s  de  l'inclinée  ts.  Car  alors  ces 
.deux  incjinées  fe  trpuveroicnp  inclinées  du  même  feiis  ;  6c  l'on  dé- 
montreroit  les  mêmes  chofes  que  ci^defliis. 

P   R   O   p    Q    S.J   T  f   O   N      X  X  X  V» 

1^3.  Si  après  avoir  mené  d^ns  un  efpàce pàraUele  ABCD  une  per-- 
pendicuLaire  EH  ,  &  tant  d'qutres  lignes  inégalement  inclinées  quon 
voudra .  LM ,  NQ ,  TV,  &c  ;  on  MviÇe  la  perpen^culairç  ^  ou  telle 
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inclinée  qu'on  voudray  en  deux  ou  plujîeurs  parties  égales  ou  inégales  y 
&  que  des  points  de  divijion  de  cette  ligne  ,  on  mené  des  parallèles 
aux  parallèles  AB ,  CD  \je  dis  que  les  autres  lignes  menées  entre  ces, 
deux  parallèles  AB,  CD  feront  divijeespar  les  parallèles  menées  entre 
deux  ,  en  même  rcùfon  que  la  ligne  qui  aura  été  preniierement  divifée.. 

DEMONSTRATION.  Suppofons  quc  rîndinée  LM  ait  été  divifée  ert 
deux  parties  LP ,  PM  (^.  93  ) ,  qui  foient  entre  elles  en  tel  rapport 
qu'on  voudra  ;  &  que  du  point  de  divîfion  P ,  on  ait  mené  k  droite 
XPZ  parâlteîe  aux  pariai leles  AB,  CD.  Je  cofcçbîs  que  de  tous  les 
points  de  la  ligne  LM,  foïent  menées  des  parallèles  à  AB  ou  à  CD  r 
Éoutesces  parallèles  diviferont  refpace  pataUele  ABCD,  en  autant 
d'autres  éfpaces  parallèles  que  la  ligne  LM  contiendra  de  petites  pâr^ 
ties  égafles  -^  6c  coninie  là  ligne  LM  efl:  également  iticlihée  fur  foutes 
ces  parallèles ,  puîfqtfe  les  angles  du  même  côté  font  tous  égaux  ,  & 
ique  par  conféquent  routes  fes  parties  égales  font  également  inclinée^' 
dans  t&urs  petits  efpsîces  parallèles  y  il  s'enfuit  que  tous  ces  petits  ef' 
pâces  font  égaux  entre  etix  (151  ). 

Or,  la  perpendiculaire  EH  &  lesàutïes  inclinées  NQ,  &c,  font 
divifées  par  les  petits  efpaces  parallèles  égaux  chacun  en  un  même 
nomln'e  de  parties  que  la  ligne  LM}'&  à  caufe  que  chactine  de  ces 
lignes  n'eft  pas  plus  inclinée  dans  un  petit  elpace  que  dans  un  autre  ^ 
toutes  les  pardes  de  chacune  d'elles  font  égales  entre  elles  (  ici  ).« 
Ainfî  comme  il  n^y  a  pas  plus  dé  petits  efpaces  de  L  en  P  que  de  E 
en  O,  &  de  P  en  M  que  de  O  en  H  ;  il  s^enfùir  que  lé  nombre  dé  par- 
ties égales  de  LM  comprifes  "dans  fa  partie  LP ,  eft  au  nombre  des- 
parties  égales  Comprifes  dans  fa  partie  PM  ;  comme  h  nombre  de 
parties  égales  de  la  pêrpendîeulaiiîe  EH  comprifes  dans  fa  partie  EOy 
cft  au  nombre  de  parties  égales  comprifes  dans  OH  ;,  c'eft-à-dîre  LI*. 
PM  :  :  EO.  OH  :&c  partant  là perpjendiclilaire  EHfeft  divifée  en  O,. 
eo  même  raifon  que  l'incfinée  LM  en  P. 
!  Et  on  prouvera  de  mérne  q\ie  les  autres  inclinées  NQ,  TV,  &c,^ 
font  divifées  par  XZ ,  en  même  raifon  qUe  là  droite  LM  :  &  ce  feroit 
encore  la  même  chofe  fi  la  figne  IPavoit  été  divifée  en  un  plus  grand 
nombre  de  parties  LP ,  PS,  SM>  (^g.  94). 

t  ^4.  CoROLLAiRB  I.Ilfuit  delà  que  les  efpaces  parallèles  inégaux^ 

font  entre  eux  comme  les  perpendiculaires  ou  comme  les-  également  in^ 

;  clinées  entre  ces  parallèles  ;  orque  les  perpendiculaires  ou  les  également 

inclinées  entre  les  efpaces  parallèles  inégaux  y  font  entre  elles  comme  le^ 


x^e    ÉLâMENS    DE    MATHÉMATIQUES. 

D^MOwsTRATioK.  I"*.  Lc  nombre  des  pedcs  efpaces  égaux  con-^ 
tenus  dans  refpace  parallèle  AfiXZ,  eft  au  nombre  des  petits  efpaces 
égaux  contenus  dans  l'efpace  XZCD  ;  comme  le  nombre  de  parties 
égales  contenues  dans  la  partie  ËO  de  la  perpendioukire  EH ,  eft  aa 
nombre  des  parties  égales  continues  dans  la  partie  OH:  &  partant 
l'efpace  parallèle  ABXZ,  eft  à  Tefpace  XZCD^commie  la  partie  £0 
de  la  peipendiculaLpe  eft  à  la  partie  OH^  ou  comme  la  partie  LP  de 
Toblique  LM,  eft  à  la  patrie  PM  de  cette  même  oblique;  c'eft-à-dire 
que  ces  deux  efpaces  ABXZ  j  XZCD  font  entre  eux  comme  leurs 
perpendiculaires  X^O  ^  QH,  ou  comme  leur  également  inclinées  LP, 
PM 

11^^  De  même  i  puîfque  la  perpendiculaire  EO  conrient  autant  de 
pardes  égales  que  Tefpacç  parallèle  ABXZ  contient  de  petits  espaces 
parallèles  égaux  ;  &ç  que  la  perpendiculaire  OIJ  contient  autant  de 
ces  mêmes  parties  égales  que  Tefpace  XZCD  t8n tient  de  mêmes  pe-? 
tics  efpaces  égaux  ;  il  s'enfuit  que  la  perpendiculaire  EQ.  çft  à  la  per* 
pendiculaire  OH  y  comme  1  efpace  parallèle  ABXZ"*  eft  à  l'efpace 
XZCD  ;  ôç  la  même  chofe  doi):  fe  dire  des  ég^emçqt  inclinées  LP. 
PM. 

155.  CoïtOLîiAïRE  IL  De  ce  ^ue  nous  av0itt  twuvé  (153)  ,IA 
1PM  :  :  EO.  OH  ;  nous  pouvons  -dire  en  compofant,  LP-+-PM#  PM  :  ; 
H> -4t.  OH,  OH  ;  <?!/ LM^PM  :  :  EH/OH,  (/^>  93  ). 

lÔÉMONSTRATiON,  Ilpft  clait  quc  le  nombre  de  parties  égales  ccm« 
tenues  dans  LM ,  eft  au  nombre  de  parties  égales  contenues  dans  fx 
partie  JPM  j  comme  le  nombre  de  parties  égales  contenues  dans  EH^ 
eït  au  iiom[bre  de  parties  égales  contenues  dans  OH  :  puifque  le  nom- 
Inre  de  parties  contenues  dans  LM^  eft  égal  aU  noni}>re  de  parties  con?- 
tenues  dans  EH,  Il  eft  clair  de  même  que  le  nombre  de  parties  con^ 
tenues  dans  MP  ^  eft^gd  au  nombre  de  parties  contenues  dans  HO^ 
éc  on  prouvera  de  la  même  &çon  «que  LM.  PL  :  ;  £H«  OE, 

D'oM  i'oRtire  cette  règle  générale  j  que  fi  deiix  ouplufieurs  lignes 
I^^UH^JhM^iyiJces  chacune  en  deux  parties  quifoient  enpropor^ 
fion  i  chaque  .partie  de  tune  ejl  à  toute  fa  ligw  ;  comme  la  partie Jem^ 
fflqhk  de  tautre^  eft  à  touufa  ligne  :  &  cette  xt^t  s'étend  auffi  k 
4eux  <?u pjufîeurs  îignçs  LM, EKfO%.  94),  qui leroient  divîfées  en 
un  plus  grand  tiombre  de  parties  propwtioiineUes  tnae  eilôs  :  ce  qui 
ft  .démowrê  ttMijours  de  la  wêtae  feçoft^ 

i5??.<>ôîlollairtbIII.  Par  un  raîfamrement  !emblable  à  cdtti 
que  nous  venons  de  faire  dans  |e  roroïlaire  précédent,  on  protrre^s^ 
^ifénçent  quç  (î  deux  lignes  LM^  EH  (  fig.  93  )f9ni  divifies  ^n  datx 
V  parties 


AM 
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parties  proportionnelles  ,  en  forte  quondit  LP,  PM  :  :  £0 ,  OH ,  on 
peut  faire  jur  ces  quatre  urmes  tous  les  changemens  dont  nous  avons 
parle  dans  le  premier  livre  touchant  Us  proportions  (279  ,  280 ,  &c)  j 
&  il  ]r  aura  toujours  proportion. 

Ainfi  on  a  Icplaifir  de  voir  que  les  vérités  mathématiques  fe  prou-- 
vent  par  différens  principes  ,  dont  les  uns  ajoutent  de  la  clarté  aux 
autres. 

I J 7.  Corollaire  IV.  Si  plufîeurs  lignes  droites  LM,EH ,  &c,  com^ 
prifes  entre  deux  parallèles  AB ,  CD  ^font  coupées  en  deux  ou  plu^ 
fieurs  parties  proportionnelles  entre  eues  ;  Us  lignes  droites  menées 
par  Us, points  de  divijion  de  ces  lignes  jJbntparMleUs  aux  paralUUs 
AB^CD.  (fig.93,  94). 

DEMONSTRATION.  Lcs  droîtcs  LM ,  EH  {fig.  93)  font  divifee»^ 
proportionnellement  aux  points  P ,  O.  Si  Ton  veut  que  la  droite  me-^ 
née  du  point  O  au  point  P  ,  ne  foit  pas  parallèle  aux  droites  AB^ 
CD;  la  parallèle  menée  du  point  O  coupera  donc  LM^  ou  en-de(^ 
fous  de  P  comme  en  R  ^  ou  cn-defTus  comme  en  $.  Suppofons  que 
cette  parallèle  coupe  enR  :  donc,  à  caufe  de  OR  parallèle  aux  pa- 
rallèles AB ,  CD  ;  nous  aurons  EO ,  OU  :  ;  LR ,  RM  (  i  ^  3  ).  Or  par 
la  ruppofition ,  nous  avons  aufS  EO,  OH  :  :  LP,  PM  :  ainn  les  deux 
iiaifons  LR ,  RM,  &  LP ,  PM,  étant  chacune  égale k  la  raifon ,  EO, 
OH,  feront  égales  entre  ç\\^s  :  donc  nous  aurons  LR,  RM  :  :  LP, 
PM  ;  ce  qui  eit  imjppffibj^.  Car  l'antécédent  LR,  efl  plus  grand  par 
rapport  à  fon  confëquçat  RM  ;  que  l'antécédent  LP  ^  par  rapport  à 
fcn  conféquent  PM. 

De  même  fi  la  parallèle  menée  du  point  O  coupoît  LM  en  S  ; 
nous  aurions  EO ,  OH  :  :  LS,  SM  (i  J3);  &  par  la  fuppofition ,  nous 
aurions  auffiEO,OH;:  LP,  MP:doncLS,SM;:  LM,MP;  cequî 
çft  encpre  impoffible  :  puifque  LS  eft  moindre  par  rapport  à  fon  con- 
fi^tient  SM,  qucLP  par  rapport  à  fon  conféquent  Mr  :  donc  il  faut 
nécellairementque  la  patallele  menée  du  point  O  pafle  par  lepointM. 

Et  on  proyveii}  de  même  que  fi  les  droites  LM ,  EH  {fig.  94  ) , 
font  dlvîfées  fin  plus  de  deux  parties  proportionnelles  entre  dJes; 
les  droites  OP ,  RS  qui  joignent  Jipurs  points  de  dîvifion  font  paral- 
ieles  aux  parallèles  AB ,  CD. 

F  R  0  ]^  o  s  I  T  I  o  V    X  X  X  y  ï. 

158.  Si  les  côtés  BA  ,  BC  d^un  triangU  ABC  ^fom  coudés  par  une 
ôu  plufieurs  lignes  MN  >  &c  ^paralUles  à  la  bafe  ;  ces  côtes  font  eou^ 
fis  proportionnellement  i  &p  les  côtés  font  coupés  proportionneUe-- 
ment^  Us  lignes  qui  Us  eoupemfont  paraUeUs  à  lu  bafe.  (  fig.  95). 

XombL  ik 
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D^MONSTR ATI017.  Par  le  fômmet  B  ^  je  mené  la  droite  RS  pa- 
rallèle à  la  bafe  :  ce  qui  me  donâe  un  efpace  parallèle  R8AC  ^  dans 
lequel  les  côtés  AB ,  BC  font  des  inclinées.  Or  fî  les  lignes  MN^&c^ 
qui  coupent  ces  inclinées  ^  font  parallèles  à  la  bafe  AC  ou  RS;on 
démontrera  cûmnie  ch4ei!u$  (i  $  3)  9  que  les  inclinées  AB,  BC  ^  font 
coupées  en  même  raiioA  :  &  fi  les  inclinées  AB ,  BC  9  font  coupées 
en  même  raifon  ;  on  prouvera  auffi  comme  ci-defTus  (1^7),  que  les 
droites  MN ,  &c,  qui  pafTent  par  leurs  points  de  divifion ,  font  pa- 
rallèles à  AC  ou  BJS.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Proposition     XXXVII. 

I  ^ç.  Si  deux  triangles  ABC ,  abc,  ont  Us  trois  angles  A ,  B,  C 
égaux  aux  trois  angles  a ,  b,  c,  chacun  à  chacurti  les  cotés  oppàfés 
aux  mêmes  angles jont proportionnels  (  fîg.  çé  ). 

Di^MONSTRATioN,  Je  mené  des  angles  B ,  ^ ,  les  droites  MN  ^  mn^ 
parallèles  aux  côtés  oppofés  AC ,  ac  :  ce  qui  me  donne  deux  efpaces 
parallèles  MN  AC ,  mnac ,  dans  lefquéls  les  côtés  AB ,  ab ,  font  éga- 
lement inclinés,  à  caufe  deTangle  A  égal  k  l'angle  a;  de  même  que 
les  cotés  BC ,  bc ,  k  caufe  de  Tangle  B  égal  k  Tangle  b.  Ainfi  le  côté 
AB  eft  au  côté  ab ,  comme  Tefpace  MNAC ,  eft  k  Teftwce  mnac 
(154)  ;  &  le  côté  BC ,  eft  au  côté  bc^  comme  le  même  efpace  paral- 
lèle mNAC ,  eft  k  l'efpace  parallèle  mnac.  Donc  la  raifon  des  côtés 
AB ,  ^ ,  eft  égale  k  la  raifon  des  côtés  BC,  bc  :  puifque  l'une  &  l'autre 
eft  égale  k  la  raifon  des  efpaces  ;  &  partant  AB  ^abi:  BC,  bc. 

Je  mené  de  même  du  lommet  des  angles  égaux  C ,  c,  les  droites 
RS ,  rs ,  parallèles  aux  côtés  oppofés  AB ,  ^^  :  &  k  caufè  des  angles 
A ,  B ,  égaux  aux  angles  a^by  chacun  k  chacun,  les  côtés  AC,  ac ,  & 
BC,  bc ,  font  également  inclinés  dans  les  efpaces  parallèles  ABRS» 
àhrs.  Aînfî. nous  avons  A C.  oc  :  :  ABRS.  térs;  &  BC.  bc:\  ABRS. 
ahrs {x^ j\)\tc  partant  AC.  ac  ::  ÔC»  bc^  Mais  nous  avons  trouvé 
AB.  ab  :  :  BC.  bc  :  donc  AC.  ac  :  :  AB,  ab;  c*eft-k-dire,  les  côtés 
du  triangle  ABC  font  proportionnels  k  ceux  du  triangle  ahc.  C.  Q. 
F.  D. 

ï^o.  CoROLLAiRS.  Si  dcux  triangles  ABC,  abc ,  ont  des  cotes 
projportiomièls  ;  les  angles  oppofés  aux  côtés  proportionnels  Jbnt  égaux. 
(fig.9^.) 

DiéMONSTRATioic.  Je  fais  en  A  avec  le  côté  AC;  Un  angle  ÇAX 
^al  k  l'angle  a;  &  enC,  un  angle  ACX  égal  k  l'angle  c;  &  par 
conféquent  le  troifîcme  angle  AXC  du  triangle  AXC  ,  eft  égal  au 
troifieme  angle  b  du  triangle  ^^  (  97  )  ;  âc  ces  deux  j^rianglcs  AXC, 
abc^  ont  ks  côtés  pr(^>oftiûDnels  (  i  59  )•  N^us  àvons.donc  ac .  ab 
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:  :  AC .  AX.  Mai^  )pûr  k  (upppf itipin ,  nous  ayqnç  auffi  ^c.  ab  ::  AG . 
AB  :  donc  AC .  Ai  :  :  AC  •  AJB  i  cm  en  alterqant^  AÇ..  AÇ  :  :  AX. 
AB  :  &  par  cQnfëq^uenc ,  k  cawfe  de  AC  :i=  AÇ ,  cious  avons  le  côté 
AX  du  triangle  AXC,  ég^l  au  côté  AB  du  triangle  ACB. 

de  même  dans  les  triangles  abc^  j^XC  ;  nous  ayorjs  ac  .cb  ::  AC . 
CX:  &  par  la  fuppofiticHi  ^  nous  avons  auâi  ac  .  çb  ;  :  ^C .  CB:  doqc 
AC .  CX  :  :  AC .  CB  ;  &  partant  à  caufe  de  AÇ  =i  AC ,  le  côtéCX 
du  triangle  ACX  eft  égal  au  côté  CB  du  ççîangle  ABC.  Ainfi  les 
deux  triangles  AXC ,  ABC ,  ayant  le  côté  AÇ  commun ,  &  les  deux 
autres  côtes  égaux  aux  deux  autres  côtés  ^  chacun  à  chacun ,  font  par- 
faitement ég^ujc  (i^)  ;  &  les  trois  angks  de  l'un  font  égaux  chacun 
à  chacun  aux  trois  angles  de  l'autre.  Mais  |es  trois  angles  du. triangle 
AXC  ont  été  faits  égaux  aux  trois  ài^lesdu  trianele  abc  :  dope  les  trois 
angles  du  triangle  abc^  font  égaux  aux.trqis  angles  dutrîangle  ABC. 

p  R  o  p  o  s  I  T  .1  o  N   X  X  X  y  I  I  J. 

iGi.Si  (Uux côtés  KR ^  RÇ  itun  triangle  h^Q ^Jont vroporuon^ 
mis  aux  côtés  ab,  hc^un  autre  triangle  abc  ;  &  que  l  onglet  compris 
par  Us  deux  premiers  foit  égal  à  t  angle  b  compris  par  les  deux  autres; 
Us  trois  côtes  du  triangle  ABC ,  Jont  proportionnels  aux  trois  côtés 
du  triangle  abc.  (fig.  97.) 

DÉMONSTRATION.  Te  prends  fur  le  coté  ah  du  plus  grand  trian^|e 
abc  ^  une  partie  ^Jm  égale  au  côté  AB  de  l'autre  triangle  j  &  du'pômt 
/»  9  je  mené  mn  parallèle  II  la  bafe  ac.  Les  deux  triangles  abc  ^  mbn  ^ 
ont  les  trois  angles  égaux  :  car  l'angle  b  eft  commun  ;  &  à  çaqfe  des 
parallèles  ac ,  mn,  les  angles  dji  même  coté  bac ,  bmn ,  font  %ai^x 
(  7 1  )  ^  de  même  que  les  angles  bca  ,  bnm  i  donc  ces  triangles  ont  les 
côtés  proportionnels  (159);  &  nous  avons  ab  .bc  ::  bm.  bn^ 
•  Mais  par  la  fuppofition ,  nous  avons  auffi  ab .  bc  :  ;  AB  .  BC  :  donc 
6m  .bn\:  AB . BC  ;  ou  en  alternant  bm .  AB ::bn.  BC,  Mais  bm  eft 
égal  à  AB  par  la  conftruftion  :  donc  bn  =:BC ,  &  les,  deux  triangles 
mbc ,  ABC ,  font  parfaitement  égaux  (  100  )  ;  à  caufe  de  l'angle  B  , 
égal  à  l'angle  b ,  &  des  côtés  qui  comprennent  l'angle  B,  égaux  aux 
côtés  qui  comprennent  l'angle  b.  Ainfi  puifqne  les  triangles  mbn  , 
abc  ,  ont  les  trois  angles  %aux  chacun  à  chacun  ;  les  triangles  ABC, 
abcj  auront  auffi  les  trois  angles  égaux  chacun  à  chacun  ;  &  partant  leurs 
.  côtés  feront  proportionnels  (  1 5  9  ).  C.  Q.  F.  D- 

1^2.  DEFINITION.  Deux  pu  pluGeurs  figures  font  àxKsfemblablesi 
lorfqu'elles'ont  les  angles  égaux  chacun  à  chacun  ^  &  que  les  côtés 
.o{^ofës  aux  angles  égaux  font  proportionnels. 

1 63.  Remarque.  Dans  les  triangles ,  jl  fuffit  de  connoître  que  Tes 

■        KkJj 
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trois  angles  font  égaux  aux  trois  angles  chacun  k  chacun  y  ou  que  les 
;  côtés  font  proportionnels  y  pour  pouvoir  dir^qu'iîs  font  femblablesr 
car  l'une  de  ces  conditions  entraîne  nécellàirement  Tautre  avec  elle 
(159,  1 60  ).  Il  faut  dire  la  même  chofe  de  tous  les  polygones  régu- 
liers d'un  même  nombre  de  côtés  y  &  qui  par  conféquent  iont  compo-- 
fés  d'un  même  nombre  de  triangles  femUables. 

Mais  à  l'égard  des  autres  figures,  ce  n'eft  pas  la  même  chofê.  Tous 
les  reâangles  ont  les  quatre  angles  droits,  &  par  conféquent  égaux  ^ 
&  cependant  tous  tes  reâangles  n'ont  pas  les  côtés  proportionnels. 
Suppofons  par  exemple  {fig.  98) ,  que  les  deux  reâangles  ABCD^ 
abcdj  aient  les  côtes  proportionnels ,  c^eft-à-dirc  qu'on  ait  AB .  AD  :  r 
4ib  .  ad.  Je  n  ai  qu'à  diminuer  ou  augmenter  le  côté  ah  du  reâsmgle 
ahcdyi^  dès-lors  les  côtés  neferont  plus  proportionnels.Car  fi  je  prolonge 
iz^  en  ^ ,  ce  qui  donnera  le  reâangle  acjd  ;  nous  n'aurons  plus  AB  ^ 
AD  :  :  tf€  .  dl/:  puifqu'il  s'enfuivroit  que  ah  .adiiae.  ad; &  que  par 
conféquent  ^i^feroitégal  à  ae^  caufe  de  ad=adfit  quiefl  impo/Iible.. 

De  même  les  côté  d\>n  parallélogramme  peuvent  être  propor- 
donnels  aux  côtés  d'un  reâangle  \  &  cependant  les  angles  du  pa^ 
rallélûgramme  ne  feront  pas  égaux  aux  angles  du  reâangle ,  &c  :  c'eft 
pourquoi  afin  de  ne  pas  équivoquer  fur  le  terme  de  figures  émblables^, 
il  faut  toujours  dire  que  les  angles  doivent  être  égaux  chacun  à  cha- 
cun y  6c  que  les  côtés  oppofés  aux  angles  égaux  font  proportionnels.. 

Probosïtion    XXXIX. 

16^  Les  figures  femblabtes  peuvent  toujours  fe  divifier  en  un  mente 
nombre  de  triangles  femhlahles.  (  fig.  99. } 

Démonstration.  Soient  les  deuxpentagones  îrréguficrs  ABCDE^ 
,  tf^c^^jfemblables  entre  eux.  Des  angles  égaux  B  ^  b  ^  je  mené  des- 
\  droitesà  tous  les  angles  où  j'en  puis  mener  :  ce  qui  divife  chacun  àc 
*  ces  polygones  en  trois  triangles.  Qr  les  deux  triatigles  BAE,  ^^i^^ayaRr 
l'angle  A  égal  à  l'angle  <r,  &  les  côtés  AB,  AE  proportionnels  aux 
côtés  ab ^ae ^  par  la fuppofition ;  font  femblables entre  eux (161): 
donc  l'angle  AEB  eft  égal  à  l'angle  aeb;ôc  comme  l'angle  AED  eft 
égal  à  Tangle  aed^  par  la  fuppofition^  l'angle  BED  efl  auffi  égal  à 
l'angle  bed.  Or  dans  les  triangles  femblables   ABE,  abe ^    hs 
droites  BE ,  be  ,  font  proportionnelles  aux  côtés  AE  y  ae  ;  Ôc  ceux- 
ci  font  proportionnel  aux  côtés  ED,  ed :  donc  les  droites  BE, 
be  j  font  auflî  proportionnelles  aux  côtés  ED ,  ed;  Se  par  confé- 
quent, à  caufe  de  l'angje  BED  compris  par  les  droftesBE ,  ED ,  égal  à 
^  Tangle  bexi  compris  parles  droites  be^  ^^;  les  triangles  BED,  ie^  font 
SLufft  femblables  j  &  continuant  le  même  raifonneraent ,  on  prouvera 
que  les  deux  autres  triangles  BCD,  bcd^  font  femblables.  Donc  los^ 
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figures  ferablables  peuvent  fe  divifer  en  un  même  nombre  de  triangles 
femblables.  C.  Q.F.  D. 

Proposition    iL  L. 

ï^J.  Les  contours  desfiguresfimblahles  font  entre  eux  comme  leurs 
côtés  homologues ,  ou  comme  leurs  rayons  ,  au  comme  leurs  apa^ 
thèmes  y  Jî  ces  figures  ont  des  rayons  &  des  apothèmes  ,  ou  comme  Us 
lignes  femblablement  pofées  ;  cefi-^à-^dire  qui  font  menées  ou  des  an- 
gles égaux  y  ou  mr  des  points  qui  coupent  les  côtés  homologues  en 
même  raifon  y  é  qui  font  des  angles  égaux  tournés  du  même  côté. 
(fig.  100.) 

DEMONSTRATION.  1°.  Soîent  les  deux  exagones  réguliers  ABCD- 
EF ,  abcdefy  divifés  Fun  &  Tautrc  en  leurs  fix  triangles  égaux  &  fem- 
blables.  A  caufe  de  l'égalité  des  angles^  les  fîx  côtés  du  premier  étant 
égaux  entre  eux ,  de  même  que  les  fix  côtés  du  fécond  ;  il  eft  clair 
que  la  raifon  du  côté  AB  au  côté  ^  ^  eftla  même  que  celle  du  côté 
BC  au  côté  icy  &c  ainfi  de  fuite  :  donc  les  fix  côtés  du  premier  priis 
enfemble ,  c'efl-à-dîre ,  ^ AB  ,  contiendront  autant  de  fois  les  fix 
côtés  du  fécond  pris  enfemble  ou  6ah  y  que  AB  contient  ab.  Or  les 
fix  côtés  du  premier  forment  fon  contour,  &  les  fix  côtés  du  fécond 
forment  le  contour  du  fécond;  donc  le  contour  du  premier  eft  au  con- 
tour du  fécond^  comme  le  côté  homologue  AB  ^  eft  au  côté  homo- 
logue ai. 

Mais  dans  les  triangles  fembîables  AOB  y  aoh  y  nous  avons  AB . 
ab  :  :  AO .  ao  :  donc  puifque  les  contours  font  entre  eux  coinme  les 
côtés  AB ,  ah  y  ils  font  auflî  comme  \ts  rayons  AO ,  ao. 

11°.  Je  mené  les  apothèmes  OR,  or  y  qui  coupent  les  bafés  BA, 
ha  des  triangles  ifbfceles  AOB ,  aoB  en  deux  également  (  1 07  )  :  &  à 
caufe  que  les  bafes  BA^ba,  fonrpropornonnellesaux  rayons  OA,  oa-y 
leurs  moitiés  R A ,  m 3  font  aufE  proportîonneUes  aux  mêmcs^ rayons; 
&  partant,  à  caufe  de  Tangle  compris  RAO  égal  à  Tangle compris 
raOy  les  triangles  RAO,  r^i^^ont  tous  leurs  côtés  proportionnels 
(  I  ^i  )  ;  donc  AO  .ao  ::  OR .  or.  Mais  les  contours  font  entre  eux 
comme  \ts  rayons  AO ,  ao  :  donc  ils  font  aufii  comme  les  apothèmes 
OR ,  or. 

IIF.  Je  prends  fur  les  côtés  AF,  afy  les  parties  AH ,  ah  égales^, 
par  exempïe ,  chacune  au  tiers  de  ces  lignes  ;  &  des  points  H ,  A  ^  je 
mené  des  droites  HS  yhs  y  qui  font  des  angles  égaux  avec  les  l^es 
AF  y  afy  ai  à\x  même  côté  :  ces  lignes  nS  y  hsy  font  donc  fembla- 
blement  pofées.  Or  les  triangles  HSF ,  hsfy  ayant  les  deux  angles  fur 
HF,  égaux  chacun  à  chacun  aux  deux  angles  fiir  hfy  le  troificme  eft 
par  conféquent  égal  au  troifîeme  (  ^j)\  &  les  deux  triangles  font 
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femblabies  :  donc  HF .  kf:  :  HS  •  hs.  Mais  les  droites  HF  ,  A/,  étanc 
les  deux  tiers  des  côtés  AF,  afy  font  proportionnelles  à  ces  cotés:  donc 
les  côtés  AFy  af^font  entre  enxcainme  les  fomblablement  pofésHS^ 
hs;  ^  par  conséquent  les  contours  étant  entre  eux  comme  les  c6* 
tés  AFv,  af^  ùxit  auflî  comme  les  fbmblablement  pofés  HS  9  hs. 

W^.  Puifque  les  triangles  HSF^  W*,  font  femblabies  ;  nous  avons 
SF.  sf:  :  HF.  hf.  Or  HF.  A/-  •  AF.  af,  &  AF.  afx  :  OR  of:  donc  OF. 
of:  :  SF.  5/;  ou  en  alternant,  OF.  SF  ::  of.sfl  Donc  en  divifant , 
nous  aurons  OF — SF.  OF  :  :  of—fs.  of;  ç  eft-k-dire,  OS.  OF  :  ;  os. 
of\  ou  OS.  os  :  :  OF.  of. 

Maintenant  fi  je  prolonge  les  droites  HS,.  Air,  en  T,  t'y  les.  angles 
OST ,  osty  feront  égaux,  à  caufe  que  leurs  oppofés  au  fommet  font 
égaux  ;  &  comme  les  angles  SOT,  sot ,  font  auflî  égaux  ;  le  troifieme 
OTS,  fera  égal  au  tromeme  ots ,  &  les  deux  triangles  OST  yost^ 
feront  femblabies  :  ce  qui  donne  SX»  st  ;  :  SO.  so.  Or  SO.  so  :  :  OF. 
ofi  6c  les  contours  font  entre  eux  comme  les  rayons  OF ,  of:  donc 
ils  font  aufli  comme  les  femblàblement  pofées  SX,  sf^ 

V"".  Et  on  prouvera  par  des  femblabies  raifonnemens  que  les  droites 
STySty  étant  prolongées  en  Y  6c  u;  les  contours  feront  entre  eux^ 
comme  les  femblàblement  pofées  XV,  tu  ;  &  comme  les  trois  lignes 
HS,  SX ,  XV, font  à  chacune  des  trois  lignes  hs  jSt ^tu^  dans  la 
raifon  des  contours;  on  prouvera  aufii  que  les  trois  enfemble  HS , 
SX,  XV,  c*eft-à-dire  la  ligne  HV  ;  font  aux  trois  enfemble  hsy  stytu, 
c  eft-à-dire  à  la  ligne  hu ,  femblàblement  pofée ,  dans  la  raifon  des 
contours. 

Et  les  mêmes  chofes  fe  démontreront  dans  les  figures  femblabies 
irrégulieres.  (fg99  ),puifqu'on  peut  toujours  les  dîvifçr  en^wn  même 
nombre  de  triangles  femblabies  (  i  ^4).  C.  Q.  F.  D. 

1 66.  Di^FiNiTioN*  Les  contours  ou  les  circuits  des  figures  fem*» 
blables  régulières  ou  irréguliçres ,  fe  nomts^nt périmètres. 

Proposition    XL'L 

1 67.  Si  ton  divife  €n  deux  également  tim  des  angles  B  iTun  triangle 
hSCy  par  une  droite  BE  qui  coupe  le  côté  oppofé  AC;  lesfegmens  AE^ 
EC  du  côté  AÇ ,  font  entre  eux  comme  les  cotes  AB,  BC.  (fig.  ici.) 

DiéMONSTRATîON.  Des  anglcs  A ,  C ,  je  mené  des  droites  RS  , 
MN,  paralldcsi  BE  ;  ce  qui  me  donne tkuxcfpaees  paraWelesRSEB, 
'MNEB.  Or  par  la  conftruâion,  les  angles  ABE,  CBE,  étant  égaux; 
les  côtés  AB,  BC,  font  également  inclinés  entre  ces  deux  efpaces  : 
&  par  conféquent  ces  deux  côtés  font  entre  eux  comme  leurs  efpaces. 
•De  même,àcatïfede  r^ngIeCEX,'^gaI  à'foni)ppofé-au  fiwnmec 
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A£B  ;  les  fegmens  AE,  EC ,  font  également  inclinés  d^is  leurs  ef- 
faces y  &  font  entrenx  comme  ces  mêmes  efpaces  :  donc  la  raifon 
des  côtés  AB ,  BC  >  eft  la  même  que  celle  des  fegmens  AE ,  BC  ; 
l^ine  &  l^autre  étant  la  même  aue  la  raifon  des  efpaces  ;  &  partant 
AE*  EC  :  ;  AB.  BC  ;  ce  qu'il  ralloit  démontrer. 

Froi^ositiok     XLIL 

i6S.  Si  dufommet  de  t angle  droit  ABC  d*un  triangle  reâangle 
ABC^  on  ûbbMjfh  fur  thypothénufe  AC  j  une  perpendiculaire  BK  ; 
le  triangle  fera  divifé  en  deux  autres  triantes  reâangles  ABR^RBC^ 
fcmblaMes  entre  eux  &  au  triangle  ABC  (  fig.  1 02.) 

DiiéMoiiSTiiATïON.  Les  triangles  ABC ,  ABR ,  ont  Tangle  droit 
ABC)  égal  à  l'angle  droit  ARB  ;  &  l'angle  aigu  Aeft  commun  à 
tous  les  deux  :  donc  le  troifieme  efl  égal  au  troifieme  (98  )  ;  &  les 
deux  triangles  font  femblables  (162).  Par  la  même  raifon ,  IcS 
oîangles  ASC  ,  BRC,  qui  ont  Tangle  C  commun ,  &  l'angle  droit 
égal  à  l'angle  droit ,  font  femblables  entre  eux.  D'où  il  fuit  que  les 
deux  triangles  ARB ,  BRC ,  font  femblables  :  puifqu'ils  ne  peuvent 
être  femblables  au  triangle  ABC^  fans  avoir  chacun  les  trois  angles 
égaux  aux  trois  angles  de  ce  triangle^  &  partant  égaux  entre  eux. 
G.  Q.  F.  D. 

160.  Corollaire  I.  La  perpendiculaire  BR,  abhaiffêe  duforn^ 
met  de  t angle  droit  fur  thypothÀnufe  AC  ^  efi  moyenne  proportion^ 
nelle  entre  les  fe^nens  AR  3  RC  de  thypothenufe  (  fig  1 02,  ) 

.  DiâMossTRATioN.  Lcs  triangles  ABR,  BRC,  fcmt  femblables 
(ié8)î  &  partant  les  côtés  oppofés  aux  angles  égaux  font  proportion^ 
nels.  Or  à  caufe  que  les  tri^igles  ABR,  ABC,  font  aufli  femblables 
(168);  &  que  Tangle  aigu  A  eft  commun  à  tous  les  deux,  l'autre 
angle  aigu  ABR  du  triangle  ABR,  doit  être  égal  à  l'autre  angle 
^gu  ACB  :  &  comme  cet  angle  ACB,  appartient  au  triangle  rec- 
tangle BRC ,  femblable  au  triangle  ABR  ;  il  s'enfuit  que  l'angle  aigu 
A  du  triangle  ABR ,  eft  égal  à  f  angle  aigu  CBR  du  triangle  CBR. 
Nous  avons  donc  dans  ces  deux  triangles  ABR,  BRC,  cette  propor- 
tion :  le  côté  ARdu  triangle  ABR  oppofé  à  l'angle  ABR,  eft  au 
côté  RB  du  même  triangle  oppofé  k  l'angle  A  ;  comme  le  côtéRB 
du  triangle  RBC  oppofé  à  l'angle  C  qui  eft  égal  k  l'angle  ABR,  eft 
au  côté  KC  de  ce  même  triangle  oppofé  k  l'angle  RBC ,  égal  k 
l'angle  k.  Ainfi  AR.  RB  :  :  RB,  RC  ;  &  par  conféquent  RB 
eft  moyenne  proportionnelle  entre  tés  fegmens  AR,  RC  de  l'hypo- 
thcnufe. 
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170.  Corollaire  IL  La  perpendiculaire  BR  étant  menée  du 
fonjmet  deVan^e  droit  Jîir  thypothénufe  ;  chaque  côté  AB,  BC,  du 
triangle  reSanfffe  ABC,e/r  moyen  proportionnel  entre  thypothénufe  & 
le  fegment  de  Thypothénufe  qidfe  trouve  defon  côte*  (ng.  102,  j 

DEMONSTRATION.  Les  triangles  ABR,  ABC ,  font  femblables  ^ 
(168  ),  &  nous  venons  de  voîr  que  Tangle  ABR  eft  égal  à  Tangle 
G  Donc  les  côtés  AR ,  AB  du  triangle  ARB ,  font  propordonnels 
aux  côtés  AB,  AC ,  du  triangle  ABC  :  car  il  eft  aifé  de  voir  que  ces 
côtés  font  oppofés  à  des  angles  égaux.  Aînfi  nous  avons  AR9  AB  :  : 
AB ,  AC  ;  defl-à-dire  le  côté  AË,  eft  moyen  proportionnel  entre  le 
fegment  AR  de  rhypothénufe  quî.fe  trouvp  de  fon  pôqé,  &  Thypo* 
thénufe  entière  AC. 

De  même  les  triangles  BRC  ^  ABC^  font  femblables  (  ij^8  );  & 
r^angleRBC  eft  égal  à  T^n^le  A  :  donc  les  côtés  RC,  BC,  du  trian- 
gle RBC  9 font  proportionnels  aux  côtés  BC,  AC,  du  triangle  ABC. 
Ainfî  RC  ,  BC  ;  :  BC  ^  AC  :  le  côté  BC  eft  moyen  proportionnel 
entre  le  fejgment  RC,  &  rhyppthénufe  AC, 

171.  C0ROL1.AIRE  III.  Dans  tout  triangle  reBan^e  ABC  ,  le 
quarré  de  thypothénufe  ejl  égal  aux  quarrés  des  dtuoç  autres  côtés  pris 
mfembU.  (  fïg,  103). 

DiéMONSTR  ATioN.  Du  fommct  B  de  Pangle  droit,  fabaîflè  la  per- 
pendiculaire BR  fur  l'hypothénufe ;  &  par  Je  Corollaire  précédent, 
j'ai  AR ,  AB  ;  :  AB,  AC  ;  &  feifant  Je  produit  des  extrêmes,  &  le 

quarré  de  la  moyenne  5  j*aî  ARx  AC= AB.  Aînfi  élevant  en  A  une 
perpendiculaire  AP=AC ,  &  achevant  le  reôangle  APQR  ;  ce  rec- 
tangle eft  égal  au  quarré  BMNA  du  côté  AB.  Or, par  le  même  co- 
rollaire précédent ,  f  ai  RC.  CB  :  ;  CB.  AC  :  donc  RC  x  AC  =TB. 
C'eft  pourquoi  élevant  en  Ç  la  perpendiculaire  CS  =  AC ,  &  ache- 
vant le  reftangle  CSQR  ;  ce  reâangle  eft  égal  au  quarré  CBTV  du 
côté  CB.  Donc  les  deux  reftangles  APQR,  CSQIt ,  pris  enfemble , 
font  égaux  aux  deux  quarrés  BMNA,  CBTV.  Mais  les  deux  reâan* 
gles  pris  çnfemble  forment  le  quarré  APSC  de  Thypothénufe  AC  j 
puifque  les  côtés  AR ,  RC,  pris  enfemble  font  Thypothénufe  ÀC  , 
&  que  AP  eft  égal  à  AC ,  par  la  conftruftion  :  donc  le  quarré  de  Thy-r 
pothénufe  ,eft  égal  aux  quarrés  des  deux  autres  côtés  pris  enfemble. 

172.  Problème.  Les  trois  côtés  AB,  BC,  AC  dun  triangle  rec^ 
.  téuigle  éfant  connus  ;  connoître  la  perpendiculaire  BR  ,  ahaiffée  de 

P  angle  droit  fur  thypothénufe^  &  lesfegmens  AR;  HÇ.  (fig,  103.  ) 
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Solution.  Nous  avons  AR^  AC=AB  (  170.  )  :  divîfant  donc 

de  part  &  d'autre  par  AC,  nous  aurons  AR=^g  ;  c*cft-à-dire  ,lî 

Ton  fait  le  quairé  de  la  valeur  du  rôto  AB ,  6c  qu'on  ha  dîvîfepar  ïa 
valeur  de  VhjpôthénuCc  ;  le  quodenc  fera  le  fegment  AR  :  &  retran- 
chant la  valeur  de  ce  fegment  de  la  valeur  de  l'hypothénufe ,  le  refte 
fera  l'autre  fegment  RC. 
Maintenaiic  ^  puifque  le  triangle  ARB  eft  reâangle,  &  que  le  côté 

AB  eft  fon  hypothénufe  ;  nous  aurons  AB  =  AR  •+•  RB  :  donc  en 

retranchant  AR  de  part  &  d'autre ,  nous  aurons  AB  —  AR  =  RB  ; 
x'eft-à-dîre ,  que  fi  du  quarré  du  côté  connu  AB ,  on  retranche  le 
quarré  du  (egment  AR ,  qu'on  peut  connoître ,  comme  on  vient  de 
voir  ;  le  refte  fera  le  quarré  de  la  perpendiculaire  :  &  la  racine  quarréc 
de  ce  relie  ^  fera  la  valeur  de  la  perpendiculaire. 

Propositiok     XLIIL 

173.  D(fns  tout  triangle  ABC  3  le  quarré  du  côté  AC  oppoft  à  un 
angle  aigu  B ,  e/?  égal  à  ta  fomme  des  quarrés  des  autres  côtes  AB ,  BC  , 
moins  deux  reaand.es  faits  de  Pun  des  côtés  BC ,  par  fa  partie  BO 
couvée  du  côté  de  npar  la  perpendiculaire  AO^  menée  de  T angle  op- 
poJeK.  {fig.  104.) 

DiéMONSTR  ATiON.  Je  faîs  lequarré  ADEC ,  du  côté  AC  ;  le  qnarré 
ABRS ,  de  AB;  le  quarré  CBTV,  de  CB  ;  &  le  quarré  COZX,  de 
CO.  Je  prolonge  OZ  en  L ,  &  XZ  en  F.  Ainfi  comme  le  quarré  de 
BC  contient  le  quarré  de  fa  partie  OC  ,  plus  le  quarré  de  fa  partie 
BO,  plus  deux  reâangles  égaux  des  deux  parties  (  140);  ces  deux 
reffcangles  égaux  font  OBFZ ,  ZLVX  :  &  ajoutant  au  premier  le 
quarré  FTLZ  de  la  partie  BO  y  &  au  fécond  un  quarré  HIVX ,  égal 
au  même  quarré  de  BO  ;  les  deux  reébngles  BOTL  y  ZLIH ,  feront 
^aux  :  &  feront  deux  produits  de  BO  par  BT  ou  BC.  Cela  pofé, 

Dans  le  triangle  reâangle  AOC,  nous  avons  lÛC  =ÂO  •+•  CO. 

Or  le  quarré  du  côté  BC  furpafTe  le  quarré  CO ,  de  tout  le  gnomon 
BTVXZO  :  &  comme  dans  le  triangle  reâangle  ABO ,  le  aiiarré  du 
côté  AB  qui  efl  Thypôèhénufe  de  ce  triangle  reâangle,  ett  égal  au 

quarré  AO,  plus  le  quarré  BO,  &  que  par  conféquent  le  quarré  AB 

furpafTe  le  quarré  AO  de  la  valeur  de  BO,c'cfl-à-dirc  du  petit  quarré 
XVIH  ;  il  s'enfuit  que  lés  quarrés  de  BC,  AB  y  furpaffent  les  quarrés 

AO  -4-  CO ,  c'cfl-à-dirc  le  quarré  AC  j  de  la  valeur  du  gnomoft 
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BTVXZO ,  plus  celle  du  petit  quarré  VIHX  ,  &  par  conféqucnt  de 
la  valeur  des  deux  reftangles  OBTL  ,  ZLIH,  ou  de  deux  produits 

de  la  partie  BO  par  ET  ou  BC.  Donc  ÂC  =^  AB  -f-TC^  --  2BO 
X  BC.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

î  74.  Problêmr.  Connoiffani  les  rrois  côtés  J^un  triangle ,  dans  te-- 
qtul  ui  perpendiculaire  KO  menée  de  tun  des  angles  A  fur  le  côté  op- 
pofé  BC ,  tombe  en  dedans  du  triangle  ;  connaître  la  perpendiculaire  , 
&  lès  fegmens  BO,  OG  du  côté  BC.  (  fig.  104.  ) 

Solution.  Puifque  la  perpendiculaire  AO  tombe  au-dcdans  an 

,  triangle ,  les  angles  ABO ,  ACO,  que  les  côtés  AB ,  AC  font  avec  te 

côté  BG,  font  aigus  :  car  la  perpendiculaire  tombe  toujours  du  côoé 

des  moindres  angles  que  font  les  obliques  (  83  ).  Ainu  le  côté  AC 

étant  oppofé  à  un  angle  aigu  B  ,  nous  aurons  AC  =  AB  -+-  BC 
—  iBOxBC;  Se  ajoutant  de  part  &:  d'autre  iBOxBC,  purs  retran- 
chant ÂC,.nous  aurons  xBOxBC  ^=  AB  -h  BC — AC  :  &  divifant 

tour  par  BC,  nous  aurons  2OB  =  ^°"^  ^ç     ^  >  c'eft-h-dirc,  qUefti 

de  la  fomme  des  quarrés  des  côtés  AB ,  BC,  on  retranche  le  quarré' 
du  côté  AC,  &  qu^3n  divife  lerefte  par  Te  côté  BC,  le  quotient  fera' 
le  double  du  fegmcnt  PO,  &  la  moitié  du  quotient  fera  Icfegmtnc 
BO.  C'eft  pourquoi ,  fi  du  côté  BC  ,  on  retranche  ie  fegment  BOv 
le  refte  fera  lar  valeur  de  Tautre  fegmcnt  OC^ 

Et  comme  dans  le  triangle  reftatigle  ABO,  nou^  avens  AB=A(> 

+-BO  (  172)  ;  &  qu'yen  retranchant  BO  de  part  &  d'autre,  nons' 

avons  AB  — B0=  AO  ;  il  s'enfuit  que  fi  du  quarré  du  coté  connu 
AB,  on  retranche  le  quaixé  du  fegment  BO  ,  qu'on  peut  connoître-,» 
comme  on  vient  de  voir  y  le  refte  lera  le  quarré  de  la  pcrpendiculaipe^ 
AO  y  &  la  racine  de  ce  refte ,  fera  la  valeur  de  AO. 

Profosition    XLIV. 

...  • 

175.  Dans  tout  triangle  ohtus-angk  ABC  \le  quarré' cfu  coté  AC 

•eppofé  à  t angle  obtus  ABC,  ejlégal  aux  quarrés  des' côtés  AB ,  BC, 

plus  deux  reSangles  du  cêté  hÇ,:fur  lequel  tombe  la  perpendiculaire 

menée  de  tan^leopvoje  K  par  ie prolongement'RO  de  ce  côté  fufqu'à  ta 

•  perpendiculaire^  (^tig.  105,) 

DÉMONSTRATION.  Jc  fajs  le  qaarré  ADEC ,  le  qoarfé  AORS  cfe 
la  perpendiculaire  AO,lequafrdCOZXde  Oe,&  lequanéCBlV 
Ag  CR.  Te  nrolonre  les  droites  BT,  VT,  en  L,  F:  &  comme  fe 


^ 
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quarré  de  OC  contient  le  quarré  de  fa  partie  BC  ,  plus  le  quarréde 

l'autre  partie  OB ,  plus  deux  rcftanj^Ics  égaux  des  deux  parties  (i  40);  ' 

<:es  deux  reftangles  égaux  font  BOFT,  TLXV ,  &  chacun  d'eux  eft 

le  produit  de  OB  par  BC,  Cela  pofé, 

Le  triangle  AOC  étant  reftanglc,  nous  avons  AC  =  OC'+-OA. 
Or  le  quarré  de  OC  vaut  le  quarré  du  côté  BC,  pluç  tout  le  gnomon 
BOZXVT  :  &  comme  dans  le  triangle  reftangle  AOB ,  dont  AB  eft 

Ihypodiénùfe,nous  avons  AB=:AO+OB;  &  qu'en  retranchanc 

QB  de  part  &  d'autre,  nous  avonsÂB— ÔB=ÂO;  il  s'enfuit  que 

le  quarré  AC ,. ou  Içs-deux  quarrés  enfemble  ÔC+OA ,  valent  le 

quarré  BC ,  plus  le  gnomon  BOZXVT,  plus  le  quarré  AB|  moins 

le  quarré  ÔB  ;  c'eft-à-dire  moins  le  quarré  TFZL.  Mais  le 
gnomon  BOZXVT ,  moins  le  quarré  TFZL ,  n  eft  autre  chofe 
que  les  deu  redangies  BOFT,  TLXV  qui  valent  i  OB  x  BC  ;  donc 

ÂC=CBVâB -i-  lOBxBC  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

176.  FaoBLÊMB  L  Les  trois  côtés  ttun  triangle  obtuS'Or^te  ABC 
étant  connus  ;  connaître  la  perpendiculcûre  menée  de  F  un  des  angles 
Mgus  C ,  Jùr  le  côté  oppofé  BC ,  &  U  prolongement  de  ce  côté  fitr  la 
perpendiculaire,  (  fig.  105). 

Solution.  Nous  avons  ÏC  =  CB*H-  ÎB*-4-xOB  x  BC  (17^  ): 
retranchant  donc  de  part  &  d'autre  les  quarrés  CB  ,  AB  ,  nous  au-  ' 
rons  ÂC  —  CB'— ÂB  «=aOB  xBC:  &  divifant  de  part  &  d'autre 
par  CB ,  nous  aurons  AC~CB— -Ag  ^  ^Qg  ,  c'eft-k-dire  que  fi  de 

la  valeur  du  quarré  AC ,  on  retranche  les  valeurs  des  quarrés  CB  , 

AB  ,  &  qu'on  dîvife  le  refte  par  la  valeur  du  c6té  BC  ;  le  quotient 
fera  le  double  du  prolongement  OB  :  ainfi  la  moitié  de  ce  quotient 
fera  la  valeur  du  prolongement. 

Et  comme  dans  le  triangle  reâangle  ABO,  nous  avons  AB=« 

AO  -+-  OB  j  fi  on  retranche  de  part  &  d'autre  OB,  on  aura  AB  —  . 

OB  =  AO.  Ainfi  retranchant  de  la  valeur  du  quarré  AB ,  le  quarré 
du  prolongement  OB ,  qu'on  peut  connoître ,  comme  il  vient  d'être  . 
dit;  le  rx^de  fera  le  quarré  de  la  perpendiculaire  AO ,  &  la  racine  de 
ce  refte  fera  la  valeur  de  la  perpendiculaire. 

177.  Problème  IL  Une  droite  AB  étant  divijce  en  tarit  départies 

Llij 
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quon  voudra ,  égales  ou  inégales  ;  divifer  une  autre  Uffie  donnée  AU 
xn  même  raifon  que  la  ligne  AB.  (  fig.  i  o(>  j  1 07  )• 

Solution,  Je  fais  à  rextrêmké  A  de  la  droite  AB,iin  angle  à  vo- 
lonté DAB  ,  dont  je  fais  le  côté  AD  égal  à  Tautre  ligne  donnée  AD  : 
je  joints  lés  extrémités  des  cotés  AB ,  AD ,  par  la  droite  BDj  &  des 
points  de  divifion,  je  mené  des  parallèles  à  BD,  lefquclles  coupenr 
la  droite  AD  en  même  raifon  que  AB.  Car  menant  par  A  une  droice 
RS  parallèle  à  BD^  les  droites  AB  3  AD,  compriles  dans  refpace 
parallèle  RSBD ,  font  coupées  en  mêrrie  raifon  par  les  droites  MC^ 
&c ,  parallèles  aux  parallèles  RS ,  BD  (i  53O 

178.  Corollaire.  Si  une  ligne  AD  ejl^oupée  en  parties  propX)r^ 
tionnelles  aux  parties  d'une  autre  ligne  AB  ;  cette  ligne  AD  ne  peut 
pas  être  coupée  du  même  câté^  en  d! autres  parties  qui  foicnt  en  même 
raifon.  (  10^,  107.) 

DEMONSTRATION,  Suppofons  que  AD  {fig.  106)  foir  coupée  eiï 
C,  en  deux  parties  proportionnelles  aux  deuxparties  AM ,  MB  de  lac 
droite  ABvSi  on  veut  que  cette  ligne  AD  puifle  être  coupée  du  même 
côté  en  deux -autres  parties  qui  foient  encore  dans  la  même  raifon  ;. 
le  point  de  divifion  fera  ou  entre  A  &  C,  comme  le  point  H  ;  ou  en- 
delà  de  C,  commeJe  point  T.  Or ,  dans  le  premier  cas ,  il  efl  vîfible 
que  la  partie  AH  plus  petite  que  AC ,  fera  plus  petite  par  rappçrt  à 
la  partie  reftante  HD  plus,  grande  que  CD  y  que  la  partie  AC  par 
rapport  à  la  partie-  reftantc  CD  \  &  que  par  conféquent  il  ne  fera  pas 
vrai  de  dire  :  AH,  HD  :  :  AC^  CD.  De  même  dans  le  fécond  cas  j 
la  partie  AT4>lus  grande,  que  AC ,  fera  plus  grande  par  rapport  à  la 
partie  TD  moindre  que  CD ,  que  x\C  n'eft  grand  par  rapport  à  CD;. 
&  il  ne  fera  pas  vrai  non-  plus  de  dire  AT,  TD  r  :  AC ,  CD.  Donc 
*AD  ne  peut  pas  être  coupé  du  même  côté  en  deux  autres  parties  qui 
foient  dans  la  raifon  des  parties  AC ,  CD. 

Mais  on  pôurroit  fort  bien  divifer  AD  de  Tâutre  côté  en  deux  par- 
ties qui  feroient  dans  la  raifon  des  parties  AC,  CD.  Car  je  n'ai  qu'a 
prendre  une  partie  DV  égale  à  AC ,  &  dès-lors  Tautre  partie  AV  ferai 
égale  à  CD  ;  &:  nous  aurons  DV,  VA  :  :  AC^  CD. 

Et  on-prouvera  les  mêmes  chofes  fi  la  ligne  AD  étoit  divifée  €n  un; 
plus  grand  nombre  de  parties. 

179.  Problème  III.  Trouver  une  troifieme proporûonnelle  à  deux 
lignes  données  AC ,  AB.  (  fig,  i  o&  ). 

'  Solution.  Je  fais  un  ^ngle  à  volonté  DAE  :  je  porte  fur  le  côté 
AE,  la  première  des  lignes  données ,  de  A  en  C  :  je  porte  la  féconde 
fur  Tautre  côté ,  de  A  en  B  i  &  je  joints  les  points  C,  B,  par  la  droite 
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C6.  Je  poitè  autfi  fur  le  premier  côté  AE ,  la  féconde  ligne  donnée , 
de  A  en  E;  &  dtf 'point  E,  menant  la  droîte  ED  parallèle  à  CB ,  &  qui 
coupe  le  côté  AI>  en  D;  la  droite  AD  eft  la  troifîeme  proportion- 
nelle. 

Car  les  triahgfîe^  AGB,  AED ,  ayant  l'angle  A  commun  ;  les  angle* 
ACB ,  AED»  égaux ,  à  caufe  qu'ils  font  faits  du'  même  côté  par  les 
parallèles  BC,L)E(7i)  ,  &  les  angfés  ABC ,  ADE égaux  auffi,  par 
la  m'ême  raifon ,  fon\:  femblables.  Donc  AC ,  AB:  :  AE*,  AD.  Mais 
A-B  =  AE ,  par  la  conflrruaion  :  donc  AC ,  AB  :  :  AB ,  AD;  &  par 
conféquent  AD  eft  la  troîfieme  proportionnelle. 

i8o.  Problième  IV.  Trouver  une  quatrième proporûonrulle  à  trois 
lignes  données  AB,  AC ,  AD  (  fig.  1 09 ). 

.  Solution.  Je  fais  un  angJe  quelconque  DAE  :  je  porte  fur  le  pre- 
mier côté  DA ,  la  première  des  lignes  données  AB,  de  A  en  B;  & 
fur  le  fécond  EA ,  la  féconde  ligne  AC  de  A  en  C.  Je  joints  les  points 
B.,  C ,  par  la  droite  BC  ;  &  portant  la  troifîeme  ligne  donnée  AD  * 
fur  le  premier  côté  DA ,  de  A  en  D  ;  je  mené  par  le  point  D  la  droite  ' 
DE  parallèle  à  BC,  &  qui  coupe  l'autre  côté  en  E;  la  droite  AE  e(^ 
la  quatrième  proportionnel! e^ 

Car  les  triangles  ABC ,  ADE ,  éranr  femblables,  à  caufe  des  pa- 
rallèles CB ,  DE  ;  nous  avons  AB,  AC  :  :  AD,  CE. 

• 

181.  Problème  V^.  Les  deux  premières  lignes  dune  progrejfîon 
géométrique  de  lignes  étant  données  ;  continuer  cette  progrejjwn  tant 
quon  voudra. 

Solution.  Nommons  les  deux  lignes  données a^h.  Je  cherche 
une  troifîeme  proportionnelle  à  ces  deux  lignes^  &  je  la  nomme  c: 
ainfi  c  eft  le  troifîeme  terme  de  la  progreffion.  Je  cherche  une  troi- 
fîeme proportionnelle  aux'deux  lignes ï,  c,  &  la  nommant  d^  elle 
fera  le  quatrième  terme  de  la  progreffion,  :  car  par  la  conftruâionTy 
nous  aurons,  a.h\ib.c\^h.c\\  c.  d:  donc  a.  b  :  ;  b.  c  ::  c.  d\  ou  ::a^ 
b.  c.  d'^&c  continuant  de  la  même  façon,  on  trouvera  tant  de  termes 
de  la  progreffion  qu^on  voudra. 

Quant  à  la  manière  de  trouver  la  fomme;  d'une  progreffion  géo- 
métrique de  lignes,  elle  eft  la  même  que  celle  que  nous  avons-  én- 
feig^iée  dans  le  premier  livre ,  en  parlatic  des  progreffions  géomé- 
triques. 

i8x.  PïtOBxâMB  VI.  Trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre 
deux  lignes  données  AB ,  BC  (  fig*  1 1  o  ). 

Solution.  Je  mets  la  petite  fur  la  grande  de  B  en  C  :  je  prolonge 
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ia  grande  du  côté  de  B ,  en  faifant  BH  égal  à  AC.  Du  point  A  pris 
pour  centre,  &  d*un  rayon  ^gal  à  AB r  j^  décris  un  arc  PRrdu 
point  H  pris  pour  centre, &  d'un  rayon  égal  à  HC,jje  décris  un  arc 
SX  qui  coupe  Tare  PR  en  O  ;  d'où  je  mené  aux  points  C ,  B ,  les 
droites  OC  ^  OB  ;  &  chacune  de  ces  droites  cft  h  moyeone  propor- 
tipnnelle  demandée  ;  ce  que  je  prouve  ainfi , 

Par  la  conftnj£lion ,  nous  ayons  AC^=  HB  rajoutant  donc  âc  part 
&  d'autre  la  partie  CB ,  nous  aurons  AB  ?=HC.  Ainfi  les  arcs  PR , 
TS ,  ayant  été  déprits  aypc  les  rayons  égaux  AB ,  HC  y  qui  pris  en- 
femble  font  plus  grands  que  AH  ;  ces  deux  rayons  fe  couperont  hors 
de  la  ligne  AH  eh  un  (èul  poiat  O  du  côté  de  0(  59)  ;  &  ce  point 
fera  également  éloigné  des  extrémités  A ,  H  de  la  ligne  AH,  C'eft 
pourquoi  fi  du  point  O  on  ab*flbit  une  perpendiariaire  fur  AH  ;  cette 
perpendiculaire  couperait  AH  en  deux  parties  égales ,  à  caufè  des 
obliques  égjjes  ou  rayons  OA ,  OH  (5  4)^  c'eft-àndire  ,  fur  le  milieu 
Q  de  la  partie  CB ,  a  caufe  de  AC  =  BH  :  ce  qui  fait  que  AC  -f 


CB=f3H-4-7CB.  Ainfi  les  points  C,  B  àcs  obliques  OC,  OB  , 
.étant  également  éloignés  du  point:  Q  de  la  perpendiculaire  ;  ces  deux 
obliquçç  font  égales  (.^3  ) ,  &  le  triangle  OCB  eft  îfofccle. 

Or,  ABO  eft  auffi  ifofcelè :  puifque  AB  eft  égal  à  AO,  &  que  Tun 
4es  anglps  ABQ  fur  la  bafe  BO ,  eft  égal  à  l'un  des  anglps  OBC  fur 
ja  bafe  CB  du  triangle  ifo^cek  OCBc  donc  le  fécond  angle  fur  la 
bafe  du  triangle  ABO ,  eft  égal  au  fécond  angle  fur  la  J)afe  du  triangle 
OEC  ;  &  par  conféquent  le  troîfieme  angle  eft  çgAl  ^u  troifieme 
(97) ;  ^  les  deux  triangles  ABO,  OBC  ,  font fembiables.  Compa- 
rant donc  les  côtés  oppofés  aux  mêmes  angles ,  nous  trouverons  qyç 
les  dcHX  côtés  AB,  BO ,  du  triangle  ABO  ,  font  proportionnels  aux 
deux  côtés  OB,BC ,  du  triangle  OBC  j  c'eftrà-dire  AB ,  BO  ;  :  BO, 
BC  :  &  par  ccxiféquent  BO  eft  moyenne  propoçtionnelle  eptre  les 
deux  données  AB ,  BC. 

On  trouvera  dans  le  chapitre  qui  traite  du  cercle,  une  autre  ma- 
ciiere  de  chercher  «ne  moyenne  proportionnelle  entre  deux  lignes 
données^ 

LIGNES  RÉCIPROQUEMENT  PROPORTIONNELLES. 

183.  DiéFiNiTioN.  On  dit  que  deux  lignes  a,  i  font  récîprvûjus 
à  deux  lignes  c ,  J;  Içrfque  Tune  des  deux  premières  a  cft  à  1  une 
des  deux  dernières  c,  réciproquement  comme  l'autre  des  deux  der^ 
nipres  ^,  eft  à  l'autre  des  deux  premières  i  sofl  cç  qui  retient  aii 
même ,  lorfque  le  produit  des  deujc  premières  eft  égal  au  produit  dç$ 
deux  dprnieres  ;,puifque  fi  ijous  avpns  a.  c  :  :  d.  b  ;  on  aura  auffi  a^ 
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cdj  en  faifant  le  produit  des  extrêmes  &  des  moyens. 

On  dit  auffi  qu'une  ligne  eft  coupée  en  deux  parties  réciproques 
aux  parties  d'une  autre  ligne ,  lorfque  le  produit  des  parties  de  la 
premiôre  ligne  eft  égal  au  produit  des  parties  de  Tautre  ;  ou ,  ce  qui 
revient  au  même ,  lorlquc  Tune  des  parties  dé  la  première  ligne ,  eft 
à  Tune  des  parties  (fe  la  féconde  ligne  réciproquement ,  comme 
Pautre  partie  de  la  féconde  ligne  eft  ai  autre  partie  de  la  premiere»^ 

Proposition     X  L  V. 

1S4.  Si  dzux  reSan^cs  ABCD,  abcd ,  font  égaux  ^fan^  avoir  ni 
les bajes  AB ,  ab ,  ni  les  Hauteurs  AD ,  ^d^  égales;  les  hauteurs  ADy 
ad  font' réciproques  aux  bdfes  AB ,  ab.  (  fig.  1 1  î  •  ) 

Démonstration.  Le  reékangle  ABCD  eft  éealaû  pi-oduK  AD 
X  ÀB  de  fa  bafe  par  fa  hauteur  ;;  &  le  rcâangJe  Mcd  eft  égal  au  pro- 
duit adyaab  2^  donc  à  caufe  d^  l'égalité  des  reâangles ,  nous  avons 
ADx  AB  =  ^^x^^;  &  tirant  de-là  une  proportion,  comme  ita 
écé  dit' dans  le  premier  livre  au  fujet  des  proportions  géométriques  y 
nous  aurons  AD  .  adwab ,  AB  ;  c'eft-à-dire ,  les  hauteurs  AD,  ad-^ 
font  réciproques  aux  bafes  AB^  ab.  Ce  q^û'il  falloit  démontrer. 

18 ^ .  CoROLLAiRRl  Ô/ï  neut  dire  aujfi  que  dans  deux  reSangles 
égaux  ,  .  la  hauteur  AD  Ù  ta  bafe  AB  du  premier  ,  font  réciproques  à 
la  hauteur  ad  Ù  à  la  bafe  ab^  du  fécond  ;  puifqû'ôn  a  AD  x  AB  =  ad 
X  zb,  comme  il  ejl  requis  (  183 ).  C'eft  une  fuite  évidente  &  de  la 
définition  6c  de  la  propofition  précédentes^ 

P  K  O  ?  O^  S  I  T?  I  ô  «r      X  £  V  ï. 

186.  Le  plus  grand  reSdngie  qu  on  pidjji  faire  de  deux  parties  qui 

^&mpofènt  une  ligne ,  efl  celui  que  l'on  fait  lorfque  ces  deux  parties 

font  égales  entre  ellcJS.  (  jfîg^  \ii.)  ' 

pJ^MONSTRATiON.  Soit  la  tignô  CD  dîvif&  en  deux  également  en 
0  :  le  reiStangle  de  la  partie  DO  par  la  partie  OC ,  eft  égal  au  quarré 
de  la  moitié  DO;  Or ,  fi  Fon  coupe  là  même  ligne  en  deux  inégale- 
ment en  E;  le  rfeftângle  des  partiel  înégates  DE ,  EC,  eft  égal  au- 
quart-é  de  la  moitié  DO,  m*oïns  le  quarré  de  la  partie  fntercéptée 
ÊO  (  146  )-:^onc  le  re(5bngle  des  deux  parties  Ï)E ,  EC,  inégales  ,• 
eft  moindre  que  le  reétangkr'  à^s  parties  DO,  OC:  &  comme  cela 
arrivera  toujoursen  quelque  point  qu'on  veuiUe  cfouper  la  droite  DC 
en  deux  parties  inégales  ;  il  s'enfuit  que  le  reftanglè  deS  parties  égales 
Do ,  OC,  eft  le  plus  grand  qu'on  puîffe  faire  de  deux  parties  qui 
compofent  DC . Ce  qu'ail  falloit  démontrel?.. 
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187.  Froblêmb  vil  Couper  une  droàe  AB  en  deux  parties  réci^ 
f  roques  aux  deux  parties  D£  ^  ^C  9  qui  compofent  une  autre  àgne  DC. 

(fîg.  II2.) 

Solution.  Je  prends  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux 
parties  DE,  EG  de  la  droite  DC  :  j^élcve  fur  rextrémité  B  4c  la  droite 
BA ,  une  perpendiculaire  BH  que  je  fais  égale  à  la  moyenne  propor- 
tionnelle. Du  point  H  pris  pour  centre ,  &  avec  un  rayon  égal  à  la 
moitié  ZB  de  la  ligne  BA,  je  décris  un  arc  :  il  peut  arriver  ou  que  cet 
arc  coupe  la  droite  BA  en  un  poinc  S  ;  ou  qu  il  la  touche  en  Bians 
la  couper  ;  ou  qu'il  ne  la  touche  ni  ne  la  coupe.  Si  Tare  coupe  la 
droite  AB  en  S,  je  porte  la  partie  BS  fur  ZB  de  Z  en  X  ;  &  les  par- 
ties BX,  XA,  de  la  droite  B\,  font  les  réciproques  demandées.  Si 
«l'arc  touche  flmplement  la  droite  BA  ;  les  deux  réciproques  deman- 
dées feront  les  deux  moitiés  ZB, ZA,  de  la  droite  BA.  Si  lare  nt 
;  couche  ni  ne  coupe  la  droite  BA  j  le  problême  eft  impoifible.  Prou- 
vons tous  ces  cas. 

F.  Si  Tare  coupe  BA  en  S  ;  je  mené  le  rayon  HS ,  qui  par  la  conC- 
.truftion  eft  égal  à  BZ;  le  triangle  HBS  étant  rcaangle ,  nous  avons 

HB-4-BS=SH(i7i):doncen  retranchantBS  de  part  &  d'au  tre,nous 

aurons  HB=SH  —  BS'  Or ,  SH  =  BZ,  &  BS=ZX^  donc  SÏÎ — 

BZ,  &  BS=ZX;  &  partant  HB  =  SH'^M=Bz1-ZX' Mais 

la  ligné  AB  étant  divifée  en  deux  également  en  Z ,  &  en  deux  iné- 
-    -  -  1       - — i 

gaiement  en  X;  nous  avons  BXxXA=BZ  — ZX  (146):  donc 

■     1. 

BX  X  XA=  HB.  Or,  HB  étant  moyennç  proportionnelle  entre  les 

parties  DE ,  EC ,  de  la  droite  DC  ;  (on  quatre  BH  eft  égal  au  pro- 
duï^t  DExEC  des  extrêmes  :  donc  BXxXA==DExEC;  &  par 
conféquent  les  parties  BX  ^  XA  de  la  droite  BA ,  font  réciproques 
aux  parties  DE ,  EC  de  la  droite  DC.  (183!) 

Il",  Si  Tare  touche  la  ligne  BA ,  il  faut  quHl  la  touche  en  B  ^  c'eft- 
à-dîre  que  fon  rayon  HS  loit  égal  à  la  perpendiculaire  HB.  Car  s'il 
étoit  plus  grand  ;  il  eft  clair  que  lorfque  ce  rayon  en  tournant  autour 
de  H  feroit  parvenu  k  la  position  HS ,  fon  extrémité  S  tomberoic  jiu- 
delk  de  B,  par  exemple ,  en  S;  &  que  par  conféquent  Tar^  couperoît 
la  ligne  AB  au  li^eu  de  la  toucher:  donc ,  puifque  dans  ce  fécond  cas 
le  rayon  eft  égal  à  la  perpendiculaire  ;  le  quarré  du  rayon  eft  aufH 
égal  au  quarré  de  la  perpendiculaire  BH.  Or ,  le  rayon  eft  égal  k  BZ 
&  le  quarré  de  BZ  eft  égal  au  reâangle  BZ  >c  ZA  :  donc  BZ  x  ZA 

œ  HB  =  DE  X  EC  ;  &  par  cooféquent  les  deux  moitiés  de  la  ligne 

AB 
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^B  Sqox,  jr^iprQ()U«9  Aux  pontes  X>£  1  ÈC.dç  îa  ligne  DC. 
Itl^  Ennn  fi  l'arc  ne  coupe  ni  ne  touche  BA/onra^oneftp 

fë^ttent  plus*  petit  que  HB  ;  &  (on  quarré  WL  ,  ou  le  reâangle  BZ  x 
ïsky  eft  plusr  petit  que  le  quarré  HB  ou  que  le  reâangle  DE  x  £G. 
Mais  le  reâan^le  BZ  x  ZÂ  cÛ:  le  plu$  grand  de  tous  les  rectangles 
quW  peut  faire  en  coupant  BA  en  deux  parties:,  &  iai&ht  leur  Rec- 
tangle (186  )  :  donc  on  fie  peut  pas  couper  ÎBÀ  en  deux  parties  dont 
le  produit  foit  égal  au  produit  DE  x  ÉC  ;  &  le  problême  efl  impof- 
fiHe.  ; 

188.  Corollaire.  Si  une  ligne  BAjy? coupée  en  Jêuxpdniçf 
BX,  XA  f  réciproques  aux  deux  parties  DE,  EC;  ori  hè  veut  pas  là 
tçuper  en  un  dutte  point  du  même  côté  pat  rapport  au  milieu  2»  y  kà 
deux  autres  parties  réciproques  à  CÈfj  Tic  {pg.  113.).  ;         . 

D|(mon3tration.  lie  point  auquel  on  voudroit  coupercette  ligne^ 
feroit,  ou  entre  B  &  X,  comme  le  point  M  j  ou  entre  X  &  le  centre 
2 ,  comme  le  point  m.  , 

Dans  le  premier  ca^ ,.  nous  atirorts  BMxMA==fiZ^^5îZ;  M 
^ufe  de  AB  coupée  efi  deux  également  en  Z ,  &  en  deux  inégalé-* 
ment  en  M  :  donc,  fi  Ton  fhppofc  que  les  parties  BM,  MA,  fôreniJ 

réciproques  aux  deux  DE,  £C;  nous  aurons  BMx  MA  ou  S2^— 

HZ=DExEC.  Or,  on  fiippole  aufli  BXxXAf=DExEC  ;  &  BX 

xXA  =  BZ~XZ  (i46):doncM  — î^=S2'~X2^cequî 

«ft  impoffiUe.  Car  le  quarré  1^  >  qu'on  retranche  dU  qûarf é  de  lIZ  ^ 

jsft  ]dns  grand  que  le  quarré  ^Z  qu'on  iiptranche  du  même  quarré 

de  BZ  ;  &  par  conféqucnj  h%  rpftes  BZ— MÈ,  &  WL^'ÈÎ  m 
fyùtçikM,  kuQ  égaux. 

On  prouvera  dejnême  que  dans  le  fécond  cas,le  reâangle  Bmx/nA 
n^cft  point  égaTaù  feâangle  BX  )^XA,  ft^par  côïifédUéi»  àU  feâatï- 
glcDExEQ  ' 

Mais  fi  Pofl  prçnoit  U  pôiiit  de  dk'iôâft  aanJetb  dd  Z  ',  la  diofe  ne 
fcf  ok  plus  impotRble  :  premwt  fuf  AZ,  une  partie  AV  ^U  à  BX  ; 
Kautre  partie  VB  ftr<»t  égale  à  XA  ;  &  par  coftf^qiucnt  oà  aufoit 
AVxVB=DÉxEC. 

LIGMES  pirJS£JSS  SW  MOYENNE  ET  EXTRÊME  lUISON. 

1 8a  XHrrmtwv.  Si  une  ligne  droite  eft  coupée  eir  deux  parties*) 
inégales,  dcr façon  que  la  petite  fon  àla^^rande ,  comme  la  grande; 
eft  a  toute  la  ligne  \  on  dit  que  cette  ligne  eft  divifée  ei  moyenne  & 
(IJttrhierâifon;l»pwikôsko^^  ,  ;      , 

XOMB I.  Mm 
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190.  Froblêmb  VIII.  Diviferuneliffie  donnée  AB ,  enmoyenn^ 
&  extrême  raijon.  (  fîjg.  114») 

SoLUTxoK.  Je  faî$  le  quatre  ABDE  dé  la  Kgne  doanée  ;  &  Ai  mn 
Kea  C  de  AR  ^  je  mené  à  Tun  des  angles  oppoTés  ï)  y  la  droite  CD«. 
Je  prolonge  AB  en  H  ;  &  feifant  CH=  CD ,  je  porte  BH  fur  BD  ^ 
de  B  en  Rr  &  la  droite  BD  ^  égale  à  la  droite  donnée  AB  ^  éfl  divifêe 
eh  moyenne  &  extrême  raîfbn  ;  &  k  partie  BR  eft  i&  médiane  ;  ce 
que  je  démontre  ainfi. 

Dans  le  triangle  reftangle  CDB  ,  nous  avons  CD  =  DB-f-  CB 
(  171  );  &^  caufe  que  la  Hgne  AB  eft  divifëe  en  deux  égdement  en 

c,  &  que  BH  lui  eft  ajoutée,  nous  avons  AHxBHb=CH — BC 

(  148)  j  ou  AHxBH  +  BC=^H,  en  ajoutant  BC  de  part  âc 

d  autre.  C)r^CH=CD,  par  la  conftruftion  :  donc  CH=GDy  &  par 

conféquent  DbV  CB  =  AH  x  BH  +  CB  :  &  retranchant  CB*  dé 

Îiart  &  d'kutre ,  nous  aurons  DB  =  AH  x  BH  :  ç*eft-à-dire  qu'ea 
aifant  le  reâangle  AHMN,^ de  AHpar  BH,  ce  refbngfe  eft  égal  au 
quarré  ABDE  ;  donc ,  retranchant  le  reâangle  commun  ABRN  , 
nous  aurons  le  reâangle  NRDE  égal  au  quarré  BRMH  ,  ou  DR  x 

DE=Ra.  Mais  DE=»DB ,  par  la  conArudion  ;  donc  DR  x  DB 

^Hèy  &  par  conféquent  DR ,  RB  :  ;  RB .  DB. 

191.  Corollaire  L  Une  ligne  DB  ou  AB  étant  divijee  em 
moyenne  &  extrême  raijon  ;  /?  on  àii  afoutela  médiane  RB  d^  BH  ,. 
on  aura  une  ligne  entière  AH  quifira  encore  divifée  en  moyenne  & 
extrême  raijon  ^  &  dont  la  médiane  fera  la  ligne  AB.  (  fig^  1 14.  ) 

,  DEMONSTRATION-  Par  la  propofition  précédente  ,  le  quarré  AB-^ 

CDE  eiî  égal  au  reftangle  AHMN  j  c'eft-à-dire  AB= AHxBH: 
doncHB.AB;:AB.AH-  -' 

192.  CokOLX  AIRE  IL  l/ne  Hgne  AH  étant  divijee  enmoyenna  &  ex- 
trême rai/on  ;  Jion  porte  la  petite  partie  BUJurfa  médiane  AB  ou 
BD  de.Ben'Bi'^  ceue  médiane  fera  divifée  en  si,  en  moyenne  &  ex- 
trême  raifon  :  ce  qui  a  été  démontré  ci-defTus.  (  190,)^ 


193.  CaROLLAiRF  HI.  Une  ligne  AH  étant  divijee  en  moyenner 
&  extrême  raifon  \  fi  à  fa  petite  parue  BH  on  ajoute  la  moitié  CB  de 
la  médiane  ;  le  quarré  de  la  fomme  CH  efi  égal  à  cinq  quarrés  de 
moitié  CE^(&g.  11/^.)    j-.    ' 

DEMONSTRATION.  Par  la  conftruâion  que  nous  avons  faite  (190^ 
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k  droite  CD  eft  égale  à  CH,  &  par  coofequent  CD= CH.  Or  ,  à 
çaufe  du  triangle  reâangle  CBD ,  nous  avons  CD  =  DB  -f-  CB;  & 
parce  que  DB  eft  double  de  CB ,  nous'ayons  DB  =  4CB  (  143)  ^ 
doncOT=?4CB4-CË  =  ^CB\  &  par  conféquent  CH  «=  5  CT. 

154.  Corollaire  IV.  Si  une  ligne  AH  ejl  divifie  en  moyenne  & 
extrême  raifon  ;  la  petite  liffie  ,  la  médiane  ^  &  la  ligne  entière  ,font 
incommenfurabUs  entre  elles .  (  fig.  114.) 

'  DiMOiTSTRATioN,  1\  Par  le  corollaire  précédent  CH=y^CB: 

donc  CH .  CB  ::  ^  .  i  ;  &  tirant  la  racine  quarrée  de  tous  les  termes, 
CH .  CB  ::  y  5  . 1  ;  donc  en  divifànt,  CH  —  CB .  CB  :  :  \/^^i. 
I  ;  c^eft-à-dire  BH .  CB  :  :  \/  ^  —  i .'  i  ;  &  doublant  les  conféquens, 
BH  .  AB  :  ?  V  $  — I  .  2..  Mais  le  terme  V  $  —  i  eft  incommenfu-^ 
table  au  terme  2  ;  puifqu'on  ne  peut  pas  exprimer  leur  rapport:, 
donc  le  rapport  de  la  petite  ligne  BH  à  la  médiane  AB ,  eft  inexprii^ 
tpable  ;  &  ces  deux  lignes  font  incommenfurables. 

IP.  Puifque  BH .  AB  ::  V5  —  i  .  2  ;  donc,  en  compôfànt^nous au- 
rons BH-+-AB.  AB  ;;  VJ —  i-f-2.a;ou  AH.  AB::\/5-+- 1.2. 
IVJ[ais  Jes  deux  derniers  termes  font  incommenfurables  :  donc  les  deux 
premiers  AH ,  AB ,  c'eft-à-dire  la  ligne  entière  &  la  médiane .  font 
incommenfurables.  • 

;  ni**.  De  même ,  puifque  BH .  AB  ::  V  <ç  -^  i .  2  ;  donc ,  en  com- 
pofant  d'une  autre  raçon  ^  nous  aurons  BH  •  BH  -H  AB  :  :  V  5  ^^  i  • 
Vs  -T-i-+-2;ouBH.AH::  V^  —  i ,  V  5  •+•  i .  Mais  les  deux  der- 
niers termes  font  incommenfurables  :  donc  la  petite  BH  &  la  ligné 
AH  le  font  aufS. 

19^.  CoROLLAiRH  V.  Si  dcux  Ugnés  AH ,  BD  Jont  iUviJees  cha^ 
cunc  en  moyenne  §f  extrême  rcufon,  leurs  parties  Jont  propçrtionelles. 
(fig.114.)  '■ 

DEMONSTRATION.  Nous  avons  vu  par  le  corollaire  précédent , 
que  la  petite  partie  BH  eft  à  la  médiane  AB  ,  comme  y  5—  i ,  eft 
à  2  ;  &  cela  eft  k  l'égard  de  toutes  les  lignes  divifées  en  moyenne  & 
extrême  raifoQ  :  donc  dans  la  ligne  BD  \  nous  aurons  aufli  DjEL  « 
HB  ;:\/^— I  .  2  :  par  confisquent  BH.AB;;  DR.  BLB. 

t^6.  Problème  I^.  Deux  lignes  droites  égales  AB ,  BG,  itant 
données  ;  trçuver  la  bafe  qu  il  faut  leur  donner  pour  confiruire  un 
triangle  ifofcele  ABC  ^  dont  chaque  angle  df  U^  bafe  folt  doubU  de 
r^pi^  ^  du  fommet,  (fig-ii$.) 

Mmij 
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S91.UT10K.  Je  coi^  V\fç»  é»s  drokes  dofiaée&  AB  en.  mpyeoiie  &: 
extrême  raifon  ;  de  prenant  une  droite  AC  égale  à  fa  médiane  BR  j^ 
Je  décris  avec  AC  oc  Tes  deux  droites  menées  A&,  BC,  un  triangle 
ABC  j  qui  eft  te  nmigh  ikmandé» 

Pour  le  pcou¥fr  3^)«  çïw^  )ft  droite  RC;  fc  à  cavib  <|i]|c  ABed 
djvifée  en  moyenne  &  extrêma  raifon ,  fdî  AR  •  RB  ;:  RB .  AB 
(  189  ).  Mais  RB  =  AC  rdonc  AR  •  AC  ;:  AC  .  AB.  Ainfi  ks  deux 
côtés  ÀR,  AC,  du  triangle  ACR  y  font  proportioôncï^  aux  deux 
côtés  AC ,  AB  ,  du  triangle  ABC  :  &  comme  Kanglc  cormirfs  A  cft 
h  m^e  daite  V\m  &  dans. VaiurcL  ^  les  desx  triangks  ACR^  ABC  ^ 
font  (bmblables  (  1.61.)  ;  &  par  confequenr  le  triangle  ACR  eft  ifbf* 
ede ,  de  même  que  te  triangle  ABC  :  ce  qui  rend  wcSt  ifofcele  le 
triangle  RCB  ;  puif^ue  AC  =rCR  =  RB.  Or  IWfe  AKC  externe 
au  triangle  RCB,  vaut  les  deux  internes  oppoffe  B ,  BCR  (  97  )  , 
on  }e  double  de  fangte  B  '^  à  caufe  que  Tes  deux  angTes  B  êc  BCR  du 
triangle  îfbfcçle  RCB  font  éraux  ;  &  Tangle  ARC  eft  égai  k.Fanglc 
RAC,  puifque  le  triàngfe  ACR  eft  ifofcele  :  donc  ,  dans?  le  triangle 
ifofçele  ABC ,  l'angte  A  fiir  fii  bafe ,  eft  double  de.  Fangjie  B  au^ 
fommet» 


1^7.  Faovi'êM?  X»  Vue,  BgiA  JiJC  étant  donnée  ^  conj^tuâfcfi 
cette  Ligpj^  wh  triangle  ifojfde  ^  dam  chaque  an^  fur  ta  ita/k^it^ 
douife  de  f  angle  au  fommet.  (  fi'g.  1 1 6.) 

SmLxnw^  Ie<k>ifek:dW)ioe^iifC'eti  mxyyetmt  ât  naémt  raiibn 
en  S-:  j^a^oucei  h  itiédSone  ASk»  ta  Kgtie  AC ,  die  A  eaN^;-  A:.af«e  bc 
dmite  AC,  £e  deux  antfesi  dvoîtes^  AB:,  BC,  ^galiN;cliteuneà.  Im 
dsQtteXN,  }€i  Gonâquift  m^  cnàfiglte  îib£:ele  qiû'  tft  k  tnangk  der^ 
mandé. 

^.  Car  >  puj{qiiK/iax  àioim  AN-  «A  ég^  k  h  médiane  de  AC  divifée 
en  moj^enne  &  extrême  raiiqn;  la.  dcoîce  CH  eû^  auât  divi{ee  ea 
moyenne  &  extrême  raifon  en  A  (  1 91  ) ,  &  fa  médiane  eft  AC  Or,^ 
AB==C^,  p3r  la  conftruâion  :  donc  fî  nous  coupons  AB  en 
méyefine^&  extrême  raifon  en  R ,.  fa  médiane  BR  fera  égsTe  k  Ï2t 
médiane  AC.  Arnfi  nous  avt>ns  ua  triangle  ifofteje  AiBC,  dont  la* 
bûfé  AC  eft  la  médiane  dfrPun  de  fes  côt»;  &  par  conf^quent  nôus^ 
démontrerons  çomnîe  d:în$  le  problème  précédent,  que  cRaque  an^ 
gle  fur  la  bafe,  eft  double  dePangfc  dtrfommtr; 

ï  08.  C&woir AriRE  I.  J}ti7ts  tout  triangùs  ijhfide  ABC  (  fig:  r  i  ^  ^ 
I i6xy^do^nt  chaque  an^e^  de  Icttafe  ej^  dûuBte  <k  celuir  du  jcmmtt s- 
fi  fon  càfxper  Pun  des  an^er  .dc^  ta  bafcenr  dtiix^  également ,  par  une^  • 
droite  CR  qui  QQupeJe  côté  oppofé  en  R  ;  ce  coté ferct  coupé  ettmojeitrte- 


»• 


.  i 
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&  extrême  raifort.  CejQ:  une  fuite  évidence  de  ce  qili  a  écé  dit  ci^ 

199.  Corollaire,  n.  Dans  tout  triangle  ABCfJtmt  ckaqtte  an* 
gie  de  la  bafe  ejf  datAle  de  cekd  dujommet^  t angle  éufbmmet  ejl  de 
^Sdégrési  ^  chaque  an^efur  la  bafe  ejl  de  72  degrés:{f^.ii^jXi6.)  ' 

DiéivfoiiSTRATioii.  Te ^>vife  chaque adgfir de  hhstît  eti  dduir éga- 
lement :  ainfî  \çs  trois  angles  du  triamgte  valenr  enleir^k  k\vk\  artgles 
égaux  à  celui  du  fomxnet.  Or ,  les  trois  angles  do  Eriangle,  valent 
enfemble  deux  droits  où  180  degrés  (  97  )  •*  donc  \qs  cinq  angles* 
égaux  valent  aulH  1 80  degrés  ;  &  par  confisquent  chacun  a  eux  en 
vaut  3^  qui  eft  le  cinquième  de '180.  L'angle  du  fommct  vaut  donc 
36  y  &  chaque  angle  de  la  bafe  vaut  72  :  puisqu'il  e^  doubk  de  l'isin** 
gle  du  fommet. 

pROPOszTiotr    XLVIL 

200r  Si  plufieurs  parallèles  AB ,  CD,  EH^  &Ltyfûnt  coupées  par 
plufieurs  lignes  AH ,  MN ,  RS  ,  BEyâcCy.qîdfe  coupent  en  un  même 
point  i  ces  parallèles  font  coupées  en  mémeraxfon.  (  fîg,  117.) 

D]éMosrsTBLATzoN.I''.CbinparcQtis d^abord  les  parallèles  AB,GD,quî 
font  du  même  côté  par  rapport  au  pokf t  O:  les  triangles  AOM ,  COT  , 
font  femblàbles;  àcaufe  de  Tangk  AOM  commun  ^  des  angles  OAM^. 
0€T ,  faits  par  les  parallèles  avec  AO,  égaux  ctiXt^  eux^  &  des  an- 
gles OM  A ,  OTC  ^  égaux  pour  la  même  rai(bn  :  a^fi  nous  avons  AM.. 
CT  :  :  OM.  OT.  Oc  ks  trâiigfe»MOR ,  TOY ,  ét»n(  anifi  fenOkia- 
Ixles,  donoent  MIL  TV  ::  OMw  OT  :  dwur  AM.  CT  :  :  MR.  TV. 
Mais  les  mêmes  triangles  MOR ,  TOV ,  donneni:  MR.  TV  ::  OR. 
OV  ;.  &  à  caufe  des  iridagkt  fèmblables*  RX>B'y  VOD^  mm»  avons 
RB.  VI>::OR.OV  :doacMR.TV^:R».VD.  Aiiifi  Xocrv&m.  des 
parojcs  AM^  CT,xl»  pamtktes  ^iBy  CI>  ^  étant  é^le  à^  k  raî^  des» 
pirdss.  MR  y  TV  ;.  ili  s  eoAnt  <^  let^  pasalleles  A§^^  C0  ^  fisèf  cou^ 
pées  en  même  raifon, 

II^^Mainœnaat,  otMiipoiions  les  paraNeles  AB,  £H,  q«i^  /ont  de 
diiFérens.  cotés  par  raj^rtaa  point  O.  Les  à-ianf^Ies- AOM,  HON> 
font  fembèabies  ;.k;  c^c  de^  Tangle  AOM*  y  égal  à  Xm^  HON  q»it 
lai  eâ  oppofë  au  fonmet  ;de  Fangle  OAM  >  é^  à  f^  alterne  OHN  ^ 
âc  db  Fai^:  OMA ,.  égal  à  fooa  aluerne  OS^B  :  d€(nc  AM.  N»:  :  MO. 
NO.  Or  les  tnaogles  M0fb,SOl^  ^  étant  femblablés^,  parles  mêmes 
raifons^,.daniieat MR.  SM::  MOi  NO  :  donc  AM.  NH  :  :  MR.  SN. 
Ma»  ksimémes  tciangle&B^OR ,. SON  ^  donnent  auffi  MR.  SN  :  r 
RO..SOr;.&ii  çaufii  ^i^firâuiglfia  iierabdabks  ROfi^SOE  »  nous  avons 


27«    ÊLÉMENS   DE  MATHÉMATIQUES. 


«■ 


RB.  SE  :  :  RO.  SO  :  donc  MR.  SN  :  :  RB.  SEL  Aînfi  la  raifoa  des 
parties  AM ,  HN ,  des  parallèles  AB,  £H,  étant  égale  à  la  raîfon  des 
parties  MR,  SM}  &  celle-ci  égale  a  celle  des  parties  RB ,  SE  ;  il  çft 
clair  que  les  deux  parallèles  AB^  EH^  ron;  coupées  en  même  rai(bn  ; 
&  ainii  des  gupre^^ 

.  XGi.  Problème  XI.  Couper  une  iigne  droite  donnée  AB^  fn  tant 
de  parties  égales  que  ton  voudra.  (  fig.  1 18,  ) 

SeLutiosr.  P.  Je  prends  une  jdroite  indéfinie  NX  ^  fur  laquelle  je 
porte  avec  une  ouverture  de  compas  à  difcrétion ,  autant  de  parties 
égales  qu'on  en  demande  pour  la  ligne  AB ,  par  e^emplç  quatre^  NR , 
RS,  SX ,  TX.  Jç  faiç  fur  XN  un  triangle  écjuilatéral  N\^  i  &  du 
point  V  )  je  mené  des  droites  aux  points  de  divifion  R ,  S ,  T.  Cela 
Fait 9  jç  prends  avec  le  compas  la  grandeur  de  la  liene  AB,  &  je  la 
porte  fur  les  deux  côtés  VX ,  VN,  prolongés ,  s'il  îe  faut ,  dç  V  ea 
H,  &  de  V  en  II.  Je  joins  les  points  H ,  L,  par  la  droite  HL  ;  &  prp^ 
Ipngeant^  s'il  cft  n^ccfl^îre,  /es  droites  VR,  VS,  VT,  jdTqù^à  cç 
qu'elles  coupei>t  la  4roite  HL  ;  cette  ligne  HL  eft  i^gale  à  la  droite 
donnée^  &  elle  eft  divîfée  au  nombre  de  parties  requis. 

Car  k  caiife  des  foafes  parallèles  XN  ^  ëÎL  ^  les  triangles  VXN  ^ 
VHL,  font  femblables.  Or  le  triangle  VXN  eft  équilacéral  {  donc  le 
triangle  VHL  Teft  auffi  j  &  par  conféquent  HL  =  HV.  Mais  VEÇ 
efl  égal  k  AB ,  par  la  condruâion  :  donc  HL  eft  auffi  éjgal  à  AB.  Or, 
par  la  propofirion  précédente  ^  les  droites  XN,  HL ,  parallèles  entre 
\ts  lignes  qui  partent  du  même  point  V  ^  (ont  divifëes  en  même  raifon  \ 
&  XN  a  été  divifée  ea  cjuatre  [^ies  égales  ;  donc  HL  eft  auffi  divifëe 
en  4  patries  égales. 

•  Cette  pratique  eft  fort  ingénieufe.:  mais  elle  a  Pipconvénient  qu'ar 
près  avoir  divifé  HL  en  patries  égales ,  il  faut  porter  cts  parries  fur 
là  droite  AB,  ce  oui  eft  quelquefois  embarraftant ,  ûir-tout  lorfque 
les  parties  égaies  umt  fort  petites.  C'ej[l  pourquoi  j'aimerois  viieux 
me  fervir  de  la  pratique  fuivante. 

'  11^.  Soit  donc  k  ligne  AB  (119),  qu^on  propofc  de  divifêr  en  quatre 
parties  égales,  je  fais  en  A  un  ançle  à  volonté  BAX;  &  du  point  B ,  je 
mené  une  ps^-allele  au  côté  AX.  Je  prends  une  ouverture  de  compas 
à  difcrérion ,  &  je  la  porte  quatre  fois  fbr  le  côté  ind^ni  AX  ^  de  A 
en  M ,  de  M  en  N  ,  &c.  Je  porte  la  même  ouverture  auffi  quatre  fois 
fur  la  parallèle  indéfinie  BZ ,  de B  en  S,  de  S  en  T  ,  &c.  Je  joints  les 
points  de  dividon  des  lignes  AC,  BD ,  par  des  droitîes  CB,RS ,  NT , 
MV ,  AD  ;  &  ces  lignée  coupent  la  droite  AS  en  quatre  parties  égales^ 
Çjàx  AB  étant  ini^uiée  entre  les  parallèles  AC,  BD  \  les  angles  al? 
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ternes  BAC  ^  ABD^  font  égaux.  Or  les  cotés  AC  y  AB  y  du  triangle 
CAB  j  font  ^ux  chacun  à  chacun  aux  potés  BD ,  BA,  du  triangle 
ABD  ;  donc  à  caufe  des  angles  compris  égaux  ^  ces  deux  triangles 
font  parfaitement  égaux  (  loo)  ;  &  l'angle  ABC  eft  égal  à  l'angle 
BAD.  Mais  ces  angles  font  alternes  entre  les  droites  BC  y  AD  :  donc 
ces  droites  font  parallèles  entre  elles  (73).  Or  ^  les  droites  AC  y  BD , 
inclinées  dans  Tefpace  parallèle  BCAD,  font  coupées  proportionneV- 
lement  r  donc  les  lignes  RS ,  NT ,  MV,  qui  fcs  coupent^ font  paral- 
lèles aux  parallèles  BC,  AD  (1^7)  :  &  par  confëquent  les  mêmes  li- 
gnes RS,  NT,  &c,  coupent  en  même  raifbn Tinclinée  AB  (1^3)., 
c'eft-à-dire ,  en  quatre  partijss  égales. 

LIGNES   COUPÉES  ffARMONIQUEMENT, 

X02.  DEFINITION. Si  une  ligne  droite  AB  e({  coupée  en  trois  parties 
AC  j  CD  ,  DB  ;  de  forte  que  la  première  AC  fbit  à  la  féconde  CD  , 
comme  toute  la  ligne  AB  eft  à  la  troifieme  DB;  cette  ligne  eft  dite 
être  coupée  harmoniqucment ,  ou  en  trois  parties  harmoniquement. 
(fig.iio.) 

Et  il  faut  obferver  qne  quand  une  ligne  eft  aînfi  coupée ,  on  a  au(& 
cette  proportion  :  la  troineme  partie  DB  ^  eft  à  la  (econde  CD  > 
comme  la  ligne  entière  eft  à  la  première  AC.  Car  par  la  définition ,. 
nous  avons  AC.  CD  :  :  AB.  DB  :  donc  en  fatfant  le  produit  des  ex- 
trémes  &  des  moyens,  nous  aurons  ACxDB  =  CDxAB;  d^où  Ton 
tire  cette  proportion ,  DB.  CD  \;  AB.  AC.  Ainfi  Ton  peut  dire  que 
quand  une  ligne  eji  divijee  harmoniquement  en  trois  parties;  chaque 
extrême  ^ejla  la  partie  du  milieu ,  comme  la  ligne  enuere  ejl  à  t autre 
extrême^ 

X03.  Corollaire.  Quand  une  ligne  AB  ejl  divijee  harmonique^ 
mem  ;  la  partie  du  milieu  CD  eJi  toujours  moindre  que  chacune  des 
extrêmes  AC,  DB-  (Jig,  120.; 

Car  puifque  AC  CD  ::  AB.  DB,  &  que  AB  eft  plus  grand  que 
DB  ;  AC  doit  être  auflî  phis  grand  que  CD,  De  même ,  pimgue  nous 
avons  DB.  CD  ;:  AB.  AC,  &  que  AB  eft  plus  grand  que  AC  ;  DB 
doit  être  aufli  plus  grand  que  CD* 

204.  Problème  XII»  Diviferune  ligne  droiu  AB  en  trois  parties 
harmoniquement.  (  fig.  120.) 

Solution.  Je  prends  hors  de  k  ligne  AB  &  de  fes  prolongemens, 
un  point  quelconque  R^  d'oà  je  mené  aux  extrémités  A,  B,  les 
droites  RA  ,RB.  Je  coupe  Tune  &  l'autre  de  ces  droites,  en  un  point 
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quelconque  F  ;  &  de  œ  point ,  je  mené  fur  AB ,  la  droite  PD  parai- 
Icle  à  Faucre  ligne  RA.  Je  prdonge  PI>  en*-delk  de  D ,  faifant  DS 
c^  PD  :  àa  poiac  S  9  je  mené  an  pomt  R^  k  droite  SK  qui  coupe  la 
droite  ABen  C;  &  laUgne  ABeftcoupéà  harmooiqcieinefitauxpfnnfs 
C  ^  D  :  ofi  que  je  prouve  ainfi. 

,  A  caufe  des  parallèles  ARy  SP  y  (wî  font  les  angles  éiemcB  égaux , 
-&  de  l'angle  ACRég^  à  l'angle  SCD  qui  loi  eft  oppofié  au  fommet  ; 
les  triangles  ACR,  SCD  ^  (ont  femblables  :  donc  AC  CD  :  :  AR» 
SD.  Or  les  triangles  ARB  ^  DFft,  étant  remblablp$ ,  k  caufe  des  ba*. 
içs  AR,  DP  papillelcs^  donnent  AB.  Iffî: :  AR.  DP;  ou  AB.  DB 
;  :  AR.  SD  ;  puifque  DP  =  SD ,  par  la  conflamâion  :  donc  AÇ.  CD 
:  :  AB.  PB  \  &  partant  la  li^e  AB  eft  diviféis  harjnonic^uemçnt. 

xo5.  Corollaire.  I.  Quand  on  pravofe  de  diviferunc  lime  Itar^ 
moniquememjkns  déterminer  aucune  de,  Tes  parties  ;  le  proolême  efi 
indétermine  é  fufçeptihU  ^uiu  infinité  defi^lutions*  (  fig.  1 2Ç,  ) 

pEMONSTRAT^K.  Par  le  pFoblécie  précédisnt  >  le  poioc  R  peut 
être  pris  où  Ton  voudra  ^  le  point  P  peut  être  pris  à  difçréfion  fur 
j'use  op  l'autre  des  lignes  RA  >  RB  :  or  ^  tout  cela  peitc  varier  d'unç 
iofimté  de  façons  ^&  donqer  fijir  la  ligne  AB  ufie  infij^^é  depomrs  Ç^ 

D:  Donc^4icc« 

« 

2o5.  CoROLiiAiRE  IL  Motsfi  la  liffie  AB  eft  déterminée,  &  queU 
i^uiike  de  fe$  parties  ;  ou  fi  deux  de  Ces  parties  jont  connues ,  &  que  la 
ligne  entière  foit  inconnue;  tout  ejtxiéterntiné  y  &  le  problème  ne  peut 
avoir q»'urfefi}lution.  (fig.  ixo.) 

DEMONSTRATION.  P.  Si  la  ligne  AB  eft  connue ,  &  l'une  ou  l'autrç 
de  fbs  extrêmes  auffi,  par  exemple ,  la  partie  ^C  ;  &  qu'il  s^agiflfe 
:de  trouver  le  point  D  ,  auquel  le  refte  CB  de  la  îig^e  doit  être  cou- 
pé ;  nous  favons  qu^il  faut  avoir  AC.  CD  :  ;  AB.  DB;  on  en  altcr-r 
nant  AC.  AB  :  ;  CD.  DB  ;  c'eft  pourquoi  il  n'eft  queftion  que  de 
^pouper  CB  en  deux  parties  CDv  DB»  prppooipnneHçs  À  la  partie 
AC,  âç  ^  la  ligne  entiçreAB.  Or^ABriiepeufi'pftS'étnscou^eda 
fnânic  c^téy  en  ikux  autres  parties  proportiocinejlcç  à  AÇ^  AB  (178)  ; 
flonc  le  problême  né  peut  avoir  qu^une  fc^ueton. 

11^.  Si  la  ligpe  AB  eft  cpnnue ,  &  qu'on  difè  c^ue  la  partie  du 
milieu  eft  égale  à  \ine  ligne  donnée;  nous  favons  que  nous  devons 
avoir  AC.  CD  :  :  AB^  DB  r  ce  qui  donne  AC  x  DB  =  CD  x  AB. 
Ainft  les  deux  extrêmes^  qae  ngus  w  çoaiooiffons  pas  es  paiticulier  , 
doivent  être  récipnK|ues  à  bt  bgnc  entière  AB^  &  à  fir  partie  CD 
(i&3^  dont  nous,  çpjaaoiilbps.la  valenr^C'eâ  pQUiqiioî,<retrancfaaM 
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de  la  ligne  AB,  la  valeur  de  fa  partie ,  le  refte  fera  la  fomme  des  deux 
excrèmes  AC,  DB:  &  ajoutant  à  la  ligne  AB,  une  droite  AM  égale 
à  la  valeur  de  la  partie  du  milieu  ;  la  fomme  fera  celle  de  la  ligne 
entière  &  de  (a  partie  CD.  Divifant  donc  la  fournie  des  extrêmes 
AC-f-DB^  en  deux  parties  réciproques  aux  deux  parties  de  la  fomme 
MB  \  ces  deux  parties  feront  les  valeurs  des  extrêmes  :  &  comme  la 
ligne  égale  à  la  (bmme  AC«4^  DB  ^  ne  peut  être  coupée  de  deux  fa- 
çons différentes  en  deux  telles  parties  réciproques  y  enforte  que  les 
parties  d'une  féconde  divifion  qu'on  voudroit  faire,  fullenc  diffé- 
rentes des  deux  parties  de  la  première  diviiion  (  1 88  )  ^  il^s'enfuit  que 
le  problême  n'a  qu'une  folution. 

III'>.  Si  les  deux  parties  de  fuite  M C ,  CD ,  font  connues,  &  qu'on 
demande  de  trouver  toute  la  ligne  ;  nous  favons  que  nous  devons 
avoir  AC.  CD  :  :  AB.  BD  :  donc  en  divifknt,  nous  aurons  AC 
—  CD.CD;:AB  — DB.DBjc'eft-à-dîre,  AC— CD.  CD::  AD. 
DB  :  &  par  confëquent  il  ne  fera  queftion  que  de  chercher  une  qua- 
trième proportionnelle  k  la  différence  AC  —  CD,  des  lignes  con- 
nues AC ,  CD  ;  à  la  ligne  CD  ;  &  à  la  fomme  AD  des  deux  lignes: 
&  comme  on  ne  peut  prendre  deux  quatrièmes  propk)rtionnelles  dif- 
férentes ,  à  trois  grandeurs  déterminées ,  le  problême  efl  déterminé. 

IV^.  Enfin,  fi  les  deux  extrêmes  AC,  BD  {fig.  1*1  )  font  don- 
nées ,  &  qu'on  demande  la  partie  du  milieu  ;  nous  favops  par  le  cas 
précédent ,  que  les  deux  extrêmes  doivent  être  réciproques  à  la  para- 
de du  milieu ,  &  à  la  ligne  entière  :  c'efl-à-dire  que  le  produit  AC 
X  BD,  doit  être  é^l  au  produit  de  la  partie  du  milieu  par  la  ligna 
entière  (  18)  ).  Ainfi  je  mené  une  ligne  MR  égale  à  la  fomme  des 
extrêmes  :  faifantMN=AC,  &  NR==BD,  & divifant  MR  en 

deux  également  en  O,  j'ai  MN  x  NR  =  MO— N0\  14^).  Il  ne 
s'agit  donc  plus  que  d  ajouter  à  la  ligne  MR  une  ligne  MV,  telle 


(avons  que  nous  devons  avoir  VM  x  VR= VO  —  MO  (  148)  : 
donc  il  faut  que  nous  ayons  auffi  VO  —  MO  =  MN  x  NR  ;  &  par- 
tant TO~Md=MO~w\'&  ajoutant  MO  de  part  &  d'autre, 
nous  aurons  VÔ  =  2MO—  NO. 

Pour  trouver  donc  ce  quarré  VO ,  &  par  confëquent  fa  racine 
yO  ;  j'élève  fur  le  milieu  O  de  la  ligne  MR ,  une  perpendiculaire 
PX,  que  je  fais  é^e  à  MO  ou  OR  \  6c  je  mené  la  droite  RX  :  ce 
ToMB  I.  N  a 


« 
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donne  un  triangle  reâangle  îfofcele  ^  dans  lequel  j'ai  RX  =î  Oit 

OX  (  171  )  ;  &  à  caufe  de  OR  =  OX  =  MO ,  j"ai"RX=i  2M0I 
Du  point  N  pris  pour  centre,  &  avec  une  ouverture  de  compas  égale 
à  RX  j  je  décris  un  arc  qui  coupe  en  Z  la  perpendiculaire  OX  pro- 
longée; &  menant  la  droite  NZ  laquelle  eft  égale  par  conféqùent  k 

RX ,  j'ai  un  autre  triangle  reâangle  NZO,  <^ui  donne  Z$i  ou  RX 

B="ZO -+-NÔ\  171.) 


Mais  RX  =  2MO  :  donc  aMO  =-  ZO  H- NO  ;  6c  retrancRant 
NÔ  de  part  &  d'autre ,  j'ai  2MO--NO  =  ZÔ.'  Mais  2^10-315 

F=  VO,  comme  on  vient  de  voir  :  donc  VO  =  ZO;  &  VO  »  ZO^ 

Ainfi  prolongeant  OM  au-delà  de  M,  &  portant  ZO  de  O  en  V  y 
nous  aurons  la  droite  VO,  de  laquelle  retranchant  MO ,  le  refte  ferat 
la  petite  partie  cherchée.  Faifant  donc  une  ligne  égale  aux  trois  V  M, 
AC^^BD)  &  dont  VMfoit  la  partie  du  milieu;  cette  ligne  ièra  la 
ligne  divifée  harmoniquement ,  &  qui  aura  pour  extrêmes  les  deux 
données  AC,  BD;  &  le  problême  n*a  qu'une  folution.  Car  fi  VM 
devenoit  plus  grande  ou  plus  petite;  te  reâangle  de  VM,par  toute  la 
ligne,  feroit  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  reâangle  AC  x  BD  ou 

aMO  ~  NÔ! 

207.  Corollaire  III.  Il  fuit  du  corollaire  précédent  qucJiJeux 
lignes  égales  ,  divifées  harmoniquement  ^  ont  une  des  extrêmes  igaU 
à  une  (tes  extrêmes  ^  ou  la  partie  du  milieu  égale  à  la^  partie  du  mi^ 
lieu  ;  les  deux  autres  parties  font  égales  chacune  à  chacune  aux  deux 
autres  parties  :  &  que  Ji  les  deux  extrêmes  d'une  ligne  font  égales  aux 
deux  extrêmes  d'une  autre  ;  ou  une  extrême  &  la  partie  m  milieu  y. 
'égale  à  une  extrême  &  à  la  partie  du  milieu  j  les  deux  lignes  font  égales^ 
Car  autrement  le  problême  ne  feroit  pas  déterminé  dans  tous  les  ca^ 
dont  nous  avons  parlé  (206)  :  ce  qui  n'eft  pas  poflible» 

208.  Corollaire  IV.  Si  d!un  point  'Kpris  hors  d'une  ligne  AB 
divifee  Juirmoniquement  aux  points  C ,  ID^on  mené  quatre  lignes  in- 
définies qui  panent  par  les  points  A^CjDyBj  de  la  Ugnç  Ad  j  toute 
-ligne  PS ,  HZ^,  &Cj  qui  coupera  trois  de  ces  lignes ,  &  qui  fera  paraù* 
leleàla  quatrième  ^  fera  coupée  en  deux  également  entre  les  lignes 
quelle  coupera.  ( fig.  122). 

.  DiÉMONSTRATiON.  Du  poîntD ,  jc  mcue  PS  parallèle  à  AR,  & 
qui  coupe  les  trois  lignes  RZ,  RT ,  RV-  Les  triangles  ARC ,  DSC  y 
iQrxi  femblables  y  à  çaufe  des  angles  alternes  que  font  les  parallèles 


; 
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AR,PS,  &  de  1  Wle  ACR  égal  à  r angle  SCD  qui  lui  eft  oppofé 
au  fommet:  donc  AR.  SD  ::  AC  CD.  Or  les  triangles  ARB ,  DPB, 
écanc  femblables ,  a.  cau(è  des  bafes  parallèles  AR  ^  DP ,  donnent 
AR.  DP  :  :  AB.  DB  ;  &  par  la  fuppofition ,  nous  avons  AC.  CD  ;  : 
AB.  DB  :  doncles raifons  AR.  SD^&^  AR,DP,.qui  font  égales 
aux  deux  précédentes  ^  font  égales  entre  elles  ;  &  nous  avons  AR. 
SD  :  :  AR.  DP;  c'eft-  à-dire  SD=DP,  à  caufe  des  antécédens 
égaux  AR ,  AR. 

Ainfi  SP  eft  divifëe  en  deux  également  entre  les  trois  lignes  RZ  y 
RT,RV:mais  toutes  les  lignes  HZ, &c^ menées  entre  ces  trois 
lignes  parallèlement  à  RA  ou  à  PS ,  font  coupées  en  même  raifoQ 
que  PS  (  200  )  :  donc  elles  (ont  coupées  en  deux  également. 

Et  on  prouveroit  aifément  la  même  chofe ,  fi  la  ligne  PS  (Jig.  1 23)  ^ 
avoit  été  menée  du  point  C  entre  les  trois  RX ,  RZ.  RT ,  parallèle-^ 
ment  à  RV.  Car  à  caufe  des  triangles  (eitiblables  CSD  y  RDB  ,  oit 
auroit  RB.  CS  ;:DB.  DC  ;  &  les  triangles  fembrables  ARB  ,.ÀPC 
donneroient  RB.  PC  :  :  AB.  AC.  Mais  à  caufe  que  la  ligne  AB  eft- 
divifée  barmoniquemént ,  oh  âuroit  AB ,  AC  r:  DB,  DC  :  dônC  on' 
auroit  auflî  RB.  PC  ::  RB.  CS;  &  partant  PC====* CS.  Maié  tï)Uterf 
les'lignes  HT,  Sec , 'parallèles  à  AV  ou  kPS  ,fdntdotipéeseh  fhêinc 
raifon  par  les  lignes  RX ,  RZ;  RT  :  donc  eUes  font  auffi  coupées  ta 
âeux  également* 

ao^ .  Corollaire  V.  Si  quatre  lignes  qui  partent  d'un  même  point 
K  ^  font  difpojees  de  façon  que  toute  ligne  qui  en  coupe  trois ,  of  qui 
efi parallèle  à  la  quatrième ,  foit  toupée  en  deux  également  entre  les 
trots  lignes  qui  les  coupent;  Je  dis  que  toute  ligne  qui  coupera  les  quatre 
lignes  à  la  fois  dans  quelque  pojttion  que  ce  foit  ^  fera  coupée  harmo^ 
mqiiement  entre  les  quatre  lignes.  (  fîg.  1 22 ,  1x3  ). 

DéMONSTRATiON.  D'un  point  quelconque  A  de  la  ligne  RX 
(  j^.  1 22  ) ,  je  mené  une  droite  AB  entre  les  quatre  lignes  RX ,  RZ  y 
BJH ,  RV:  &  comme  on  fuppofe  que  toute  ligne  HZ ,  parallèle  k 
RX,  &  comprife  entre  les  trois  autres  ,  eft  dîvifée  en  deux  égale- 
tnent  ;  je  mené  du  point  D ,  la  droite  PS  parallèle  à  RX  ;  &  par  con*- 
féquent  j'ai  SD  =  DP,  Or  les  triangles  femblables  ARC,SCD, 
donneot  AR.  SD;:  AC.  CD;&  à  caufe  des  triangles  femblables 
ARB, DPB,  on  a  AR.  PD ou  SD ::  AB.  DB  :  d^  AC.  CD  :; 
AB|  BDjc'eft-à-4ire  AB  eft  divifée  harmoniquement. 

Et  ce  feroit  la  même  chofe  fi  on  difoit  que .  toute  ligne  PS  (Jig* 
123),  parallèle  à  RV ,  &  comprife  entre  les  trois  autres,  étoit  cou^ 
toéç  en  deux  également 

N  n  ij 


? 
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a  10.  CoROLLAiRB  VI.  Si  quotrt  lignes  RX ^  RZ ,  RT ,  RV,  qid 
partent  Jtun  même  point  R ,  Jont  tellement  difpofées  que  tome  ligne 
jPT  comprife  entre  trois ,  &  parallèle  à  la  quatrième  yjbit  divifée  en 
deux  également  ;  ou  ^  ce  qui  revient  au  même  ,  que  toute  ligne  AB 
comprtfe  entre  les  quatre  yfoit  coupée  harmoniquement  ;  je  dis  que 
ces  quatre  limes  étant  prolongées  au-delà  del\  ^ce  qui  donnera  nuit 
àgnesBX.KZ,  RT^RV,  Ri,  RL,  RS ,  RÇl,  il  arrivera  toujours 
que  toute  ligne  qui  coupera  quatre  de  ces  huit  lignes  y  fera  divifée  har^ 
moniquement  ;  &  que  toute  ligne  comprife  entre  trois  de  ces  lignes  & , 
parallèle  à  une  quatrième  ^fera  divijee  en  deux  également.  (  fig.  1x4-) 

DEMONSTRATION.  P.  II  cft  évident  que  fi  je  mené  entre  les 
quatre  proloneetnens  des  quatre  lignes ,  la  droite  MF  parallèle  à 
AB ,  elle  fera  divifée  en  même  raifon  que  AB  (  200) ,  &  p^  con- 
lëquent  harmoniquement  :  &  conunê  delà  il  fuit  que  toute  ligne  par 
rallele  à  l'un  de  ces  prolongemens ,  &  comprife  entre  les  trois  autres, 
fera  divifèe  en  deux  ég^ement  (108)  ;  il  s'enfuit  aufli  que  toute  ligne 
|ui  feja  comprife  entre  les  quatre  dans  quelque  pofition  que  ce  foie  ^ 
era  coupée  narmoniquement  (209.) 

11^  Fuifque  les  quatre  lignes  RX,  RZ,  RT,  RV'>  coupent  AB 
iiarmoniquement  par  la  fuppofîdon  ;  &  qu'ainfi  toute  ligne  comprife 
entre  les  trois  RZ ,  RT,  RV  &  parallèle  à  RA  ou  RQ ,  eft  coupée 
en  deu^  également  ;  il  s'enfuit  que  les  quatre  lignes  RZ ,  RT,  RV, 
RQ,  font  difpofées  de  la  &çon  qu'il  faut^  pour  que  toute  ligné  qui 
fera  comprife  entre  les  quatre/oit  coupée  harmon]quement(209)  :  & 
partant  toute  ligne  comprife  entre  les  trois  RT,  RV,  RQ,&  parallèle 
à  la  quatrième  RZ  ou  RS  ^  fera  coupée  en  deux  également  (208); 
&  on  prouvera  les  mêmes  chofes ,  &  de  la  même  raçon  ^  à  l'égard 
des  quatre  lignes  RT,  RZ  3  RX^  RI. 

III^.  Pui^ue  toute  ligne  qui  coupe  les  trois  lignes  RT,  RV, 
RQ,  &  qui  eft  parallèle  à  la  quatrième  RZ  ou  RS ,  efl  coupée  eu 
deux  également  ;  toute  ligne  qui  coupe  les  quatre  RT,  RV,  RQ , 
RS ,  elt  coupée  harmoniquement  (209)  :  &  par  conféqueht  toute 
ligne  qui  coupera  les  trois  RV ,  RQ ,  RS  ,  &  qui  fera  parallèle  \  la 
quatrième  RT ,  fera  coupée  en  deux  également  ;  &  les  mêmes  chofes 
ie  prouveront  à  l'éc^ard  des  quatre  lignes  RZ  ,  RX ,  RI ,  RL. 

ÏV^.  Enfin^uiique  toute  ligne  comprife  entre  les  trois  RV,  RQ^ 
RS,&  parallèle  à  la  quatrième  RT  ouRL ,  eft  coupé^endeuxégale- 
ment  ;  tout  ligne  menée  entre  les  quatre  RV,  RO ,  BLS ,  RL  ,  doit 
être  coupée  harmoniquement  (209)  :  d'où  il  fuit  que  toute  ligne 
cmnprife  entre  les  trois  RQ,RSyRL|&  parallèle  à  la  quatrième 


K 
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RV ,  eft  coupée  en  deux  également  (208)  ;  &  la  même  chofe  fe  prou* 
vera  à  l'égard  des  quatre  RX  >  RI ,  RL,  RS.  Donc  ^  &c. 

Proposit.  ION     XLVIII. 

Il  1 .  5i  ^^2^  limes  droites  ,  divijees  harmofdquement ,  (7/7r  un  point 
commun  ^  c^fl-à-aire  ^  ou  F  un  des  deux  extrêmes  ',  ou  tun  des  deux 
moyens  ;  les  lignes  qui  joindront  les  autres  points  de  divijîon  ,  ou  fe^ 
ront  parallèles  entre  elles  ^  ou  iront  aboutir  à  un  même  point.  (  fig. 
125,1^7). 

■ 

D^MONSTRATioir.  Soient  les  deux  droites  AB ,  AR  ^  divifées 
Tune  &  l'autre  harmoniquement ,  &  qui  ont  le  point  extrême  A 
commun.  Je  joints  les  points  du  milieu  par  les  droites  CE  ^  DH  ;  & 
ces  lignes  feront  ou  parallèles  entre  elles ,  ou  non  parallèles. 

Si  lesdroitesCE,  DH,foht  parallèles  entre  elles  {Jig.  12^  );  je 
joins  Tes  autres  points  B^  R  par  la  droite  BR  ;  &  je  dis  que  cette 
droite  eft  parallèle  aux  deux  autres.  Car  fi  on  veirt  qi^'elle  ne  le  foit 
as  j  je  mené  par  le  point  B  une  droite  parallèle  aux  autres  CD, 

H  ;  &  cette  droite  coupera  la  droite  AR  prolongée^  s'il  le  faut  ^  en 
un  point  S  diffisrent  de  R.  Or,  le  triangle  ASB  étant  coupé  par  les 
droites  CE  j  DH,  parallèles  au  côté  B§  ;  ks  autres  côtés  AB  ^  AS , 
feront  coupés  en  même  raifbn  (i  ^8)  ;  &  par  confëquent  le  côté  AS 
fera  divifë  harmoniquement  ^  à  caufè  du  côté  AB  divifë  harmonique- 
ment. Ainfi  nous  aurons  deux  lignes  droites  inégales  AR  j  AS ,  di- 
vifëes  harmoniquement^  &  qui  auront  cependant  deux  parties  com<- 
munes  AE ,  EH  :  ce  qui  eft  impoffible  (207).  Donc  ^^c. 

Si  les  droites  CE ,  DH  {fijg.  1 27  ) ,  ne  font  pas  parallèles  'entre 
elles  \  ces  droites  prolongées  (e  couperont  en  quelque  point  O  ;  &  je 
dis  que  la  droite  BR  prolongée  palFera  par  ce  point»  Car  fi  on  veut 
que  cela  ne  foit  pas ,  je  mené  du  point  O  la  droite  OA^  &  une  autre 
droite  au  point  B  ^  laquelle  par  confëquent  coupera  AR  ,  prolongée  ^ 
s'il  le  faut,  en  un  autre  point  S.  Ainli ,  \  caufe  que  AS  fera  com-^ 
prile  entre  quatre  lignes  droites  OAj  OC ,  OD ,  OB ,  qui  coupent 
AB  harmoniquement  ;  AS  fera  auffi  coupée  harmoniquement  |»ar 
ces  quatre  lignes  (208)  :  Se  par  confëquent^  nous  aurons  deux  lignes 
droites  difiërentes  AS ,  AR ,  coupées  harmoniquement,  &  qui  au- 
ront cependant  delix  parties  communes  AE,  EH  ;  ce  qui  efl  impof- 
fible {?^oj)  :  donc  il  eft  impoffible  que  la  ligne  BR  prolongée ,  ne 
paflfe  pas  par  le  point  O  \  ouïes  autres  lignes  CE  ^  DH  prolongées^ 
vont  le  couper. 

Et  on  démontrera  de  la  même  façon  j  que  fi  deux  lignes  droites 
^9^î^}{fiS*  x^^i  I2i8)j  coupées  harmoniquement,  fècoupenc 
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en  un  des  points  moyens  C;  hs  droites  menées  par  leurs  points  de 
divifion  ou  feront  parallèles  entre  elles  (fig.  126)  ,ou{ç  couperont 
toutes  en  un  même  poiqt  O  (  fig.  1 28  ).  C.  Q.  F.  D. 

212.  Remarque.  Les  propriétés  de  la  ligne  divifee  harmonîque- 
ment ,  font  d'une  grande  utilité  pour  Tintelligence  des  fedions  co- 
niques ,  &:  propres  à  abréger  beaucoup  le  travail  danç  Tétude  de  ces 
courbes  :  comme  on  verra  dans  la  fuite. 

Proposition     XjLIX, 

21  ^.  Si  plujieurs  lignes  droites  font  en  proportion  géoméftique  con^ 
ûnue  ;  leurs  différences  font  en  mêmç  raifon  que  ces  lignes,  (fïg.  1 29.) 

DEMONSTRATION.  Soient  les  trois  lignes  AB^  AC^  AD ,  en  pro- 
portion continue  géométrique  ;  leurs  différences  fçrpni:  PC  ;  CD  9 
&  il  s'agit  de  faire  voir  que  BC.  CD  :  ;  AB.  AC. 

Pour  cela,  comme  le  quarré  de  la  moyenne  AD ,  eft  égal  au  pro- 
duit ou  reftangle  des  deux  extjrêmes  AB,ACj  fi  je  fais  le  quarr^ 
AHMC  de  la  moyenne  AC ,  éç  le  reâangle  ARSB  des  çxtrêmes  AB, 
AD;  le  quarré  AHMC  fera  égal  au  re£bngle  ARSB  ;  &  rçtrancbanc 
ile  part  &  d'autrg  le  reâangle  çpmmun  AIÎPB ,  Içs  r^d^ngles  reftgn? 
BCMP ,  PIîRS ,  feront  çncore  égaux  ;  &:  partant  leurs  côtés  fcron? 
i'éciproques  (184) ,  &  nous  aurçhs  PM,  PS  :  :  PH^  PB.  Or,  à  caufç 
des  parallèles  AH,  BP ,  CM  ^  &  dcsjparalleles  AB ,  HP;  nous  avons 
m=  BC  ,  &  HP« AB;  ac  à  caufe  de  AR  ou  BS  =AP ,  &  dç 
AH  ou  BP = AC^  nous  avons  PS  =  CD  :  mettant  donc  ces  valeur^ 
dePM ,  PS ,  PH,&:  PB,  dans  la  proportion  PM ,  PS ,  PH,  PP  ;  nous 
gurons.  BC.  j  CD  :  :  AB.  AC.  Ce  qu41  falloir  démontreF. 

S'il  y  avoit  plus  de  trois  lignes ,  pn  démontreroit  lencore  la  même 
çhofe.  Car  fuppofant  que  quatre  lignes  ^yb^Çjd^  f  uflent  en  propor^ 
don  continua  ;  les  différences  des  trois  premières  feroient  entrp  elles 
comme  at^\b  ;  or  les  trpis  dernières  b,Cfd,  étant  aufli  en  progrefp 
fîon ,  leurs  difierences  feroient  comme  ^  efl  k  c  ;  &  par  conféquenç 
plies  feroient  aufli  comme  a  efl  k  ^  ^*  &  ainfi  ^cs  autres. 

a  14.  Problème  XIII,  Trouver  tant  de  moyennes  propor^onnéUe% 
géométriques  que  ton  voudra  entre  deux  lignes  données. 

Explication.  I*.  On  n'eft  pas  ^encore  parvenu  à  réfoudre  ce  pro^ 
blême  dans  tous  les  cas  qu'il  renferme  en  n'employant  que  la  géomé^ 
trie  ordinaire,  c'eft-à-dire,  la  règle  &  le  cpmpas^  A  la  vérité  la  géo- 
métrie compofée  en  eft  venue  à  bout  :  mais^il  eft  fî  difficile  de  bien 
exécuter  ce  qu'elle  nous  enfeigne  là-deflus ,  qu'on  peut  direquç  c^tx^ 
découverte  eft  une  belle  fpéculation  ,  dont  il  ne  faut  rien  attendrp 
|aa^  la  pratique.  Grand  non>bre  d'Auteur^  fe  bornent  .au  c^M^  ^tof 
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moyennes  proportionnelles  géométriques  entre  deux  lignes  données , 
qui  eft  le  plus  nécelTaire  dans  la  géométrie ,  &  nous  ont  donné  dift'ér 
rens  ufages  qui  ont  tous  le  défaut  d'être  extr^^mement  tâtonneux  &: 
peu  sûrs  :  ainfî  je  crois  que  le  meilleur  efl:  de  fe  fervir  du  compas  de 
proportion  ,  comme  nous  Tenfeignerons  plus  bas.  / 

II"*.  Quant  aux  autres  cas  de  ce  problême ,  on  les  refondra  toujours 
lorfqu'il  s'agira  de  cherchep  trois  moyennes  proportionnelles  géomé- 
triques entre  deux  lignes  données,  ou  7 ,  ou  i  ^  9  ou  31 9  &  ainfî  de 
fuite  en  doublant  toujours  &  ajoutant  l'unité.  Car  y  par  exemple  ; 

Pour  trouver  trois  moyennes  proportionnelles  géométriques  en- 
tre deux  lignes  a ,  ^;  je  cherche  d'abord  une  nwyenne  proportion-r 
nelle  entre  ces  lignes,  &  je  la  nomme  x  :  ainfî  'faxa^x  ::x  ^b^ 
Après  quoi,  je  cherche  une  moyenne  proportionnelle  ;[,  entre  a  & 
^;  &  uneautrcy,  entre  :r  &  ^;  &  j'ai  tf ,  j  *'  {^x  :;  x^yiiy^b: 
ce  que  je  prouve  ainfî.  A  caufe  de  a ,  ^  :  :  {,  :r  ;  le  quarré  de  la  pre- 
mière a ,  efl  au  quarré  de  la  féconde  { ;  comme  la  première  ^ ,  efl  à 
la  troifîemë  x  :  c'eft-à-^ire  ^^ ,  7?  :  :  ^9  ^  î  ainfî  qu'il  a  été  dit  dans 
le  premier  livre  (327).  De  mêmea  caufe  de  :c  ,y  :  :y ,  by  nousavons 
xXy  yy::  x,  b  :  mais  nous  avons  fait  a^x^  ::  x,  b  :  donc  xx  ^yy  :  : 
a ,  X,  Or,  nous  venons  de  trouver  aa^^:^::  a^x:  donc  aayUiixx, 
yy ,  &  tirant  la  racine  quarrée  de  tous  les  termes,  nous  aurons  tf  ,•{  :  : 
Xyy.  Mais  nous  avcms  ^ ,  j  ::  :[,  :r  &  x,y  :  :y ,  b  :  donc  ces  quatre 
raifbnsfont  égales  ,  &  nous  avons  tf ,  :f  :  :  ij^,  :r  ;  ix^y:  :y ,  b. 

De  même  fi  Ton  demande  Jèpt  moyennes  proportionnelles  géo* 
métriques  entre  deux  lignes  données  ayb;]t  prends  d'abord  une 
moyenne  géométrique  x^  entre  a  Ôcbyôc  enfuite  trois  moyennes  entre 
aôc  XyÔc  trois  moyennes  entre  x  ôcb^  Ôc  ainfî  des  autres  :  ce  qu'on 
démontrera  de  la  même  façon* 

2^1^.  Problême  XIV.  Trouver  tant  de  moyennes  proportionnelles 
arithmétiques  que  ton  voudra  entre  deux  lignes  données  (  figr  1 30.) 

Solution.  Autant  il  eft  impoffible  de  réfoudre  le  problême  pré-» 
cèdent  dans  tous  fes  cas,  autant  eft-il  facile  de  résoudre  celui  -  eu 
Soient  par  exemple ,  les  lignes  AB,  AC  entre  lefquelles  on  demande 
de  trouver  trois  moyennes  arithm^iques  :  je  coupe  la  différence  BC 
de  ces  deux  lignes ,  en  autant  de  parties  égales  plus  une ,  qu'on  de- 
mande dés  moyennes,  c'eft-à-dire  en  quatre  BD,  DE>EH^  HC-  Je 
donne  k  la  ligne  AB,  la  partie  BD  ;  &  la  ligne  AD  eft  la  première 
moyenne  demandée  :  j'ajoute  à  AD  ,  la  partie  DE  \  &  la  droite  AE 
cfl  la  feconde  moyenne  r  enfin,  j'ajoute  à  la  droite  AE,  la  partie  EH; 
&  la  diioite  AH  eft  la  troifieme  moyenne,  ^^s  cinq  lignes  AB ,  AD, 
A£  ^  AH ,  AC ,  font  tô  progreflîon  arithmétique  :  puifqu'elles  ie 
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fiirpaflenc  toutes  de  la  même  facoo  î  ou  que  leur  différence  eft  tou-* 
jours  la  même. 

Proposition      X  L  V  I  I  l,  hiss 

%i6.  Si  trois  Ufftes  font  en proff'effion  arithmétique  afcendante  ou 
defcendante  ;  ht  première  ejl  plus  petiu  par  rapport  à  la  féconde^  que 
la  féconde  par  rapport  à  La  troïjieme  ;  &  le  produit  des  extrêmes  ejl 
moindre  que  le  quarré  de  la  moyenne.  (  fîg.  131.) 

D]^MONsTRATiON.  I^.  Soient  les  trois  lignes  AB^  AC  ^  AD^  en 
progreflion  arithmétique  afcendante;  &  dont  par  conféquent  les  dif- 
férences BC^  CD  y  font  égales.  Je  cherche  entre  les  deux  extrêmes 
AB  j  AD  y  une  moyenne  géométrique  AX  ;  &  à  caufe  que  les  trois 
lignes  AB ,  AX|  AD  ^  font  en  progreflion  géométrique ,  leurs  dif-- 
férences  BX  y  XD  font  entre  elles  comme  les  lignçs  AB  y  AX  (213): 
&  comme  AJ3  efl  plus  petit  que  AX»  la  différence  BX  eftplus  petite 
que  la  différence  XD.  Ainfi  BD  étant  coupée  enX  en  deux  parties  iné- 
gales ,  dont  la  petite  eft  BX  ;  cette  différence  BX  eft  moindre  que  la 
moitié  BC  de  BD  y  laquelle  moitié  efl  la  différence  de  la  prûgref&on 
arithmétique  :  &  partant  la  moyenne  proportionnelle  géométrique 
AX  ed  plus  petite  que  la  moyenne  arithmétique  AC;  d'où  il  fuit  que 
AB  eft  plus  petite  par  rapport  à  AQ  que  par  rapport  à  AX.  Mais  dans 
la  proereffion  géométrique,  nous  avons  AB ,  AX  ::  AX  •  AD  :  donc 
AB  eft  auffi  plus  petite  par  rapport  à  AQ  que  KS^  par  rapport  à  AD. 
lilais  AC  eft  plus  erande  par  raf^rt  à  Ap^que  AX  par  rapport  à  la 
même  AD  :  donc  a  plus  forte  raifbn  AB  ef^  plus  petite  par  rapport  k 
AC  y  que  AC ,  par  rapport  à  AD. 

IV^ntepant  fuppofoos  que  la  progreflion  arithmétique  AD  y  AC, 
AB^foit  defcendante.  Je  prends  la  moycnnegéométriqueAX  entre  ces 
deux  lignes  ;  ce  quidonne  la  progreflion  géométrique  AD ,  AX  :  :  AX . 
AB  :  &  \çs  différences  DX  >  XB  y  étant  entre  elles  comme  les  lignes 
AD,  AX  (  XI 3  )  ;  la  différence  DX  fera  plus  grande  que  la  di^rence 
XB,  à  caufè  de  AD  plus  grand  que  AX.  Ainfi  DX  fera  plus  grande 
que  la  moiriéDC  de  la  ligne  DB,  laquelle  moitié  eft  la  différence  de 
la  progreffion  arithmétique  ;  donc  la  moyenne  géométriaueAX  fera 

Î>lus  petite  que  la  moyenne  arithmétique  AC  ;  &  par  conféquent  AD 
era  moins  grand  par  rapport  à  AC  ,  que  par  rapport  à  AX  •'  & 
comme  AD  p  AX  :  :  AX .  AB  ;  }a  ligne  AD  fera  aum  moins  grande 
par  rapport  à  AC ,  que  AX  par  rapport  à  ^^B.  Or  ,  AX  eft  moins 
grand  par  rapport  à  AB ,  que  AC  par  rapport  à  AB:  doiic  à  plus  forte 
raifOn  AD  eft  moins  grande  par  rapport  à  AC,que  AC  par  ^apport  à 
AB.  Ainfi  dans  l'un  &  Tautrec^s,  la  première  lignç  de  I9  prc^ref^ 
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fion  arithmétique  ,  eft  moins  grande  par  rapport  à  la  fecondç,*  que 
la  féconde  par  rapport  à  la  troifieme. 

IP.  Puifque  dans  l'un  &  l'autre  cas ,  la  moyenne  gégmétrique 
AX  eft  plus  petite  que  la  moyenne  arithmétique  AC  y  le  quarré  de 
ÀX  eftauili  plus  petit  que  le  quarré  de  AC,  Or,  dans  la  progreflîon 

géométrique  AB  •  AX  ;:  AX  ,  AD,  ou  AD  .  AX  :  :  AX .  AB  j  nous 

-  — & 

avons  AX=AB  x  AD  :  donc  AB  x  AD  eft  plus  petit  que  le  quarré 

•— — » 

AC.  Ainfi  dans  la  progreffion  arithmétique  AB,  AC,  AD,  ou 

AD ,  AC ,  AB  ;  le  produit  des  extrêmes  eft  moindre  que  le  quarré 
de  la  moyenne.  C.  Q.  F.  D- 


CHAPITRE     IV. 

DES    PROPRIÉTÉS    DU    CERCLE. 

xij.  DiéFiNiTiONs.  U  NE  ligne  AB  (Jig.  132  ),  menée  d^une  poinf 
à  UQ  autre  de  la  circonférence  du  cercle  ,  &  qui  ne  pafle  pas  le 
centre,  fe  nomme  corde.  Nous  avons  démontré  (60)  que  la  circonfé-* 
rehce  ne  peut  couper  qu'en  deux  points  une  corde  qu'on  prolonge- 
roit  même  de  part  &  d*autre.  La  partie  ACB  du  cercle  que  la  corde 
coupe  y  fc  nomme  peut  fegment  ;  6c  l'autre  partie  AEB  ,  fc  nonfun^^ 
grand  fêlent. 

21 8,  Toute  liffne  RS  (j%.  132-  ) ,  qui  touche  une  circonférenc  ^ 
fans  la  couper ,  le  nomme  tangente;  &  toute  ligne  HM  {fig.  133 
qui  partd^un  point  extérieur  H,  &  qui  coupe  la  circonférence  e 
deux  points  N ,  M ,  fc  nomme  fécante. 

'  219.  Si  d'un  point  B,  où  une  droite  RS  {Jig.  132)  touche  le 
cercle ,  on  mené  une  corde  AB,  Tangle  ABR ,  tourné  du  côté  dii 
petit  fegment,  fe  nomme  angle  du  petit  fegment ;  &  l'angle  ABS  , 
tourné  du  çpté  du  grand  fegment,  fe  nomme  angU  du  grand  fe  g* 
ment, 

220.  L'angle  AOC  ()%.  133)  >  formé  par  deux  rayons  AO,  CO, 
fe  nomn]Le  angle  au  centre;  &  l'angle  NMA  fait  par  deux  cordes 
NM ,  MA ,  fe  nomme  angle  à  la  circonférence. 

221.  La  portion  de  cercle  AOC,  comprife'  entre  deux  rayons ,  fe 
nomme fe^eur  de  cercle» 

222.  Si  des  extrémités  d*une  corde  AB  {fg.  ^34)*  on  mené  deux 
droites  à  un  point  quelconque  C  de  l'arc  du  petit  fegment  ;  l'angle 
ACB ,  fait  en  C ,  (c  nomme  angle  dans  U  petit  fegment  :  6c  fi  des 
mêmes  extrémités  A ,  B ,  on  mené  deux  droites  à  un  point  queK 
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conque  D  de  Tare  du  grand  fegmenc  j  l'angle  ADC ,  fait  en  D ,  fe 
nomme  angle  dans  le  grand  ftgment. 

223.  Deux  circonférences  de  cercle  qui  onc  lé  même  centre ,  fe 
nomment  circonférences  concentriques  ;  &  fi  deux  circonférences  de 
cercle  ,  dont  Tune  ell  dans  le  cercle  de  Tautre ,  n'ont  pas  le  même 
centre ,  elles  fe  nomment  excentriques. 

Proposition     XLIXj.  bis. 

2x4.  Si  une  droite  OS  qui  pajje  par  le  centre  O  ,  wiwe  une  corde 
'AB  en  deux  également^  elle  lui  ejl  perpendiculaire  i  &  fi  elle  efi  per-- 
pendieulairejur  la  corde  AB  »  elle  la  coupe  en  deux  également^ 
Dans  Vun  Ô  F  autre  cas ,  Varc  ASB  que  la  corde  foutient  ^  efi  coupé 
en  deux  également  :  enfin  ^  fi  Varc  ASB  efl  coupe  en  deux  également 
par  une  <m>ite  OS  qui  paffe  par  le  centre  ;  cette  droite  OS  efl  perpen- 
diculaire fiir  la  corde  y  v  la  coupe  en  deux  égalemenu  (%•  13^.) 

DEMONSTRATION.  I^.  Je  mcne  aux  extrémités  de  la  corde  le* 
«ayons  OA,  OB  qui  font  deux  obliques  égales  ,  menées  du  même 
point  O  fur  la  droite  AB  ;  ainfi  la  perpendiculaire  qu'on  meneroit  da 
point  O  fur  la  même  ligne  AB  j  couperoit  la  droite  AB  au  point  jR. 
qui  la  divife  en  deux  également  (  54).  Mais  par  la  fuppofition  ,  la. 
droite  OS  qui  palïe  par  le  même  point  O  ^  pafie  auffi  par  le  point  R  \, 
puifqu'eile  ^ivife  AB  en  deux  également  :  donc  k  droite  AS  n'eft: 
pas  diiFcrente  de  la  perpendiculaire  qu'on  meneroit  du  point  O  y  cac 
l'une  &  Tautre  auroient  deux  points  communs  O ,  R*. 

11"^.  Si  Ton  (uppofe  que  OS  efl  perpendiculake  fur  AB  ;  il  efV  clair 
qu'elle  doit  divifer  AB  en  deux  également  :  à  caufe  des  obliques 
égales  OA^OB.(  54.) 

III°,  Dans  l'un  &  Tautre  cas ,  les  deux  triangles  OAR ,  OBR  ^ 
ayant  les  trois  côtés  égaitx  chacun  à  chacun  ^  (ont  parfaitement  égaux 
(  100)  :  donc  les  angles  AOS,  BOS  ,  font  égaux.  Par  confequenr 
les  arcs  AS,  SB  y  qui  mefurent  ces  angles ,  font  égaux  \^  &  ïztQ  È& 
eft  dîvifé  en  deux  également  par  la  droite  OS, 

IV°,  Enfin ,  fi  Farc  AB  eft  divifé  en  deux  également  en  ST ,  par  la 
droite  SO  qui  palle  par  k  centre  ;  cette  droite  pafTe  par  les  mêmes 
points  Oj^Sypar  lefquels  pafTeroit  la  perpendiculaire  OR ,  ou.  la  droite 
qui  partant  du  centre  O ,  viendroit  divifer  AB  en  dieux  également  r 
donc  SO  efl:  la  même  que  Tune  ou  l'autre  de  ces  lignes  ;  &  par  con- 
fëquent  elle  eftperpeiKliculairefur  AB  ,  &  la  coupe  en  deux  égale- 
ment. C  Q.  F.  D.. 

225.  CoKOLEAxfiE  L5Ï  une  ligne  SO  quipajjepar  le  cerure  ^d^ 
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v//^  un  arc  AB  tf/z  ^i/x  également  ;  cette  lisçrie  prolongée  au-^delà  du 
centre  enH^  diviferaauffiCarc  oppoféAHiBen  deux  également,  (fig. 

135- ) 

DEMONSTRATION.  La  ligïic  SO,  prolongée  en  H,  eft  diamètre  » 
&  coupe  la  circonférence  en  deux  parties  égales  SAH ,  SBH  ;  re- 
tranchant donc  d'une  part  Tare  SA  ,  &  de  Tautre  Tare  SR ,  égal  à 
SA  ;  le  refte  AH  fera  égal  au  refte  BH. 

226.  Corollaire  II.  Toute  ligne  SH  qui  divife  une  corde  AB  en, 
deux  également  ^  &  qui  lui  ejl  perpendiculaire  ^  pajfe  par  le  centre 

0.(fig.i35.) 

Dj^MONSTRATioK.  Si  on  veut  que  cela  ne  (bit  pas ,  je  mené  paf 
le  point  R  une  droite  au  centre  ,  &  cette  droite  (èra  perpendiculaire 
fur  AB  ;  à  caufe  qu'elle  la  divife  en  deux  également  (  224)  :  donc 
fur  un  même  point  R ,  on  pourroit  élever  deux  perpendiculaires  fur 
AB  -  ce  qui  eft  impofCble. 

2x7.  Problême  I.  Trouver  le  centre  d'un  cercle,  (fig.  13$.) 

SoLtJTioir.  Je  mené  une  corde  AB ,  que  je  divife  en  deux  égale- 
ment en  R;  j'élève  en  R  la  perpendiculaire  HS ,  que  je  prolonge  de 
part  &  d'autre  jufqu'à  la  circonférence  ;  &  divifaat  HS  en  deux  éga- 
lement en  O ,  ce  point  eft  le  centre  demandé  :  ce  qui  eft  évident  par 
h  proposition  précédente  &  par  les  corollaires. 

r 

228.  Problème  II.  Faire  pajfer  une  circonférence  de  cercle  par 
trois  points  donnés  A^B^C,  qui  ne /ont  pas  en  ligne  droite,  ('fig. 
136.) 

Solution.  Je  joints  les  points  A ,  B ,  par  la  droite  AB  ;  &  les 

S  oints  A ,  C,  par  la  droite  AC  :  je  coupe  chacune  de  ces  droites  en 
eux  également  aux  points  M,  N;  &  fur  ces  points  j'élève  des  per- 
pendiculaires indéfinies  MR ,  NS.  Du  point  O ,  où  ces  perpendicu- 
laires fc  coupent,  pris  pour  centre,  &  d'une  ouverture  de  compas, 
égale  à  la  diftancc  OA  du  point  O  au  point  A  ;  je  décris  une  circon- 
férence, qui  paffe  par  les  deux  autres  points  B ,  C  :  ce  que  je  prouve 
amfi. 

Si  les  droites  AB ,  AC ,  étoîent  en  li^ne  droite  ;  les  perpendiculaires 
MR ,  NS  feroient  parallèles  ,  &  ne  (e  couperoîent  pas  (  68  )  :  mais 
comme  ces  droites  AB ,  AC ,  s'inclinent  Tune  fur  l'autre  ;  les  per- 
pendiculaires doivent  aufli  s'approcher  entre  elles  du  côté  de  l'angle 
BAC ,  &  par  confëquent  elles  doivent  fe  couper  en  un  point  O.  Cela 
pofé, 
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Puifque  la  perpendiculaire  MR  paffe  par  le  point  M  également 
éloigné  des  extrémités  A,  B,  de  la  droite  AB;  le  point  O  de  cette 
perpendiculaire  doit  être  aufli  également  éloigné  des  mêmes  extré- 
mités A,  B  (56)  :  par  la  mênieraifon  le  point.  O  de  la  perpendicu- 
l^eNS,  doit  être  également  dîftant  des  extrémités  À^C,  de  la 
droite  AC  :  donc  ce  point  O  eft  également  éloigné  des  trois  points 
A,  B ,  C  ;  &  par  conféquent  la  circonférence  qui  a  pour  centre  le 
point  O,  &  qui  paflè  par  le  point  A,  doit  pafler  par  les  deux  autres^ 

2x9.  CoROLLAiitB  III.  On  ne  peut  faire  pajfer  deux  différentes 
circonférences  de  cercles  ^  par  trois  points  données  A  ,  B  ,  C. 
(fig.  13^.) 

DÉMONSTRATION.  Si  ceîa  (e  poiivoît,  les  droites  AB  ,  AC>  fe- 
roient  des  corde?  de  rtin  &  de  Tautre  cercle  ;  &  par  conféquent  Je 
centre  de  la  féconde  circonférence  qu'on  voudroit  faire  pafler  par 
ces  trois  points ,  devroit  fe  trouver  fur  là  perpendiculaire  MR ,  qui 
coupe  la  corde  AB  en  deux^  également  (  226  ).  Par  Iï  même  raifon^ 
il  devroit  fe  trouver  auffi  fur  la  perpendiculaire NS  qui  coupe  la  corde 
AC  en  deux  également ,  &  de  plus  ce  centre  devroit  être  difFérenc 
du  centre  O  de  là  première  circonférence  :  car  autrement  ces  deur 
circonférences  ne.  leroient  pas  différentes ,  puifqu'elles  auroient  le 
même  centre  &  le  même  rayon*  Mais  il  n'eft  pas  poffible  de  trouver 
un  point  différent  de.O  ,  qui  foi t  fur  Tune  &  Tautre  perpendiculaire  ;; 
puisqu'elles  ne  &  coupent  qu^en  un  point  (  35  )  :  donc  il  n'efl  pas 
poffible  de  faire  pafTer  une  autre  circonférence  par  les  trois  points; 
A^  By  C 

230.  Corollaire  IV.  Donc  deux  circonférences  de  ctrch  nepeu^^ 
vent  fe  couper  en  trois  points.  Si  cela  fe  pouvoir ,  on  pourroit  aufli 
faire  pafTer  deux  circonrérences  par  trois  points  donnés. 

231.  CoROLLAiRX^  V.  On  peut  toujours  faire  paffer  une  circonfé^ 
rence  par  les  trois  fommets  des  angles  a  un  triangle. 

DEMONSTRATION. Xes  troîs  lommcts  àt^  angles  d'un  triangle,, 
lie  font  jamais  en  ligne  droite.  Mais  par  trois  points  qui  ne  font  pas  en^ 
lignedroite,  on  peut  faire  pafTer  une  circonférence  (228).  Donc,  &c- 

P  R  o  F  o  s  I  T,  I  o  ir    L. 

^32.  De  toutes  les  lignes  qiion  peut  mener  à  la  circonférence  £uti 
arcle ,  dun  point  A  pris  entre  le  centre  &  la  circonférence  ,  la  plus 
grande  ejl  la  droite  AB  qui  pajje  par  le  centre;  la  plus ^  petite  ejl  la 
droiu  AC  qui  efi  le  prolongement  de  la  droite  AB  ^  &  les  autres  AM  ^ 
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AN ,  "ôcc ,  vont  en  diminuant  à  mefure  quelles  s'éloignent  de  la  plus 
grande  AB.  (  fîg.  1 37.  ) 

DiMONSTKATîONT.  Pr  Du  ccntre  O  je  mené  Ja  droite  OM  i  dans 
le  triangle  AQM  yles  deux  côtés  AO,  OM,  pris  enfemble ,  font  plus 
grands  que  le  côté  AM.  Or  OM  eft  égal  à  OB  ^  Tune  6c  Tautre  étant 
rayon  du  même  cercle  :  donc  AO  -4-  0M=  AO  -+-  OB  ou  AB  ;  & 
par  conféquent  la  droite  AB,  qui  paffe  par  le  centre  3  eft  plus  grande 
que  la  droite  AM  qui  n Y  paffe  pas  :  &  on  prouvera  de  la  même  façon 
que  AB  eft  plus  grand  que  AN  ;  &c  ainfi  des  autres. 

IF.  Te  mené  le  ray<Mi  ON  ;  les  triangles  AOM  ,  AON  ont  le  côté 
AO  commun,  &  le  côté  OM  eft  égal  au  côté  ON.  Mais  Tangle  com- 
pris AOM  dans  le  premier,  eft  plus  grand  que  Tangle  compris  AON 
dans  le  fécond  ;  donc  la  bafc  AM^du  premier,  eft  plus  grande  que  la 
bafc  AN  du  fécond  (io8)  :  c'eft-à-dirc ,  la  droite  AMplus  proche  de 
)Si  plus  grande  AB,  eft  plus  grande  que  la  droite  AN  qui  en  eft  plus 
éloignée  ;  &  ainfi  des  autres.  . 

IIP.  Datîs  le  triangle  AON ,  les  deux  côtés  AO  >  AN  ^  pris  en- 
femble, font  plus  grands  que  le  côté  AN.  Mais  ON  =  OC  :  donc 
AO  •+•  AN  eft  plus  grand  que  OC  ou  OA  -t-  AC.  Ainfi  retranchant 
OA  de  paix  &  d'autre^  nous  aurons  AN  plus  grand  que  AC  ;  c'eft- 
à-dire ,  le  prolongement  AÇ  de  1^  plus  grande  AB,  eft  plus  petit  que 
AN ,  &  ainfi  des  autres.  C.  Q.  F.  D. 

233.  Corollaire  I.  On  peut  toujours  mener  du  point  h  à  la  cir- 
conférence y  deux  lignes  égales  y  mais  jamais  trois  ;  &  la  ligne  qui  joint 
les  extrémités  des  égales  y  efi  coupée  en  deux  également ,  par  la  plus 
grande  AB  qui  lui  ejl  perpendiculaire.  (  fig.  137.  ) 

DEivroNSTRATiQN'.  P.  Je  prends  Tare  BS,  égal  à  Tare  BM  ;  &  du 
points  je  mené  les  droite? SA,  SO  :  Tangle  SOB  çft  donc  égal  à 
Fangle  MOB';  puifquè  les  arcs  BS  ,  BM ,  qui  méfurent  ces  angles  , 
font  égaux  ;  &  à  caufe  que  l'angle  SOB,  &  fori  angle  de  fuite  SO  A, 
valent  deux  droits  (49 ) ,  de  même  que  langle  MOB  &  fon  angle 
de  fuite  MQA  :  les  angles  SOA ,  MOA,  font  égaux.  Par  confé- 
quent les  triangle^  SOA ,  MOA ,  qui  ont  le  côté  AO  cortimun ,  Ifc 
côté  OS  égal  au  côté  OM,  &  Tangle  compris  égal  à  Tangle  compris,, 
font  parfaitement  égaux  (^  100):  donc  la  droite  ^^eft  égale  à  la  droite 
AM ,  &  ainfi  des  autres. 

IF»  Il  eft  vifible  qu^on  ne  peut  trouver  trois  lignes  menées  du: 
pointAàla  circonférence,  qui  foient  égales  entre  elles.  Car  il  faudroic- 
qu'il  y  en  eût  deux  qui  fuilent  d'un  même  côté  par  rapport  à  la  plus 
grande  AB;  &:  cesdeijx-làferoienci^gales^  puifqu'elles  feroieut  à:, 
oiftances  inégales  de  la  plus  grande. 
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les  triangles  SOA ,  ROA ,  font  parfaitement  égaux  ;  à  caufe  du  côté 
SO  égal  au  côté  RO,  du  côté  AO  commun ,  &  de  l'angle  SOA  égal 
à  Tangle  ROA  (  loo  )  :  donc  le  côté  AS  eft  égal  au  côté  AR  ;  c'eft- 
à-dire  ^  les  parties  extérieures  AS ,  AR ,  des  fécantes  également  éloi- 
gnées de  la  fécante  AB  qui  pafle  par  le  centre,  font  égales  j  &  ainfî 
des  autres. 

11°.  On  ne  peut  mener  de  partie  extérieure  du  point  A ,  qui  ne  foit 
plus  proche  ou  plus  éloignée  de  la  partie  AC ,  que  les  deux  égales 
AS ,  AR;  &  qui  par  conféquent  ne  foit  plus  petite  ou  plus  grande 
que  chacune  dé  ces  dcHx  ;  donc  on  ne  peut  prouver  trois  parties  ex*» 
cérieures  égales. 

IIP.  La  ligne  AB  qui  pafle  par  le  centre,  coupe  Tare  SR  en  deux 
également  ;  donc  elle  coupe  auffi  en  deux  également  &  perpcndicu* 
lairement  la  corde  SR  (  224  ) ,  qui  joint  les  extrêniités  des  égales  AS^ 
AC.  Ce  qu'il  falloît  démontrer. 

Remarque.  Puifque  de  toutes lespartîes  cj^térieures  des  fécantes, 
qu'on  peut  mener  d'un  point  extérieur  A,  la  plus  petite  eft  la  partiç 
extérieure  AC  de  là  fécante  AB  qui  pafle  le  centre  ;  il  s*enfuit  que  la 
dijlançc  (Tun  point  extérieur  A  à  une  circonférence  de  cercle  y  cfl  la 
partie  AC  dune  droite  AB  nunée  du  point  A  au  centre  :  commç  h 
çhofe  eft  évidente.  (  Fig.  139.) 

Proposition    LIII. 

:  '  239.  Si  tme  ligne  droite  PQ  touche  une  circonférence,  elle  ne  té 
touche  quen  un  point  Q.  (  fig.  140.  ) 

•  D^MOKStRATiON.  Si  on  veut  qu'elle  la  touche  en  un  autre  point 
H;  je  mené  la  droite  HQ  qui  fera  le  prolongement  de  PQ  :  puifqu'oa 
liippofe  que  la  même  droite  PQ  coupe  la  circonférence  en  Q  &  H, 
Je  mené  auflî  les  rayons  QO ,  HO  ;  &'à  çaufe  que  le  triangle  HOQ 
eftifcffcde,  la  perpendiculaire  menée  du  point  O  fur  labafe  HQ, 
paflcra  par  le  milieu  Lde  cette  bafe  (107).  Or  cette  perpendiculaire 
fera  plus  courte  que  les  obliques  OH,  OQ  (y  3)  :  doncfon  extrémité 
L ,  oii  elle  coupe  la  droite  HQ ,  fera  dans  le  cercle ,  c'eft-à-dire  entre 
le  centre  &  la  circonférence  :  &  par  conféquent  la  droite  HQ 
ne  fera  point  tangente^  puifqu'elle  aiira  on  point  L  dans  le  cercle^ 
CQ.  F.D.^ 

Proposition    L  I  V. 

^  240.  Si  une  ligné  MN  touche  un  cercle ^  &  que  du  point  ttattou^ 
$hement  A  on  mené  un  rayon  AO  \  ce  rayon  e^  perpendiculaire  Jiif 
/a  tangente.  (f^.TJp.)         .  * 

DiMOirST&ATXON 


'  GÉOMÉTRIE.  LES    LIGNES,  dans  le  cercle.      297 


Dj^monstration.  Puifque  la  tangente  ne  peut  toucher  la  cir- 
conférence qu'au  point  A  ;  tous  Tes  autres  points  font  hors  de  laciiv 
conférence ,  &  plus  éloignés  du  centre  que  le  point  A.  Ainfi  les  lignes 
menées  de  ces  points  au  centre,  font  toutes  plus  longues  que  AO  :  &  par 
conféquent  AO  étant  la  plus  courte  de  toutes  celles  qu'on  peut  mener 
du  point  O  fur  MN,fift  perpendiculaire  fur  MN  (  S3  )•  G.  Q. P.D. 

141.  Corollaire.//  ne  peut  y  avoir  qu  une  feiâe  tangente  qui  tou-^ 
che  un  cercle  à  un  point  Q  (  fig.  140.  ) 

Dbmonstratiok.  La  droite  PQ  touche  le  cercle  en  Q  :  fi  09 
'Veut  qu'une  autre  droite  QH  le  touche  au  même  point  Q ,  je  mené 
ic  rayon  QÔ  qui  fera  perpendiculaire  fur  PQ  (  240  ),  &  par  confé- 
quent oblique  fur  QH  (  ^7)  :  donc  la  perpendiculaire  qu'on  mené- 
roit  du  point  O  fur  HQ ,  feroit  plus  courte  que  l'oblique  QO ,  &  par 
conféquent  cette  perpendiculaire  couperoit  HQ  ea  dedans  du  cercle  : 
donc  HQ  ne  fauroit  être  tangente. 

2*42.  Problème.  D^un  point  donné  K  fur  la  circonférence  dun 
xercle  ;  mener  une  tangente*  (  fig.  140.  ) 

Solution.  Je  mené  le  rayoïï  AO  ;  &  fur  (on  extrémité  A  ^  une 
^perpendiculaire  MN^  qui  eft  la  tangente  demandée  (  140  ).Car  OA 
?étant  la  plus  courte  qu'on  puiffe  mener  du  point  O ,  fur  tous  lespointS 
4ie  MN  ;  tous  les  points  de  MN ,  à  Texception  du  point  A,  font  hars 
vde  la  cif conférence^  &  partant  MN^  eft  tangente. 

Proposition     LV* 

243.  Deux  cercles  qaife  touchent ,  nefe  touchent  qiTen  im  point. 
Jfig.  141.) 

DEMONSTRATION.  1°.  Si  les  ccntrcs  O ,  H^  des  deux  cercles  RMS  j 
B.TS  3  ne  font  pas  tous  ies  deux  dans  un  même  cecde ,  &  qu'on  pré- 
tende que  ces  deux  cercles fe  touchent  aux  points  R,  S,  fans  fç  cour 
vper  j  je  mené  les  rayons  OR,  OS,  HR,HS,  &Ja droite  RS.  Jje% 
rayons  OR,  OS,  étant  égaux;  le  point  O  eft  également  éloigné  des 
extrémités  R ,  S  de  la  ligne  RS  ;  &  par  1^  même  raifon ,  le  point  H- 
eft  auffi  ég^aldment  éloigné  des  extrémités  R^  S.  Menant  donc  la 
ligne  droite  OH  par  les  deux  centres  OH;  xrette  ligne  eft  perpendi- 
culaire fur  RS  (58},  &.la  coupe  en  deux  également.  Ainh  les  deux 
rayons  OR,  HR,  étant  enfemble  plus  grands  que  la  droite  OH  aux 
extrémités  de  laquelle  ils  tournent  ;  leurs  circonférences  fe  coupent 
en  R ,  S ,  (5  9  )  ;  &  par  conféquent  elles  ne  ib  touchent  pas  comm^ 
on  le  prétendoit 

Xqmb  L         »  Pp 
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II*  Si  les  centres  O,  H,  des  deux  cercles  font  dans  un  même 
cercle  RMS  {fig.i4^x)^  &  qu'on  prétende  que  les  deux  circonfé- 
rences fe  touchent  en  deux  points R, S,  je  mené  du  centre  O  du 
petit  cercle  y  les  rayons  OR,  OS  :  &  comme  ce  centre  O  cft  entre  le 
centre  H  du  grand  &  fa  circonférence ,  les  droites  égales  OR ,  OS , 
ne  font  pas  la  plus  courte  ligne  qu'on  peut  mener  du  point  O  à  la 
circonférence  RMS;  car  cette  plus  courte  ligne  OP  doit  paflcr  entre 
les  égales  OR,  OS,  &  fe  trouver  à  égale diftance  de  lune  &  de 
Tautre  (  233)  :  donc  le  point  P  de  la  circonférence  RMS  du  grand 
cercle ,  eft  plus  proche  du  centre  O  du  petit  cercle ,  que  la  circonfé- 
rence RTS  de  ce  petit  cercle  ;  &  par  conféquent  la  circonférence 
RTS  coupe  la  circonférence  RMS ,  &  ces  deux  circonférences  ne  fe 
touchent  pas  comme  on  le  prétendoit.  C.  Q.  F»  D. 

Proposition     LVI. 

244.  Lorfque  la  pofidon  de  deux  cercles  ejl  telle  que  Us  deux  centres 
nefe  trouvent  pas  tous  les  deux  dans  tun  aes  deux  cercles ^  s^ il  arrive 
que  la  lime  OH  (  fig  143  )  qui  joint  les  deux  centres  ^foitplus  grande 
que  la  Tomme  des  rayons  OR^HS  ;  les  deux  cercles  jie  fe  coupent 
ni  ne  fi  touchent.  Si  cette  droite  OH  (  fig.  1 44  )  e/?  égale  à  lajomme 
des  rayons  OR ,  RH  \  les  deux  cercles  je  touchent  fins  fi  couper^  Si 
la  droite  OH  (  i^.  14$  )  ^  moindre  que  lafitnnu  des  rayons  OR, 
HS  ;  Us  cercUs  fi  coupent. 

DEMONSTRATION.  Dians  k  premier  cas  {fig.  143)^  féfeve  en  R 
&  S  les  perpendiculaires  MT,  NV^  lefquelles  font  parallèles  entre 
elles  (  68  ),  &  par  confëquent  ne  fe  coupent  pas.  Or ,  MT  efl  tan- 
gente du  cercle  RCD(  %^z  )  ;  &  NV  cft  tangente  du  cercle  SELj 
ainfi  ces  deux  cercles  étant  tout  entiers  hors  des  parallèles  MT^  NV^ 
ne  peuvent  ni  fe  toucher  ni  fe  couper» 

Dans  le  fécond  cas  (fig.  144),  j'élève  en  R  la  perpendiculaire 

MN ,  laquelle  efl  tangente  de  Fun  &  de  Fautre  cercle  ;  puifqu'ella 

eft  perpendiculaire  fur  le  rayon  OR,  de  même  que  fur  le  rayon  HR. 

Ainfî  les  deux  circonférences  étant  toutes  entières,  Fune  à  gauche  & 

^l'autre  à  droite  de  MN^  fe  touchent  en  R  &  ne  fe  coupent  pas. 

Dans  le  troifîeme  cas  {fig.  145  ),  les  deux  rayons  OR ,  HS  étant 
enfemble  plus  grands  que  la  droite  OH  aux  extrémités  de  laquelle  ils 
tournent;  les  deux  circonférences  doivent  fe  couper  (5  9).  CQ.  F.  D. 


ê 

245.  Corollaire.  Si  deux  cercUs  RCD  3  RïïF ,  fe  touchent  ex- 
térieurement ;  la  ligne  OH  qui  joint  les  deux  centres  ,  jfajfi  par  U 
point  ^attouchement  R.  {fig.  144.  ) 

DjéMONSTRATiON.  La  ligne  OH  ne  peut  pas  être  plus  grande  que 
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k  fomme  des  rayons  ;  car  aucremenc  les  deux  cercles  ne  fe  coupe- 
roienc  ni  ne  fe  toucheroient  (  244)  :  elle  ne  peut  être  non  plus , 
moindre  que  la  fomme  des  rayons  ;  car  autrement  les  cercles  (e  cou- 
peroient(x44)  :  donc  il  faut  que  OH  foi t  égal  à  la  fomme  des  rayons. 
Prenant  donc  fur  OH,la  partie  OR  égale  au  rayon  du  premier  cercle  ; 
le  refte  RH  fera  le  rayon  du  fécond.  Ainfi  élevant  en  R  la  perpen- 
diculaire MN ,  qui  fera  tangente  des  deux  cercles  ;  ces  deux  cerdes 
fe  couperont  en  R  ;  &  partant  OH  paflera  par  le  point  R. 

Froposixioit     L  VI  L 

^46.  Lorfqiu  la  pojîtion  de  deux  cercles  efl  telle  que  les  deux  cen- 
tres je  trouvent  tous  les  d^ux  dans  tun  des  cercles  ;  s* il  arrive  que  la 
ligne  HO  (  fig.  146  )  ^  qui  Joint  les  centres  H  jO^foit  moindre  que 
la  différence  des  rayons  HS  y  OC  ;  les  deux  circonférences  nefe  tour- 
chent  ni  nefe  coupent.  Si  la  droite  HO  (  fîg.  147)  3  ^ft  ^g^  à  ladif^ 
férence  des  rayons  HS  y  OS  ;  les  deux  circonférences  fe  touchent  fans 
fe  couper.  Si  La  Ugne  HO  (  fîg.  1 48  )  ^  ^  plus  grande  que  la  diffe^ 
rence  des  rayons  HS  ^  OR;  les  deux  circonférences  fe  coupent. 

Démonstration.  Dans  le  premier  cas  (^.  14^),  je  retranche 
du  rayon  HS  la  partie  OH  ;  &  à  caufe  que  OHefl  moindre  que  la 
xlifFérence  du  rayon  HS  au  rayon  OC ,  il  s'enfuit  que  le  refte  OS  efl. 
plus  grand  que  le  rayon  ÛC.  Ainfi  le  pointS  de  la  circonférence  SEL^ 
cfl  en  dehors  de  la  circonférence  RCD  du  rayon  CO.  Or  à  caufe 
que  le  point  O  eft  entre  le  centre  H  du  grand  cercle  &  fa  circonfé- 
rence SEL  3  &  que  la  ligne  SO  prolongée  pafTe  par  le  centre  H  \  la 
ligne  SO  efl  la  plus  courte  de  toutes  celles  qu'on  peut  mener  du 
point  O  à  la  circonférence  SEL  (i3x).  Donc  toutes  les  lignes  qu'on, 
pourrôit  mener  du  point  O  à  la  circonférence  SEL  ^  feroient ,  à  plus 
forte  raifon ,  plus  grandes  que  le  rayon  OS  ;  &  par  conf^qiient  tous 
les  points  de  la  circonférence  SEL  9  011  çxs  lignes  iroient  aboutir^  font 
hors  de  la  circonférence  RCD  ^  &  les  deux  circonférences  ne  peu- 
yjent  ni  fe  couper  ni  fe  toudien 

Dans  le  fécond  cas(/?g^.  147  )3  je  retranche  du  rayon  HS  la  droite; 
QH  ;  &  le  refle  OS  eft  égal  au  rayon  du  petit  cercle  :  puifque  par 
la  fuppofîtion  y  la  droite  OH  eflla  différence  de  ces  deux  rayons.  Donc 
les  deux  circonférences  pafTent  par  le  point  S.  Or^  à  caufe  que  le 
point  O  eft  entre  la  circonférence  SEL  du  grand  cercle  &  fon  centre 
H,  &  que  la  droite  SO  prolongée  pafTe  par  le  centre  H  ;  cette  droite 
SO  eft  la  plus  courte  qu'on  puifte  mener  du  point  O  à  la  circonférence  ^ 

SEL  (  X3  2  )  :  donc  toutes  les  lignes  qu'où  voudroit  mener  d'un  point  ^ 

O  à  la  circonférence  SEL  étant  plus  grandes  que  le  rayon  SO  du^ 

ppîî 
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petit  cercle  3  doivent  fbrtir  hors  de  la  circonférence  SCD  du  petit  j- 
&  partant  les  deux  circonférences  n'ajrant  de  commun  que  le  point: 

5  ^  fe  touchent  en  ce  point  ^  &  ne  fe  coupeot  pas. . 

Dans  le  troifieme  cas  {Jig.  148  )^  Je  retranche  du  rayon  HS  ,  la- 
droite  OH;  &  comme  cette  droite  eft  plus  grande  que  hc  difeence 
des  rayons  HS  >  OK ;  le  refte  OS.  eft  plus  petit  que  le  rayon  OR^  ^ 
Ainfiia  circonférence  SEL  du  grand  cerde  >.  pafTe  entie  le.  centre  O;,, 

6  la  circonférence  RCD, du  petit- cercle.  Ori^  comme  nous  ûippo- 
fons  que  le  r^tyop  HS.  dû  grapd  Qprale^  eft  plus  gran(^  que  lè  rayon- 
QR  du  petit,  Àc  que  le  centre  H  4u^.gpan4  eft  ejirdçcà-duicentre  0-' 
dupetit  par. rapport  aux  ppîpts  S.,  R,i  il  eôdair  q«ç  lî .rçp  Çrô^pngç 
Jçs  rayons  SH  ^  RO  ,  ea  V  &  X ,  Iç  rayoA  H  Y  du,graii4  cercle  ira^ 
aboutir  à  un  pçint  V  de  f^  cÎKConfçreqçe  i^v^éloy^^  du  centre  O  du 
gçtît .,  que  le  pwjnt,  X  de.  l^  cifC/c^nféreriQei  àfx  petit  ^  pu  ira  aboutir 
\t  raypiî  OX  du  petit.  Àinfi  Iq,  drconférçïM^ SEL,,  ayant  un  ppint  S^ 
en  dedans  du  petit  cercle^  4pi  urv  ppiptY  eprdeKprs  ;  ces  deux  cîrcpn— 

,  fèrences  doivent  r\éçefl^îr6mçfi t  iè.  couper ^  C^  Q*  F.  D.  - 

.  a47»  .CoKOiî^iR^;  Si  dofX-  cexcLçs .  SEJu  3  SÇDfe  touchent  inti^- 
rieurcmisnt  ;  la  droite.  US'menéc'  par  Us  deux ^  centras  j  paffe  pfw  U- 
point  datumchemau  Sw  (fig.  i470.- 

D]âMôM:5T'itAXioK.Xa  droite  HO,  menée  d'un  centre  à  Tautre,  ne* 
peut  pas  êtrevmoiadre  que  lajdiiSfêrence  dô  deux  rayons: car  fi  cela: 
ëtoit,  lesj  deux  cercles  ne  (e  toucheroient  nlne  fe  couperoient  (24^);  . 
ce  qui  eft  contre  la^fuppofidon.  La  même  droite  HO  ne  peut  pas  non  ^ 
^us  être  plus  grande  que  la  difiiérence  des  deux  rayons:  car  autre-»- 
ment  les  deux  cercles  fe  couperoient  (246);  ce  qui  eft  encore* 
contre  la  fuppofitipn.  Donc  cette  droite  HO  doit  être  égale  à  la  dîi^ 
fiérence  dea  deux  rayons  :  donc  eu  {Mx^longeant  HO  en  S  ^  jufqiâ  la 
Girçofiférence  du  grand  cercle  5  &  retranchantdu  rayon  HS  du  grandi, 
cercle  la  droite  HO ^  le  reft:e  OS  doit  *etc&  le  rayon  du^  petit  cercle;, 
&  par  conféquent  les  deux  circonférences  paflènt  pair  le  point  S  de 
la' droite  H&^ 

.  248.  Problème;  Trouver  làplus  grande  &  la  moindre  difidncc  de 
^ux.çirconfé(ence»  excentriques:  SEL^RCD,  quinjefe  caifpçntni  ncf^ 
ff  touchent,  (fiig.^j^^,  1^0.)^ 

Solution;  Je  mené  par  les  deux  cen  très  H ,  O ,  une  droite  SV  qui 

#fc(.termine  de.part  &  d!autre  à  la  circonférence  du  gnnd  cercle  ;  &^ 
U  partie  SBl  de  ce  diamètre ,  comprife  entre  les  deux  circonférencesr^ 
diixoté  du  centre  O  du  petit  cercle^^  eft  la  moindre,  diôance  des  deux»- 


jainmBi  t B S"  lilGN ES ,  dans  U ctrdit,     yn 


Hff^^r^i^ss-sB^^i^iwi 


circonférences  ;  &  la  pfurtie  TV  ,  comprifç  entre  les  deux  circonfër 
rences  (iu  côté  du  centre  H  du  g^rand  cercle,  efl  la  pjus.  grande  dif* 
t^ce  :  ce  que  je  prouve  ainfi. 

Dû  centte^O  du  petit  cercle ,  je  mené  à  tous  les  points  de  la  grande 

circoDfêF6i(c&dës.dfoke&.ON\^  0£^  &c.  Les  pûkitsS^  N^E>  V^de 

la  grande  cicconférencft' étant  tous  «extérieurs  au  petit  cerclei;  leurs 

dinances  à  la  circonférence  du  petit  cercle  j,  font  fur  \ts  droites  SO^ 

NO^  EQ,  &c ,  menées  de  ces  points  par  le  centre  O  (  2.38  )  :  ainfi 

ces  diftances  font  les  droites  SR.,  NP ,  EQ,  &c.  Or ,  à  caufe que  le 

point  O  eft  entre  le  centre  H  du  grand  cercle  &  fa  circonférence 

SNEL  3.1a  droite  OS  eft  là  plus  petite  qu'on  puiffe  mener  du  point 

Ô  à  la  circonférence  SNEL  ;  &  les  autres  ON  v,  OE,  &c^,'voné  efi 

augmentant  juiqu'à  la.  dernière  QV ,  qui  eft  la  plus-  gr^e  (  2^3^  ), 

Donc  fi  des  lignes  OS>  ON,  OE,  OV,  qui  vont?  en  a^mentam^ 

nous  retranchons  les  droites  OR^OP,  OQ,  OT^  qui  (ont  toutes 

égales  ,  k  caufe  qu'elles  font  toutes  rayons  du  petit  cerde  \\ts  refles; 

SR, NP ,  EQ  j  TV, iront  encore  enVwgniçntant; &  par  confëquenç 

SR  fera  la  plus  petite  dîftatice ,  &  TV  la. plus  grande* 

Il  efl  viiible  qu'on  trouveroit  la  mêmediofè  du  côté  de  la  demi*^ 
circonférence  SLV. 

Les  figures  149  &  lyo'dyFérenren  ce  que  dans  la  première  ,  les  * 
deux  centres- O  ,  H,  font  compris  tous  les  deux  dans  le  périt  cercle  j  ; 
&  dans  la  féconde  au  contraire  ,  les  deux  centres  O ,  H ,  n*y  font 
^s>^ompris  tous  les  deux  :  mais  la-démenibatidn  efl  la  même  ppur* 
lïin  &  1  autre  cas;»» 

P  R  o  p  o  s  I  T  I  o  »r    tV  II  II- 

.  249.  X»a  jtbis  grflnde:Je  toutes;  les  cwdes  ctun  cercle  ,  ejl  le  (lia^ 
mètre;  &  les  autres  font  (t  autant  plàs  petites  ,  qii  elles  font  plus,  élàir: 
ffiées  du  centre  O^  (  fig.  i  <  i .) . 

Djf M<>KSTtui.TiOï<.^I^*  Dtt  cenore-O ,'je  meneaux  extfêmites.<!ïifr 
la  cordé  CD ,  les  rayons  CO;  OD  :  &  dans  le  criangk/COD  ^  nous 
avx>ns  CO  -4-  OD  plus  grand  qyç  CD  (;^  $)•  Or ,  le  dtagietre  AB  ef|  • 
égal  a^x  déu?  rayons^O^^OD^  jpi|is  enfeml^Ie^:  dpncje  diametrie^fl: 
plus  g^r^n  A  que  là  cpi-^e  C|Dj  jSç.airifîdes  autres/  '       /'  \  , 

Ii°,  Spiénc.lesdéuîÇjÇordes  CDjHIl,donikJafe.çQnd^  BtR  eftoîii^* 
éloignée  du  centre.  0  qije  la  corde  CD.  Je  mené  les  iràyons  OCÎ ^pÔ^  ; 
OH ,  OR  ;  &  du  tentrç  O ,  les  perpendiculaires  ON ,  OM,  fur  "ïes 
cordes ,  lefqueîrés  par  çonfèquèjçit  font  dîvifées  chacune  eh  deuk  par- 
ties .^es  (a;L4)i  Qr,^ j^s .  J$  ttiv^jg^  TqâîfUigM.N^^^^  ]'d:hÇ^j=^  ^ 
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du  fegment ,  vaut  la  moitié  de  Tare  AHC  de  ce  fegment. 

L'angleMACdugrandfegment,&r^angle  BAGdu  petityvalenten- 
fèmbledeux  droits  (49)9  oulamoiciéde  Iaçirconférence;c'eft-à-dîre  la 
moitié  de  l'arc  ABC  du  petit  fegniem^t^ltts  la  moine  de  Tare  ANC  du 
grand.  Orrùrtgle^BAC  vaut  la  moitié  deJ'arc  ACHrdonc  Tangle  MAC 
du  grand  fogmeotvaut  Itf  moitié  de  Pare  ^^NCdece  fegm^nt^Ç  jQ.F.D. 

P  R  O  P  o  s  I  T  I  O  N    X  X  !• 

•  •  '     ■ 

:a^4.  Tbut  angle  ABC  dont  le  fegment  B  ejl  entre  le  centre  &  la 
■circonférence  yvaut  la  moitié  de  Carc^C  quefes  côtés  y  embrajfentj  plufi 
Ifl  moitié  de  tare  UE  qu  embraffent  fes  côtés  prolongés  au-^dela  dfi 
ommet   (ng.  1^4.) 

DiéMONSTRATioK.  Jemene  la  droite  EC:  l'angle  ABC ,  •externe 
au  triangle  BÇÉ,  vaut  les  deux  iqtçrnçs  pppofés^EC,  BCJE;(  97  ). 
Or ,  BEC  ou  AEC ,  ayant  fop  fommet  E^i  la  circonférence^  vaut  la 
moitié  de  larc  AC  (2/5a);&  parla  mêmeraifonBCEouDCE  vautla 
filoitié  de  l'arc  DE;  donc  l'angle  ABC  vaut  la  moitié  de  l'^içc  jJlCj 
:plus  la  moitié  de  l'arc  PE  Çc  ^p'il  falloit  démontrer. 

î  Proposition    LXJI. 

1^55.  Tout  angle  ABE,  dcntle  fomnut  B  eft  hors  du  cercle  ,  ^aut 
:ia  moitié  de  fore  AC,  que  fes  côtés  embrajfent  ^^  mpins  la  moitié  Jç 
tare  DE ,  qu'ils  coupent.  (  fign  5  5 .  )     . 

,  Démonstration.  Je  meneda  droite  AE  :  J'ançle  AEC ,  ewériew 
au  ,trian^e  ABE  y  vaut  les  deux  internes  oppofés  ABE ,  BAE  (  97  )  : 
.donc  l'angle  A B£  ou  ABC  vaut  l'angle  AEC  moins  l'angle  BaE. 
Mais  l'angle  à  la  circonférence  AEC  vaut  la  moitié  de  l'arc  AÇ 
(  i<^i)  \  &  Tangle  k  la  circonféi-ence  BAE  ou  DAE  vaut  la  moitiés 
de  Tare  D^\  donc  l'angle  ABC,  vaut  la  moitié  de  l'arc  AC,  mpin* 
k  moitié  de  Tare  D^.  Ce  qu'il  falloir  démontrer. 

PROPOSITION      L  X  I  I   I. 

z^6.  Tout  angle  ABC  fait  par  une  corde  AB  &  par  le  prolonge 
^neniBC  d^ une  autre. corde  EB ,  vautla  moitié  des  deux  arcs  BA ,  SE 
JfiutçoHS  par  les  cordes.  {fig^i^G.) 

Démonstration.  Par  lerpoint  B,  jemene  la  tangente  MN  qui 
jizoupp  l'angle  ABC  en  deux  autres  NBA,  NBC.  Or,  fangle  NBA 
étant  l'angle  du  fcgQient  BA  ^  vaut  la  moitié  de  Parc  BA  (  2^  3  )  ;  & 
i'angle  NBC  étant  égal  à  Ton  oppofé  au  ibiximec  MBE  qui  eft  l'angle 
du  fegnjenc  BE  ^  vaut  la  moitié  de  Tare  BE  :  donc  l'angle  ABÇ  yaut 
^a  moitié  de  l'çux  BA ,  plus  Ja  momé  de  l'ar^  BE.  Ce  qu'il  falloit  dé- 
^i^onçren  \^;io»os<Tiov 
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Proposition      LXIV. 

257.  Tout  angle  ABC  {funjigment  eji  égala  P angle  BRA  dans 
Icfegment  oppojéj  ceji-à-dire  dont  le  fommet  ^  eji  à  la  circonfé^ 
rence  dufegnunt  oppoje  y  jSt  dont  les  ^ôtés  embrajfeut  rare  BSA  du 
petit  fegment.  (  fig.  1 57O 

DÉMONSTRATION.  L'angle  ABC  du  fegment  BSA,  vaut  tamoîtîé 
de  Farc  BSA  de  ce  fegment  (  x^  3  )  :  or ,  Tangle  BRA  dans  le  feg- 
ment oppofë  étant  à  la  circonférence  j  vaut  auf&  la  moitié  de  Tare 
BSA  qu'il  embraiTe  :  donc ,  &c.  C.  Q.  F.  D. 

258.  Problème  L  Couper  dans  un  cercle^  tm  fegment  capable  dc^ 
contenir  tm  tuij^e  égal  à  un  angle  donné  MTN.  (  fig.  157.) 

Solution.  D'un  point  quelconque  B  du  cercle ,  je  mené  une  tan* 
gente  BC  ;  &  je  fais  avec  cette  tangente  au  point  B  un  angle  CB  A 
égal  à  l'angle  donné  MTN.  Tout  angle  qui  aura  (on  fommet  à  la 
circonférence  du  (ègment  BRA  ,  &  qui  embraflera  la  corde  B  A  , 
fera  égal  à  l'angle  CBA  du  fegment  ^ppofé  (  2,57)  i  &  par  confé* 
^uent  égal  à  l'angle  MTN. 

2<  9.  Problème  II.  Infirire  dans  un  cercle  un  triangle  BAC  y /èin^ 
Uable  à  un  triangle  donné  MTN  ;  ceft-à^dire  ^  faire  que  le  triangle 
BAC  ait  lesfommets  defes  trois  angles  à  la  circonférence  j  &  qu'il 
foitfemblable  à  MTN.  (  fig.  .158,) 

Soltjtion.  A  un  point  quelconque  A  de  la  circonfif rence ,  je 
mené  une  tangente  Rs  :  je  fais  avec  cette  tangente  au  point.  A ,  d'un 
côté  l'angle  CAS  égal  à  l'angle  M ,  &  de  l'autre  l'angle  BAR  égal  à 
l'angle  N  ;  &  joignant  les  points  B ,  C ,  où  les  cotés  de  ces  angles 
coupent  la  cirx:onfér^nce  par  la  droite  BC  ;  le  triangle  ABC  efi  fem- 
blable  au  triangle  donné  MTN. 

Car  l'angle  ABC  dans  le  fegment  ABC ,  eft  égal  à  l'angle  SAC 
du  fegment  oppofé  (  257) ,  &  par  conléqent  éeal  auffi  à  l'angle  M  : 
de  même  l'angle  ACB  dans  le  fegment  AC^B  eft  égal  à  l'angle  RAB 
du  fegment  oppofé  y  6c  partant  égal  a  l'angle  N  :  donc  le  troifieme 
angle  BAC ,  efl  égal  au  troifieme  T  (  98  )  ^  &c  les  deux  triangles 
MTN ,  ABC  foût  femblables. 

« 

2^0.  Problême  IIL  l/ne  droite  AB  étant  donnée  ;  trouver  le 
cercle  dans  lequel  cette  ligne  étant  mije  pour  corde ,  coupe  un  fegment 
capable  de  contenir  un  angle  égal  à  un  angle  donné  T.  (fig.  159.) 

Solution.  A  l'extrémité  A  de  la.  droite  ^^  je  fais  un  angle 
C  AB  égal  à  l'angle  donné  T  :  du  point  A  j'élève  fur  le  côté  CA  une 
pèrpetxdiciAlaiiie  iadéânie  AR:  dû  niilieu  5  de  la  droite  AB>  j'élève 
XoMX  I«  Q  q 
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la  perpendiculaire  SO  qui  coupe  AR  en  O  ;  &  de  ce  point  O  pris 
pour  centre,  &  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  diftance  du 
point  O  au  point  A  ,  je  décris  le  cercle  demande  ABR» 

Car  à  caufe  que  la  perpendiculaire  SO  coupe  AB  en  deux  égale- 
ment; le  point  O  de  cette  perpendiculaire  eft  également  éloigné  des 
extrémités  A ,  B  ;  de  la  dimte  AB  (  S  6  )  :  donc  la  circon&rence  dé- 
crite avec  le  rayon  O  A  pafTe  par  l'autre  extrémité  B ,  &  la  droite  AB 
e(l  corde  de  ce  cercle.  Or  AU  étant  perpendiculaire  fur  OA.,e£l  tan- 
gente (  242  )  :  donc  1  angle  CAB  eft  l'angle  du  petit  fegmeot  ^  £i  cet 
angle. eft  égal  à  tout  angle  ARB  qui  feroit  dans  le  grand  fegment 
ÀRB  (2^7).  Mais  Tangle  CAB  eft  égal  à  langle  donhé  T,  par  la 
conftruâion  ;  donc  le  (fegment  ARC  ,  coupé  par  la  droite  AB  ,  eft 
capable  de  contenir  un  angle  ARC  égal  à  Tangle  donné  T. 

2(îi.  Problème  TV.  Infcnre  un  cercle  dans  un  triangle  donné 
ABC  ;  i^cjl'à-dire  y  décrire  un  cercle  qui  touche  les  trois  cotés  du 
mangte.{ft^.  160.) 

Solution.  Je  divîfc  les  angles  A,  C,  chacun  en  deux  également 
par  les  droites  AO,  CO;  du  point  O,  où  elles  fe  coupent,  j'abaifie 
fur  les  trois  côtés  les  perpendiculaires  OT ,  OR ,  OS  :  de  ce  même 
point  O  pris  pour  centre ,  &  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à 
l'une  dc&  perpendiculaires  OT ,  je  4écris  un  cercle  TRS  qui  eft  le 
cercle  demandé  :  ce  que  je  prouve  ainfi. 

Les  triangles  reâançlés  AOT  y  AOR ,  ont  Thypothémife  AO 
commune  ;  rangle  droit  égal  à  Tangle  droit  ;  &  Tangle  OAT  égal 
à  Tangie  OAT  par  la  conttruébon  :  donc  le  troifîemc  angle  eft  égal 
«u  troifîeme  (  98  )  ;  &  parconfëquent  les  deux  triangrlcs  (ont  parfai- 
tement égaux  (  1 00)  :  ainfi  la  perpendiculaire  OT  eft  égale  à  la  per- 
pendiculaire OR.  Par  les  mêmes  rayons ,  les  triangles  reûangles 
COT^  COS ,  font  parfaitement  égaux  ;  &  la  perpendiculairt  OS  eft 
égale  à  la  perpendiculaire  OT  ,  &  par  conféquent  à  la  perpendicu- 
laire OR.  Ainfi  la  circonférence  décrite  avec  le  rayon  OJ^pafle 
par  les  extrémités  R^  S^des  deux  autres.  Or  les  trois  côtés  du  trian- 
gle ABC  étant  perpendiculaires  fur  les  rayons  OT ,  OR ,,  OS ,  font 
tangentes  du  cercle  (242)  :  d'où  il  fuit  que  le  cercle  eft  infcrit  comme 
on  le  dejnandoit.  •    • 

2^1.  Proflême  V»  Autour  d'un  cercle  3  circonfcrire  wt  triém^€ 
ABCfemblable  à  un  triangle  donné  mnr  ;  cefi-à-dire  décrire  tut  triangle 
ABC  ,  /emblaUe  au  triangle  ninr  ,  &  dont  les  trois  côtes  touchent  U 
cercle,  (fig.  i6i.)' 

Solution.  Je  prdonge  de  part  &  d'autre  le  côcé  mr  j  du  cnangl« 
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mnr.  Du  centre  O  du  cercle  ,  j.e  mené  un  rtyon  OH  ;  &  je  fais  en 
O  y  avec  ce  rayon  ,  un  angle  TOH  égal  à  l'angle  extérieur  nmf  ;  6c 
de  l'autre  côté  ,  un  angle  VOH  égdl  k  l'autre  angle  extérieur  nra. 
Aux  points  T ,  .H,  V ,  j'élève  des*  perpendiculaires  AB,  AC ,  Bd, 
qui  en  s'entre-coupant ,  forment  le  triangle  demandé  ABC  :  ce 
que  je  prouve  aînfi. 

Si  les  deux  lignes  TO,  OH,  étoient  en  ligne  droite  j  les perpendî- 
culairesBA,  CA,  fur  ces  lignes,  feroient  parallèles  (68):  donc 
puifque  ces  deux  lignes  s'inclinent  entre  elles ,  les  perpendiculaires 
s'inclinent  auffi  &  doivent  fè  couper  en  A  :  &  on  démontrera  de 
même  que  les  perpendiculaires  B(J ,  AC,  fur  les  droites  OV,  OH, 
qui  i&nt  un  angle ,  doivent,  fe  couper  en  C.  Cela  pofé, 

Le*quadrilatcre  ATOH  étant  compofé  de  deux  triangles  ATO , 
AHO  ,  Tes  quatre  angles  valent  enfèmble  quatre  angles  droits  (97)* 
Or ,  les  deux  ATO ,  AHO ,  (ont  droits  par  la  con Aruâion  :  donc 
les  deux  autres  TOH,  TAH,  valent  deux  droits.  Mais  l'angle 
nmp ,  &  fon  angle  de  fuite  nmr  j  valent  auffi  d^ix  droits  (  49  )  :  donc 
Jçs  deux  enfemble  TOH,  TAH,  font  égaux  aux  deux  enfemble  nmp^ 
nmr  :  &  retranchant  d'une  part  l'angle  TOH ,  6c  de  l'autre  l'ftngle 
nmp,  égal  à  l'angle  TOH,  par  la  confiruâion ;  il refte  l'angle  TAH, 
égal  à  V angle  nmr. 

Par  un  femblable  raifonnement ,  on  trouvera  que  dans  le  quadri- 
latère VOHÇ ,  l'angle  VCH ,  eft  égal  a  l'angle  nrm.  Or,  les  angles 
nmr,  nrm^  du  triangle  nrm,  valent  enfemble  moins  de  deux  droits  ; 
puifque  les  trois  angles  de  ce  triangle  n'en  valent  que  deux:  donc  les 
angles  TAH,  VCH,  qui  font  égaux  chacun  à  chacun  aux  angles 
nmr  ,  nrm  ,  valent  enfemble  moins  de  deux  droits  ;  &  par  confé- 
quent  les  côtés  BA,  BC ,  de  ces  angles,  ne  font  pas  parallèles  (71) ,  6c 
doivent  fe  couper,  en  un  point  B.  Ainfi  le  triangle  ABC ,  ayant  les 
deux  angles  fur  la  bafe  AC  égaux  aux  deux  angles  fur  la  bafe  mr  du 
triangle  nmr;  le  troifîeme  eft  égal  au  troifieme  (  98)  ;  &  les  deux 
triangles  font  femblables  :  &  il  eft  vifîble  que  le  triangle  ABC  eft 
circonfcrit  ;  puifque  fès  côtés  touchent  le  cercle.  (  242.  ) 

Proposition    LXV. 
2*^3.  Si  deux  cordes  AB,  CD  ^  font  parallèles  ;  Us  arcs  AC,  BD, 
compris  entre  ccsdeux  cordes,  font  égaux.  (%.  162.) 

Di^MONSTRATiON.  Je  mené  du  centre- O,  un  diamètre  RS ,  pei> 
pdfidiculaire  fur  l'une  des  cordes  AB  ^  &  ce  diamètre  eft  aufli  per- 
{iendiculaire  fur  l'autre  corde  CD  (68  )  :  donc  il  coupe  les  cordes  & 
leur  arc  en  deux  également  (224)7  ^  comme.il  coupe  auffi  la  cir- 

Qqij 
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conférence  en  deux  également ,  Tare  SBDR  eftégal  à  l*arc  SACR  : 
&  retranchant  d'une  part  l'arc  SB  &  Tare  DR ,  &  de  l'autre  l'arc 
SA  &  l'arc  CR ,  égaux  chacun  à  chacun  aux  deux  précédens  ;  il  relie 
l'arc  BD  égal  à  l'arc  AC.  Ce  qu'il  faiJoic  démontrer. 

2(^4.  Corollaire  L  Si  deux  cordes  parallèles  KB  ^  CDJoru 
égales  ;  les  cordes  AC ,  DD  ;t  ^^  ^^<^s  interceptés  ^  font  auffî  parais 
leles  &  égales,  (fig*  1^2.) 

Di^MONSTRATioN.  A  caufe  de  fégalîté  des  cordes  AB,  CD;  fies, 
arcs  AB,  CD ,  font  égaux (251  )  :  &  parce  que  ces  cordes  font  pa- 
rallèles, lesarcs  compris  AC,  BD  font  égaux  (  263  ).Or ,  ces  quatre 
arcs  valent  enfemble  la  circonférence  entière  r  donc  les  dea&  AQ-, 
BD ,  valent  enfèmbJe  la  demi-circonférence ,  de  même  que  les  deux 
DC ,  CA  ;  &  partant  l'angle  à  la  circonférence  ACD,  qui  embrallè 
les  deux  premiers  AB ,  BD,  vaut  la  moitié  de  la  demi-circonférence 
(2^2)^  c'eft-àrdire  un  angle  droit.  Par  la  même  raifon,  l'angle  ABD' 
eft  au^  droit  ^  donc  les  cordes  AC,  BD ,  étant  perpendiculaires  cha- 
cune fur  l'une  des  parallèles ,  font  aufli  perpendiculaires  fur  l'autre 
(^8  )  ;  &  par  coniequent.  elles  font  parallèles  &  égales*. 

2(î^ .  Corollaire  II.  Si  aux  extrémités  A ,  C ,  iFune  corde  AC*,- 
on  élevé  deux  perpendiculaires  indéfinies  ;  ces  perpendiculaires  cou- 
peront le  cercle  aux  points  B  ,  D;  &  leurs  parties  BA,  DC,  w/ti^ 
prijès  dans  le  cercle ^  feront  deux  cordes  parallèles  &  égales  (  fîg.  1 63.) 

DEMONSTRATION.  Du  Centre  O ,  je  mené  OH  perpendiculaire  fur 
AC,  &  ROS  parallèle  à  AC.  Les  trois  lignes  AB ,  HO,  CD;,  per- 

I^endiculaires  fur  AC ,  font  parallèles  entre  elles  (68)  :  &  partant  les 
ignés  RS,  AC,  parallèles, entre  ces  trois  lignes,  font  égales  &  égaler 
inent  inclinées  (77I;  c'eft-à-dire,  RS  é^ale  à  AC  eft  perpendicur 
laire  fur  \^s  trois.;  &  de  plus ,  elle  e(t  divifde  en  deux  également  en 
Q,  par  la  droite  OH  qui  divife  la  corde  AC  en  deux,  également 
(1^3, 224)  ;  Or  la  corde  AC  étant  plus  petite  que  lediametre.(i49  )  ; 
ia  moitié  AH  eO:  moindre  que  le  rayon  :  donc  RO  ou  OS  ,  égale  à 
AH,  eft  moindre  que  le  rayon  j  &  partant  les  droites  AB,  CD,  qui 
paflent  par  les  extrémités  R,  S ,  des  droites  RO ,  OS ,  font  dans  le 
cercle,  &  doivent îe  couper,  en  B  &  D  ;  &  comme  Its  diftances 
OR,  OS  du  centre  à  ces  .lignes,  font  égales,  il  s'enfuit  que  AB,  CD, 
fout  dei»  cordes  paraUeles^&  égales.. 

%C6.  Corollaire  III.  SuVon  coupe  deux- cordes  K&^  CD^piJ^ 
ralleles  &  égales , par  un  diamètre  VO%  qui  Uur foit  oblique;  les par^ 
des.  inégales  Wï.  ^lA^  que  ce  diamètre  coupe  fur  C  une  A&  ^  font  égales 
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ehacune  à  chacune  aux  parties  CV,  VD  ,  quU  coupe  Jur  t autre  CD» 

Demoi^stiTahow.  Du  centre  Q,  je  mené  k  droite  RS  perpendi- 
culaire fur  les  coi'des  AB  ,  CD  y  &  qui  par  conféquent  les  coupe  ch^ 
cune  en  deux  parties  égales ,(  2x4).  Ainfî  à  caufe  de  AB  =  QT)  ^ 
nous  avons  BR  ou  RA  =  DS  ou  SC ,  .&  OR  ==  OS  (  2<}o.).  Les 
triangles  reâangles  ROT  3  SOV,  étant  femblables^  à  cauib  de  Tan- 
gle  droit  ORT  égal  à  l'angle  droit  OSV^  de  Tangle  ROT  égal  à 
Tangle  SOV  qui  lui  eft  oppofé  au  fommet ,  &  du  troifieme  angle 
égal  par  confèquent  au  troifieme  ,  donnent  OR.  OS  ^:  TR,  VS.  Maiis 
OR  =:  OS  ;  donc  TR  =  VS  ;  &  ajoutant  à  TR  la  moitié  BR  de  la 
corde  AB ,  &.k  VS  la  nioitié  SC  de  la  corde  CD ,  nous  aurons  B^ 
=  CV  :  donc  à  caufe  de  AB  =  DC ,  nous  aurons  aufiî  AB  —  BT 
:=  CD  —  CV,  ou  AT= VD. 

%6j.  Froblêmb.  D^ un  point  extérieur  mener  une  tangente  àuti 
eercle.  (  i  ^4.  ) 

Solution.  Du  point  R,  [ë  mené  au  centre  O  la  droite  RO  \  qufe 
je  divife  en  deux  également  en  T  :  du  point  T  pris  pour  centre ,  & 
avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  TR  ou  TO>  je  décrîsup. cercle 
qui  coupe  I&  cerde  donné  ABCD  en  deux  points  A  ^  Ç  (  144  )  :  du 
point  R ,  je  mené  aux  points  A^  C  les  droites  RA3  RC>  qui  font 
Tune  &c  l'autre  tangentes  du  cercle. 

Car  misnaflr  le  rayon  OC ,  rangfe  RC&  à  la*  circonférence  du: 
cercle  RCOA ,  vaut  la, moitié  de  Tare  ou  demi-circonférence  OAR 
qu'il  embraffe  (  25  2  )  ;  &  par  conféquent  il  eft  droit  ;  donc  h  droite 
RC  3  perpendiculaire  fur  l'extrémité  du  rayon  OC  3  eft  tangente  du- 
cercle  AdCD  au  point  C(  242)  ;  &c  on  prouvera  de  même  que  AR. 
eft  tangente  en  A. 

268.  CoROLiAiRB.  L  ITun  point  extérieure  y  on  ne  peut  meneir 
que  deux  tangentes.  (  fig.  1 64. } 

Démonstration:-  Toute  autre  %ne  qu'on  meneroit  entra  \^' 
rangentes  RC,  RA  ^  couperbit  néceflairement  ou.  le  rayon  OC ,  oy 
le  rayon  OA^  en  un  point  plus  près  du  centre  O^  &  paflêroit  dans 
fe  cercle  ;  &  fi  on  la  menoit  au-delà  des  tangentes^  il  eft  clair  qu'elle; 
ne  pourroîtni  couper  ni  toucher  le  cercle. 


z^9*  CoROLLAiRB  II.  Les  deux  tangentes  AC  ^^Â y  qu  on  peut 
merver  d^Unmême  point  extérieur  'R.yfont  égales  entre  elles.  (  fig.  1 64.  ) 

J^Ibmonstration.  Les  triangles  reâanglesROt,  ROA^  ontVhfr 
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podiénufè  RO  commune^  &  h  côté  OC  égal  au  côté  OA  :  donc  ils 
font  parfaitement  égaux  (101)  ^&c  h  côté  RA  efl  égal  au  côté  RC. 

270.  Corollaire. III.  Sd  Con  joint  par  une  droitt  CA  Us  points 
J^attouchemcnt-C  y  ^^de  deux  tangentes  égales  ^  menées  d'un  mé/ne 
point  extérieur  R  ;  ceue  droite  C A  fera  coupée  en  deux  .également  & 
perpendiculairement  par  lafécante  ROD  ^menée  du  même  point  R  par 
Je  centre  O.  {fig.  i  ^4.  ) 

Démonstration.  Les  tangentes  RC ,  RA  ,  étant  égales  ;  le 
point  R  de  la  fecante  RD,  eft  également  éloigné  des  extrémités  A^  G 
de  la  droite  C  A  :  &  à  caufe  des  rayons  égaux  CO ,  AO ,  le  point  0 
de  la  féeante  eft  auflî  également  éloigné  des  mêmes  extrémités  A ,  C  : 
donc  la  droite  ROD  eft  perpendiculaire  furCA  (  58  ) ,  &  la  coupe  en 
deux  également. 

D'où  il  fuit  que  la  fécante  RD  qui  pafTe  par  le  centre  ^  &  la  tan- 
gente RC  menée  du  même  point  R^  étant  données  ;  on  peut  trouver 
le  point  A  y  où  l'autre  tangente  touche  le  cercle  y  en  menant  du 
point  C  j  une  ligne  droite  CA  qui  foit  perpendiculaire  fiir  la  fécante. 

Proposition      LXVI. 

271.  Une  fécante  RD,  &  une  tangente  RC,  étant  menées  dun 
même  point  extérieur  R  ;  /î?  reSangle  RAxRD  de  la  partie  extérieure 
par  la  fécante  entière  y  eft  égalau  ^uarrédela  tangenHKC.(Jig.  i  ^$.  ) 

Démonstration.  Je  mené  les  droites  AC,  CD.  Les  triangles 
RAC ,  RDC ,  ont  l'angle  R  commun  ;  Tangle  RCA  du  fegment  AC, 
égal  à  Tangle  RDÇ  dans  le  fegment  oppofé  (2^7)  :  donc  le  troî- 
fiemc  angle  eft  égal  au  troifîeme ,  &  les  deux  triangles  font  fembla- 
bles.  Comparant  donc  les  côtés  oppofés  aux  angles  égaux,  nous  au- 
rons RA.  RC  ;  :  RC.  RD  :  ainfi  raifant  le  produit  des  extrêmes  &  le 

quarré  de  la  moyenne,  nous  aurons  RAxRD=RC.  Ce  qu'il  falloic 
démontrer. 

272.  Corollaire  I.  Si  du  même  point  on  mené  au  cercle  tant  de 
fécantes  qiion  voudra  ;  tous  les  reSan^esdes  fécantes  y  par  leurs  parties 
extérieures  y  feront  égaux.  Ces  reftangles  feront  égaux  chacun  au 
quarré  de  la  tangente  :  donc ,  &c. 

273  .Corollaire  II.Lapartie  extérieure  d'une  fécante  &  lafécante , 
fint  réciproques  à  la  partie  extérieure  dune  autre  fecante  &  a  cette  fé- 
conde Jécanu.  Le  reftangle  de  la  première  par  la  paitie  extérieure,  eft 
égal  au  reâangle  de  la  fecondepar  (a partie eascérieure  :  donc,  &c.  (i  S  ^^) 

274.  Corollaire  Ili.  Si  après  avoir  mené  deux  fécanses  dun 
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même  point  R  ,  on  joint  Us  points  où  elles  coupent  le  cercle  par  les 
droites  CS,  MT  (fig,  166),  ou  par  tes  droites  y  CT^MS  (fig.  167); 
on  aura  dans  là  figure  166  deux  triangles  CRS  y  MUT  y  dont  les 
bafes  feront  avec  les  côtés  y  des  angles  égaux  chacun  à  chacun  ^  mais 
d^unjens  oppoje  :  cefi-^rdire  3  Sangle  fait  par  lahaje  CS  of  ^  le  côté 
KS^  ejl  égal  à  C angle  fait  par  la  ttafe  Tm^avec  le  côté  RM;  &  Pan-- 
gle  fait  avec  le  côté  ^Q  par  la  haht  CS  y  efi  égal  ^  F  angle  fait  par 
La  bafe  MT  avec  t autre  coté  RT  ;  é  les  mêmes  chofes  arriveront  dans 
l(t  figure  16  j.  . 

DEMONSTRATION.  Dans  h  figure  i  é6  9  l'angle  R  eft  cooiraun  aux 
deux  triangles  RCS,  RMT  ;  &  Tangle  RSC  fait  par  la  corde  CS  & 
le  prolongement  RS  de  la  corde  Sx  y  vaut  la  mc^tié  des-  arcs  CS  , 
Sx ,  ou  de  Tare  CT  (  2$  6  ) ,  de  même  que  Tangle  à  la  circonférence 
CMT  (x^ij:  donc  le  troifîeme  angle  de  l'un  eft  égal  au  troifieme 
angle  de  l*autre  j  c  cft-à-dire  Tangle  RCS  eft  égal  a  l'angle  RTM, 

Dans  la  figure  167 ,  le*  deux  triangles  R.CT ,  RSM  y  ont  Tangle 
commun  R^  Tangle  RTC  à  la  circonférence  égal  à  Tangle  RMS 
auflî  à  la  circonférence  ,  &  qui  embrafle  le  même  arc  CS  (252): 
donc  le  troifîeme  RCT  eft  égal  au  troifîeme  RSM. 

Il  faut  obferver  ici  que  fi  du  point  C  (fig.  16^  )j  où  une  tangente 
RC  touche  un  cercle,  on  mené  deux  droites  CA  ,  CD,  aux  points 
A,  D ,  où  une  fécante  RDqui  part  du  même  pointR,  coupe  le  cercle: 
on  aura  auflî  deux  triangles  BJLC  ,  RDC,  dont  les  ba(es  AC ,  CD  y 
feront  avec  les  côtés  des  angles  égaux  chacun  à  chacun  g  mais  d'un 
fens  différent.  Car  Tangle  R  cfl:  commvm  ;  T^ngle  RCA  étant  angle 
du  fegment  CA ,  vaut  là  moitié  de  Tare  CA  (2^3),  de  même  que 
Tangle  ADC  ou  RDC  qui  eft  à  la  circonférence  (^5  2):  donc  Te  troi- 
fîeme R  AC  eft  égal  au  troifîeme  RCD. 

27^.  REMARdUE.  Lorfqu'un  angle  eft  coupé  par  deux  bafes  qui 
font  avec  les  côtés  ,  des  angles  égjaux  chacun  à  chacun ,  mais  d'un 
(ètis  oppofë  ;  ces  bafes  font  dites  antiparalleles  y  par  quelques  Auteurs. 
Elles  peuvent  avoir  trois  différentes  difpofîtions  :  car  dans  la  figure 
166 y  les  baies  es,  MT,  ne  (c  coupent  point  entre  les  côtés  de  l'angle 
MRT  :  dans  la  figure  167  ,  les  bafes  CT,  SM ,  fe  coupent  entre 
les  côtés MR,  RT  ;  6c  dans  la  figure  165,  les  bafes  CA,  Ciy,  partent 
d'un  même  point  du  côté  RC. 

Dans  tes  difpofîtions  des  figures  166  y  i6y\  le  redangle  de  la  par- 
tie RC  par  le  côté  entier  RM ,  eft  égal  au  reâangle  de  la  partie  RS 
par  le  côté  entier  RT  ;  car  comparant  îes  côtés  homologues  des  trian- 
gles femblablcs  RCS>  RMTj  de  la  figure  166,  ou  des  triangîes  fem- 
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blables  RCT,  RSM  de  la  figure  1 67  •  on  aura  RS.  RC  :  :  RM.  HT  ; 
donc  RSxRT  =  RCxRM. 

Dans  la  difpofîtion  de  la  figure  i  ^5  ;  le  reâangle  de  la  partie  RA 
par  le  côté  entier  RD  3  efi:  égal  au  quarré  de  l'autre  côté  RC  :  car 
la  comparaifoa  des  côtés  homologues  des  triangles  femblablesRAC^ 

RCD,  donne  RA-  RC  :  :  l^C.  RDj  &  partant  R  A  x  RD^  Rc! 
On  fe  fert  de$  bafe$  antiparaUeles  ^  ppur  réfoudr/e  les  problème; 
fuivan^ 

^J6.  Froblêmb  L  Cotiper  deux  lignes  iné^lcs  données  RM,  RT,' 
chacune  en  deux  parties^  ;  de  façon  que  le  produit  de  la  ligne  RM  par 
tune  de  fis  parties  jjoit  égal  au  produit  de  la  Ugnc  '^Jlpar  tune  dfi 
$es  parties.  (  fig.  i  éo.  )     ' 

SoLPTiON.  Je  fais  un  angle  quelconque  3  dont  les  ligne? RM,  RT 
foient  les  côtés  :  je  mené  la  li^e  MX;  &  au  (ommetT  du  plu$  grand 
des  deux  angles  RTM,  Je  iais  àvjec  RT  ^  un  angle  JBLTH  égal  \ 
Pangle  RMT.  P'un  point  quelconque  S  pris  fur  RT^  je  mené  unç 
droitç  se  parallèle  à  TH  y  &  qui  coupe  RM  en  Ç.  Les  lignes  KM, 
RT,  font  coupées  en  C  &  S;  copjime  on  le  denaan^pit  :  ce  <jue  jç 
prouve  ajnfi^ 

.  A  caufe  que  les  côtés  RM ,  RT ,  du  triangle  MRT ,  font  inégaux  % 
fangle  RTM,  oppofé  au  plus  grand  côté  RM ,  eft  plus  grand  quç 
Tangle  RMT ,  oppofé  à  l'autxie  côté  RT.  Aînfi  op  peut  toujours  rcT 
trancher  (Je  Tangle  RTM,  un  angle  RTH  égal  à  l'angle  JlMTpar 
une  drpîtje  TH  qui  coupera  RM  entre  fes  extrémités  R ,  M  ;  &  à  plus 
forte  raifon  la  droite  SC,  parallèle  à  TJï,  coupera  la  piême  RM 
^ntre  R  &  M.  Cela  pofé , 

Les  angles  CSR ,  HTR ,  faits  par  les  parallèles  CS ,  HT ,  du  même 
côté  avec  la  droite  RT  »  font  égaux  (71  ).  Or ,  par  la  conftruftion , 
rangle  RTH  eft  égal  à  l'angle  RMT  :  donp  TangleCSR  du  trianr 
gle  RÇS ,  jcft  égal  à  Kangle  MRT  4u  triangle  RM  J.  Mais  ces  deux 
triangles  ont  auffi  Tangle  R  commun  :  dpnc  le  .troifîçme  angle  RCS 
jeft  égal  au  troifieme  angle  RTM;  &  par  conféquent  les  bafcs  CS, 
MT, étant  antiparaUeles,  nous  avons  JtC  ><  RM=RS  x  RT  (  275  )  , 
ou  RC^  RM ,  réciproques  à  JIS ,  RT. 

Ce  problême  eft  indéterminé  &  fiifceptible  d'une  infinité  de  fblur 
cipns.  Car  il  eft  libre  de  .n;iener  la  parallèle  SC ,  de  tel  point  S  qu'on 
voudra  de  la  droite  RT  ;  ce  qui  par  conféquent  peut  faire  que  leç 
ftgnes  RM  ,  RT ,  foient  divilées  d'une  infinité  de  &çon$  différentes . 
jcnacune  en  deux  parties. 

277.  Problême  II.  tfnc  ligne  RM  étant  dïyifie  en  deux  parties 

inégaltt 


\ 

\ 

\ 
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inégales  RC ,  CM  ;  trouver  une  autre  ligne  auj^  divifée  en  deux  par-- 
Ms  inégales  ,  defaçor^  que  le  reâangle  de  la  parue  RC  par  là  toute 
RM  ,  (oit  égale  au  reâan^  de  lune  des  parties  de  la  ligne  demandée, 
par  tùiue  cette  iigne^  (  fig.  1 69.  ) 

SoLUTiQK.  Je  décris  fur  la  pameCMde  la  ligne  RC,  un  triangle 
ifofcde  quelconque  COM  :  c'eft-à-dire ,  des  points  C^  M ,  pris  pour 
«encres ,  &  avec  une  ouverture  de  compas  telle  quç  je  veu¥ ,  pourvu 
qu'elle  foit  plus  grande  que  la  moitié  de  CM ,  je  décris  deux  arcs 
<}ui  fe  coupent  ep  un  feul  point  O  du  fnéme  cbté  ( ^ 9).  Du  point  O 
;pris  pour  centre ,  &  avec  le  rayon  OC  ou  OM ,  je  décris  un  cerclé;  & 
toutes  les  fécantes  RX^  RT ,  &c,  menées  du  point  R  au  cercle,  ré- 
foudront  le  problême  :  car  le  reâangle  de  chacune  d'elles  par  fa  partie 
.extérieure ,  fera  toujours  égal  au  reâangle  RC  x  RM.  (27 1.) 

Ce  problème  eft  indéterminé ,  non-leuJeraent  parce  qu'on  peut 
mener  une  infinité  de  fécant^  au  cerple  du  rayon  OÇ  ;  mais  parce 
que  ce  rayon  OC  pouvant  être  de  telle  grandeur  qu'on  voudra  , 
pourvu  qu'il  foit  plus  grand  que  la  moitié  de  CM,  on  peut  décrire 
une  infinité  de  cercles  différens  ,  dans  lesquels  RM  fera  toujours  fé^ 
cante ,  &  dans  lefquels  auffi  on  pourra  mener  du  point  R  une  in^^ 
mté  de  fëcantes,  qui  toutes  fàtisferont  à  la  queflion. 

^78.  Problême  III^  Deux  Ijg^^^  inégales  RM ,  RT  étant  don- 
nées j  &  dont  l'une  RM  ejl  divi/ee  en  deux  parpies  RC  »  CM ,  couper 
f  autre  RT  en  deux  parties  ,  defrçon  que  le  reâangle  de  tune  de  ffs 
parties  par  la  toute  KTJbit  égal  au  reSangle  d^  la  partie  RÇ  par  la 
;i<?i^dRM.(fig.  168.) 

Solution.  Je  fais  un  angle  quelconque  a  volonté ,  dont  les  cpcé$ 
RM  p  RT ,  (bient  égaux  aux  deux  lignes  données  :  je  mené  la  ba/ljs 
MT  ;  ic  aupoint  C  je  fais  avec  RC ,  un  angle  égal  à  Tangle  RTM« . 
Si  le  coté  CS  de  cet  angle ,  coupe  RT  eu  un  point  S  entre  fes  exrrê- 
itiîtésR-,  T  ;  le  problème  eft  réfolu.  Mais  fi  ce  côté  paffe  par  Textrê- 
mité  T  de  RT ,  ou  qu'il  coupe  RT  prolongé  au-delà  de  T  en  X  ;  le 
.problème  eft  impofiiMe  :  ce  que  je  prouve  ainfi. 

Si  le  point  S  eft  entre  R  &  T  ;  les  triangles  RCS ,  RMT,  ayant 
l'angJeR  commun,  &:  Tangle  RCS  égalàTangfe  RTM,par  la  conf- 
ttuètton;  le  troifîeme  angle  RSC  eft  égal  au  troifîeme  RMT  :  &  les 
bafes  se  ,  TM ,  étant  anti-paralleles  ,  nous  avons  RC.  RS  :  :  RT. 
jRM:4oBcRC  xRM=x;=:RSxRt. 

Si  Tangle  RCT  eft  égal  à  Tangle  RTM,  les  deux  trîanglesRCT, 
JITM ,  auront  leurs  bafe  TC  ,  TM  j,  anti-paralleles  ;  &  partant  RC 

i<RM=RT.  Or  comme  toute  partie  de  RT ,  eft  moindre  que  RT  j 
ToweI.  •  Rr 
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&  que  par  conféquenc  le  reâangle  de  RT  par  Tune  de  ces  parties  ^ 

fera  toujours  moindre  que  RT  x  RT  ou  RT  y  il  eft  clair  qu'on,  ne: 
peut  pas  divifer  RT  comme  on  le  demande» 

Enfin  fi  rangle  RCX  eft  égal  a  Tangle  RTM;  le?  triangles  RCX,. 
RTM,  auront  les  bafes  anti-paralleles  :  &  partant  RCx  RMt=RT 
X  RXc  Or^  àcaufe  de  RXplus  grand  que  RT ,  nous  aurons  RTx: 

RX  plus  grand  que  RT  x  RT  ouRT  ^  &  par  confëquent  le  pro- 
blème efl  encore  impoffible*. 

Au  refle^  dans  le  cas  où  le  problème  eft  pofiible/il  nV  a  qu'une: 
feule  folution  :  c'eft-à-dire  3  la  partie  RS  de  la  droite  RT ,  ne  peutr 
être  ni  plus  grande  ni  moindre.  Car  le  produit  de  RT  par  une  partie: 
plus  grande  que  RS,  fera  plus  grand  que  le  produit  RTxRS  =. 
lie  X  RM  ;  &  le  produit  de  RT  par  une  partie  moindre  que  RS  y 
fera  plus  petit  que  RT  x  RS=R(JxRM.  Ce  problême  a  étdréfolui 
d'une  autre  façon  ci-defFus  (i  Sy)^. 

Proposition"    L  X  V  I  L 

279.  Si  deux  cordes  AB  j  CD  ,  d^un  même  cercle  Je  coupent;  ellt^ 
fe  coupent  en  parties  réciproques  :  cefl-à-^e  k  reaan^  AH  x  HR 
des  parties  AH  &  HB.  de  tune  ^  efi  égal  au  reâangle  UH  x  HC  des: 
parties  de  P autre.  (  fig.  171 .) 

IWmonstration.  Je  joints  lès  extrêmîtéis  des  cordes  ,  par  les» 
droites  AD ,  €B»  Les  triangles  AHD,  CHB ,  ont  Tangle  AHD ,  égat 
à  Tangle  CHB  qui  lui  eft  oppofé  au  fommet  j  &  Tangle  à  la  drconté- 
renceUAHou  DAB^égal  à  Tangte  à  la  circonférence  BCH  ou- 
BCD  (252):  donc  le  troifien^  angle  eft  égal  au troifîeme  j  &  les. 
deux  triangles  font  femUables.  Ainu  comparant  les  côtés  homolo-^ 
gués,  nous  aurons  AH.HD::  HC.  HB;  &  par  confëquent  nous 
aurons  auffi  AH  x  HB  =  HD  x  HC  Ce  qu'il  falloir  démontrer. 

28a  Problème.  Trouver  à  deux  lignes  AH^BBydeux  autres^ 
lignes  qui  leur  foient  réciproques.  (  fig.- 1 7 1  •  ) 

Solution*  Je  décris  un  cercle  avec  un  rayon  à  volonté^  égal^  oxt 
plus  grand  que  la  moitié  des  deux  lignes  AH^  AB  ;  dont  je  fais  une: 
feule  ligne  droite  AB.  Je  prends  avec  le  compas  la  grandeur  de  lax 
ligne  AB  ,.&  je  la  porte  fur  la  circonférence  du  cercle  de  A  eaB  :* 
du  point  H ,  je  mené  une  corde  CHD  comme  je  veux^A  lés  deux; 
parties  CH,  HD^  de  cette  corde  ^  (ont  les  lignes  demandées..  Ce  que 
je  prouve  ainfi,^ 

Acaufe  que  te  rayon  du  cerclb  eft  ou  égal  ou  plus^  grand  queik 
moitié  de  k  fomme  AB  des.  droites  AH ,  HB  ;  cette  fommê  AK 
ourra  toujours  être  contenue  dans  k  circonférence^  &  fera  ou  dia-^' 
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mecre  ou  corde  :  ^  comme  les  deux  cordes  AB  ^  CD ,  (b  couperont , 
nous  aurons  AH  x  HB  =DH  xHC  (279  ).  Donc ,  &c. 

Ce  problème  eft  fufcepcible  d'une  infinité  de  folutions ,  non-feu- 
lement à  caufe  qu'on  peut  mener  du  point  H  une  infinité  de  cordes 
.au  cercle ,  lefquelles  latisferont  toutes  à  la  queftion  ;  mais  encore 
parce  qu'on  peut  décrire  une  infinité  de  cercles  difFérens ,  dans  lef^ 
quels  AB  peut  être  contenue  j  &  dans  lefquels  on  pourra  mener  du 
point  H  une  infinité  de  différentes  cordes. 

Mais  fi  on  donnoit  les  deux  droites  AH  ,HB,  &  la  fbmme  DC  des 
deux  autres;  ou  ce  qui  revient  au  même  ^  fi  on  donnoit  la  droite  AB^ 
&  la  droite  DC  ^  &  qu'on  propofàt  de  couper  DC  en  parties  réci^ 
croques  aux  parties  AH  y  HB  de  AB  ;  le  problème  feroit  abfolument 
déterminé >  comme  nous  l'avons  feit  voir  ci-defllis  (187,  278),  où 
oous  en  avons  donné  la  folution. 

Proposition     L  XV  I  I  L 

28 1 .  Deux  cordes  AB ,  CD  d'un  même  cercle  ne  peuvent  pas  fe 
couper  toutes  les  deux  en  deux  parues  égales.  (  fig.  171.  ) 

DEMONSTRATION.  Si  ccIa  étoit  3  la  droite  menée  du  centre  O  au 
point  H^  feroit  perpendiculaire  fiir  la  corde  AB  ;  puifqu'elle  feroit 
x:oupée  en  deux  également  (  2x4)  ;  &:  par  la  nième  raiion  elle  feroit 
perpendiculaire  fur  la  corde  CD  :  donc  une  même  ligne  OH  feroit 
perpendiculaire  fur  deux  li^^nes  AB  ^  CD  j  qui  k  coupent  :  ce  qui  efi: 
impoflSble  (57.) 

pRaposiTioKLXIÎC 

•  282.  Dans  tout  quadrilazére  j  formé  par  quatre  cordes  d'un  même 
cercle  ;Ji  F  on  mené  Us  deux  diagonales ,  lafomme  dès  reUangjics  des 
côtés  oppojes  ^  ejjt  égale  au  reBangle  des  deux  diagonales. 

DÉMONSTRATION.  Cette propofîtiou  contient  plufieurs  cas,  que 
nous  allons  démontrer  en  particulien 

En  premier  lieu ,  fi  les  quatre  cordes  forment  un  quatre  ABCD 
(fig.  I74);rai)^le  à  la  circonférence  ABC  étant  droite  embraffe 
la  demi-circonference,  &  par  conféquent  la  diagonale  AC  cft  un 
diamètre. Par  la  même  raifon  la  diagonale  DB  eft  auffi  un  diamètre; 
&  ces  deux  diagonales  égales  fe  coupent  au  centre  O,  &  divifent  le 
quarré  eq  quatre  triangles  redangles  ifofceles  &  égaux.  Or ,  le  trian- 
gle reâangle  DOC  étant  femblable  au  triangle  reâangle  ABC, à 
caufe  que  celui-ci  eft  auffi  ifoicele  ;  nous  avons  DO  .  DC  :  ;  AB . 
AC  :  donc  DO  x  AC  ===  DC  x  AB.  De  mémeles  triangles  femblaWes 
BOC,  DAC,  donnent  BO.BC  ;:DA.AC:  donc  BQxAC^i 
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BC  X  DA  ;  &  ajoutant  les  membres  de  cette  équation  aux  membres 
de  la  précédente,  chacun  à  chacun ,  nous  aurons  DO  x  AC  ^-  BO  x 
AC=DCxAB-f-BCxDA.Mais  DOx  AC-+-BO  xAC  eft  la 
rtiême  chofe  que  DO  -ï-  BO ,  ou  DB  muJtiplié  par  AC  :  donc  DBx 
AC=DC  X  AB^BCxDA. 

En  fécond  lîeu ,  fi  les  quatre  cordes  forment  un  re£bngle  ABCD 
(jf^.  173  );  la  corde  BC  (era  donc  plus  grande  que  la  corde  AB;. 
car  autrement  la  figure  fèroit  un  quarré  ;  &  l'arc  BC  fera  plus  grand 
que  Tare  AB-*  donc  Tanglc  à  la  circonférence  BDC  fera  plus  grand 
querangie  à  la  circonférence  BDA.  Je  fais  en  D^avec  la  corde 
ÙC  y  un  angle  CDE  égal  à  Tangle  BDA  ;  &  ajoutant  de  part  & 
d^autre  le  petit  angle  EDB,  j'ai  l'angle  CDB  égal  à  l'angle  EDA^ 
Xcs  triangles  ADE ,  BDC ,  font  femblables  ^ à  çaulè  de  langle  à  la 
ritconfëreïice  DAC  égal  à  l'angle  k  la  circonférence  DBC  ,  puif- 
qu'ils  embraflent  le  même  arc  DC ,  &  de  Fangle  ADE  égal  à  l'angla 
BDC ,  par  là  conftruâion.  Donc  AE  .  AD  ::  BC  .  BD;  &  partant 
AE  X  BD  =  AD X BC.  De  même  ks  triangle*  EDC ,  KAD,  font 
femblables  ;  à  caufe  de  l'angle  EDC  égal  à  l'angle  BDA,  par  h 
confiru£lion  ^  &  de  l'angle  à  la  circonf^'ence  DCÊ  ou  DCA  égal  à 
Tangle  k  la  circonférence  ABD  :  car  ces  angles  embraflent  h  même 
arc  AD.  Donc  EC  .  DC  :  :  AB  .  BD  ;  ce  qui  donne  EC  x  BD= 
DC  X  AB  :  &  ajoutant  les  membres  de  cette  équation  à  ceux  de  la- 
précédente  ,  nous  aurons  A  E  x  BD  -h  EC  x  BD  =  AD  x  BC-hDC 
y  AB  ;  c'eft-k-dire ,  AC  x  BD  =:  AD  x  BC-4-  DC  x  AB. 

En  troifîeme  lieu  ,  les  quatre  cordes  ne  peuvent  pas  former  un 
parallélogramme.  Car  les  deux  graâds  arcs  foui?entts  par  les  deux^ 
grands  côtés  parallèles ,  fcroient  égaux  ;  ôc  ks  deux  petks  arcs  (bu— 
tenus  par  les  deux  petits  côtés  parallèles  y  fèroienc  aufli  égaux  :  Se 
comme  ces  quatre  arcs  compoferoienr  la  circonférence  ^  la  fommo 
d'un  grand  &c  d'un  petit  vaudroit  la  demi-circonférence  ;  &  par  ccn- 
fèquent  Tangle  k  la  circonfërence ,  fait  pat  un  grand  côté  &  un  petite 
embrafleroit  la  demi-circonférence  &  feroit  droit  :  ce  q^ui  eft  contre 
la  fuppofition. 

En  quatrième  lieu ,  fi  les  cordes  forment  un  trapézoïde  ABCD' 
(^5*  *7l)  >  ^ï  n^arrivera  jamais  que  les  quatre  angles  foient  diviles 
en  deux  également  par  les  diagonales.  Car  fi  les  angles  DAC,CAB^ 
étoient  égaux  ;  les  arcs  CD,  CB ,  feroient  égaux  entre  eux,  &  k  Tare 
DA  égal  k  l'arc  CB,  k  caufe  dçs  parallèles  CD  ,  BA  (263)  ;  &  fi 
outre  cela  les  angles  CDB ,  BDA  ^  étoient  égaux  ;  Tare  CB  feroit 
égal  h  l'arc  BA,  &  par  confëquent  les  quatre  arcs  feroient  és^ux^ 
&  la  figure  feroit  un  quarré.  Cela  pofé ,  fiippofons  que  Tangle  BDA 
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B ,  &  de  Tangle  EAD  égal  a  l'angle  CBD ,  donnajt  AE .  AÔ 
::  BC  .  BD:  d'où  fan  tire  AE  x  BD= ADx  BC  Or,  les  triangles 
€D£,  DBAy  i^nÀlabksà  caufe  de  l'angte  CDE^^I  à  fafif^le  BDA , 
&  de  rangle  ECDcgal-à  langle  DBA ,  donnent  CE  .  CD  :  :  BA . 
BD:  d'où  je  tire  CExBD:=CDxBA  ;  &  partant  nous  ànrons 
comme  ci-deffus ,  AExBD-+-CExBD=ADxBC-^CDxBAj. 
c^eft-à-dire,ACkBD  =  ADxBC4.CDxBA. 

En  fin  ^  fi  quatre  cordes  forment  un  trapèze  ABCD  (  fig,  ijx  ), 
on  démontrera  encore  plus  aifément  que  dans  le  ca$  précédent  9  quç 
les  quatre  angles  ne  peiv^ent  pas  être  dîviféspar  les  diagonales  cha^- 
eun  en  deux  également  :  &  par  conféquent  faiiant  la  même  conf-- 
truôion  3  on  trouvera  encore  AC  x  BD=  ADx  BC-f^CD  x  BA^ 
Ce  qu'il  falloit  démontrer.^ 

P  IL  o  p  0  s  I  T  r  6  N'    L  X  3C.' 

283,.  Si  iTun  point  quelconque  R  tTune  circonférence ,  on  àbaijfe 
Une  perpendiculaire  V^^  fur  un  diamètre  AB  ;  le  quarré  de  cette  per^- 
pendiculaire  ejl  éffU  au  reSangk  des  pM^des  AM,  1MB  ^  du  diamètre 
qu*elle  coupe.  (  fig.  1 76,  )' 

DEMONSTRATION.  Dcs  cxtrêmîtés  A^By  du  diamecre  AB,  je 
mené  les  cordes  AR,  BR«  L'abgle  k  la  circonférence  ARB  vaut  la ^ 
moitié  de  la  demî-cîrconfi^ence  qu*il  embralTe  (ijx)  ;  &  par  con- 
féquent eft  dfoit:  donc  le  triangle  ARBeft  reâaiigle.  Or ,  la  droite 
RM  eft  menée  perpendiculairement  du  fommet  R  de  Fangle  droit 
fur  rhypothénule  :  donc  cette  perpendiculaire  eft  moyenne  propor-' 
tionnelle  entre  les  fégmens  AM ,  MB  de  Fhypothénufe  (1(39).  Ainfi 

nous  avons  AM  •  MR  :  :  MR  .MB  j  ce  qui  donne  AMx  MB  =;MR!' 
Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

284.  Corollaire.  I.  Le  quarré  de  la  nume perpehdiculaire'BSA y 
ejl  égal  au  quarré  du  rayon  OA  moins  le  quarre^de  la.pauie  OM  w- 
terceptée  entre  le  centre  O  &  le  point  M.  (  fig.  ij6.  )    ' 

-  •  *  - 

DéMOïTSTRATioN.  Le  diamètre  AB  étant  divifé  en  deux  égale-- 
mène  enO,  &.en  dçux  inégalement  en  M;  nous  avons  AM  x  MB; 

es  ÂÔ'— MO  (  146  )  :  or,  AM  x  MB.=  MR  (  283  )  ;  donc  m£ 

BsAO*— MO. 
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28^.  Corollaire  II.  La  corde  AR  eji  moyenne  propprûonnelU 
entre  lefegment  AM  du  diamètre  &  le  diamètre  ;  &  Lautr&  çorde^B^ 
ejl  moyenne  proportionnelle  pntre  le  fepnent  BM ,  &  le  diamètre.  Lp 
triangle  ARC  eft  rçâangle  ;  &  la  droite  RM  eft  menéç  du  fofnmec 
de  Tangle  droii:  fyr  Thypothénufe  AB  ;  Ponc^  Çcç,  (  170,  ) 

Corollaire  III.  On  peut  donc  au  moyen  de  ceci  trouver  une 
moyenne  proportionnelle  entre  deux  lignes  données^  de  deux  façons 
différentes  de  celle  que  nsifs  ayons  enjeignfe  çi-deffus  (182.) 

DEMONSTRATION.  Far  exemple ,  fi  TpQ  demande  unis  movennç 
proportionnelle  entre  les  deux  lignes  AJVI9  MB  ;  jç  les  ajoutç  1  une  à 
l'autre  en  lî^ne  droite  :  je  coupe  la  fbmme  AB  çn  d^ux  ég?leipent 
en  O  {Fi g.  176)  :  du  point  O,  pris  pour  centpe ,  &  avec  Iç  rayon  OA 
pu  OB ,  je  décris  un  demi-cercle  ARB  ;  &  élevant  en  M  la  perpendit 
culaire  B4R ,  cette  perpendiculairç  e^  }a  ipoyennp  propprcjonjEiçUe 
demandée  (283.) 

Que  fî  Ton  demande  une  moyenne  proportionnelle  entre  AB  2ç 
fa  partie  AM  ;  Jp  décrjs  un  demî*cercle  ARB  fur  la  grande  AB  prifè 
pour,  diamètre  :  du  point  M  ^  j'élève  la  perpendiculaire  MH  i  &  I.4 
«corde  AR  eft  la  moyennp  defti^ndée  (  3*8^.  ) 

« 

Proposition    LXXI^i 

V  •  •  • 

28(5.  Les  circonférences  de  cercles  concentriques  ABC  ^  ef h  ,  fine 
parallèles.  (  fig.  177.  ^ 

DiÎMONSTRATiON.  De  tous  les  points  de  la  circonférence  efh ,  jç 
conçois  des  lignes  menées  au  centré  O  9  &  prolongées  jufqu'à  la  cirr 
conférence  ABC^  Les  diflançes  des  points  tf^/âcc^  de  la  circonfé- 
rence efh  à  la  çirçonférencç  ABC  »  feront  donc  les  droites  Ae^  B/ 
(  234).  Or  9  ces  droites  font  égales  :  puifqu'elles  font  les  différences 
des  rayons  égaux  AO ,  BQ,  &c,  aux'raygns  égaux  eO  ^fO  du  petit 
cercle.  Donc  tous  les  points  de  la  petite  circonférence  font  égSL^ 
}ement éloignés  delà  grande ,  &.partant  ces  deux  circonférences  (onç 
paraUelcs.       ' 

Proposition     LXXIL 

287.  Tous  les  cercles  font  femblables  entre  eux.  (fig.  177.) 

Démonstration.  Soiet^t  les  deux  cercles  ABC ,  EFH.  Je  les 
/•ends  concentriques  :  ç  eft-à-dire ,  di|  centre  O  du  grand ,  &  avec  un 
rayon  Oe ,  égal  au  rayon  OE ,  je  décris  une  circonférence  efh  ;  & 
le  cercle  efh  eft  par  conféquent  le  même  que  le  cercle  £ÏH.  Ainil 
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il  s'agit  de  faire  voir  que  les  deux  cercles  concentriques  ABC ,  efh  ^ 
iontlemblables  entre  eux. 

Je  conçois  que  la  circonférence  ABC  foit  divil^e  en  une  infînicé  ^ 
^e  petits  arcs  égaux  y  tels  que  AB  :  &  menant  des  points  de  divifion 
A,By  Sec  y  des  rayons  au  centre;  ces  rayons  coupent  la  cîrconfé- 
itnce  efh  en  un  même  nombre  de  petits  arcs  tous  égaux  entre  eux, 
tieisque  ef.  Je  mené  les  cordes  des  arcs  dans  l'un  &  Taùtre  cercle  ; 
&  à  caufe  de  Tégalité  des  arcs  ,  les  cordes  du  premier  cercle  (bnt^ 
toutes  égales  entre  elles  y  de  même  que  les  cordes  du  fécond  :  ce  qui 
Êit  que  dans  le  grand  cercle  tous  les  petits  triangles  ifofceles  AOB  y 
&c ,  &its  par  les  rayons  &  les  cordes,  font  tous  égaux  entre  eux 
(100)  j  de  même  que  les  petits  triangles  eO/J  &c,  faits  par  les  rayons 
&  les  cordes  du  petit;  &  que  chaque  triangle  AOB  du  grand,  efl 
/emblable  à  chaque  triangle  eOfàw  petite  à  caufe  de  Tangle  commun 
O,  &  des  bafes  parallèles  AB ,  ef 

Ainfî  nous  avons  dans  les  deux  cercles,  deux  polygones  réguEers 
d'un  même  nombre  infini  de  côtés ,  &  partant  femblables  entre  eux» 
Mais  à  caufe  de  l'infinie petitefïe  des  arcs  AB ,  &c,  du  grand  cercle  ;. 
Us  cordes  de  ces  arcs  en  font .  infiniment  proches,  &  le  confondent 
avec  eux ,  de  façon  que  l'on  peut  prendre  les  cordes  pour  les  arcs  ;' 
&  il  en  bÂ  de  même  à  l'égard  du  petit  cercle  :  donc  nous  pouvons 
prendre  les  polygones  pour  les  cercles  mêmes.  Or ,  dans  les  poly- 
gones femblables,  les  circuits  font  entre  eux  comme  les  rayons  (i  ^5): 
donc  les  circonférences  hRCyefhy  qui  font  ici  les  mêmes  que  les 
circuits  des  polygones  ^  font  entre  elles  comme  les  rayons  AO  y  eo  i 
&  par  confequent  les  cercles  font  femblables ,  &  ainfi  des  autres. 
C.Q.RD. 

288.  Corollaire.  L  Si  ton  mené  des  tangentes  MN ,  RS,  à  deux 
ou  plujîeurs  cercles  inégaux  ;  les  points  d attouchement  A  ,  e ,  font 
proportionnels  aux  circonférences  ou  aux  rayons.  (  fig.  177.  ) 


Démonstration^  Les  côtés  des  polygones  (èmblables  d^un 
bre  infini  de  côtés,  qui  compofênt  les  deux  cercles ,  font  infiniment 
petits  :  donc  chacutu  de  ces  côtés  ou  chaque  arc  efl  un  point  de  fâ 
circonférence.  Or  y  les  côtés  des  polygones  femblables  font  entre  eux 
comme  leurs  circuits  ou  comme  leurs  rayons  r  donc  les  points  A ,: 
ey  des  circonférences ,  font  auflî  entre  eux  comme  leurs  rayons. 

REMARqxJB.Oïi  ne  pourroit concevoir  ceci,  fi  Toa difoit  comme 
Euclide ,  qqe  les  lignes  n'ont  point  de  largeur  :  mais  dès-lors  que 
nous  leur  en  donnons  une,  quelque  petite  qu'elle  fbit  ;  on  s'apper- 
{oic  que  les  points  de  lignes  menées  de  tous  les  points  de  la  grand& 
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^rcanfércnce  au  centre ,  anticipent  fur  les  points  des  lignes  voîfinei 
4e  plus  en  plus  à  mefure  qu'elles  approchent  du  centre  :  6c  que  par 
cbnfëquent,  eu  égard  à  ces  anticipations  ,  les  points  dans  lefqucls  un? 
petite  circonfiérence  cft  coupée ,  isbront  plus  petits. 

289.  Corollaire  IL  Lesjègmens  dom  Us  arcs  comprtmunt  un 
mèiM  nombre  de  dégrés  de  leurs  circonférences  ^foM  Jemblablcf  emrf 
xux  i  &  il  faut  dire  la  ttfinie  chofc  desjeâeurs.  (  fag.  1 78.  ) 

DiéMONSTRATiON.  Soient  les  fegmens  ABC ,  o^c,  dont  le  ccntiç 
(Commun  eft  au  point  O.  Il  eft  clair  que  \c$  arcs  ABC ,  abç  feront 
entre  eux  comme  leurs  eirconfiércnces  ou  comme  leurs  jraypns  (287): 
puifqu^ils  contiennent  un  même  nombre  de  dégrés  de  leurs  circon- 
férences. Or,  les  triangles  ACO ,  acO,  ayant  Fangle  O  commun,  ôc 
les  bafes  parallèles,  font  femWables,;  &  donnent  AC^  ac  :  :  AO, 
nO  :  donc  les  cordes  AC ,  ac  font  entre  elles  comme  les  arcs  ABC , 
4éc^  &  par  confëquent  les  lignes  qui  comprennent  les  fegmens  font 
proportionnelles.  B  ne  refte  doijc  plus  qu'à  faire  voir  que  les  angles 
ÎFaits  par  ces  lignes  ^  c'eft-à-dirc  les  angles  mixtiH|;nes  faits  par  les 
cordes  avec  le$  arcs  ^  font  égaux.  Et  pour  cela  : 

Concevons  que  Tarjc  ABC  foit  divifé  en  unje  infinité  de  petits  arcs 
tous  égaux^  &  qup  des  points  de  divifion  fpicnt  menés  au  centre ,  des 
rayons  qui  diviferoht  Tare  abc  en  un  même  nombre  d  arcs  égaux,  qui 
Vaudront  chacun  autant  par  rapport  à  leurs  circonférences,  que  cha^ 
que  petit  arc  de  Tacc  ABC  par  rapport  à  la  fîenne.  Ccoiçevons  en- 
core que  des  points  A ,  a^  foient  menées  des  droites  AH ,  AR ,  AB^ 
&c ,  ah^ar^ab  y  &c.  Tous  les  angles  que  çts  lignes- feront  entre  elles, 
&  qui  auront  leurs  fommets  aux  circonférences  aux  points  Aj  ^i 
feront  égaux  :  puifqu'ils  embraflent  des  arcs  de  même  valeur.  Ainfi  , 
tous  les  ajigles  Ç Ail  ^  HAR  >  &c ,  compris  dans  le  fegment  ABOj 
feront  égjXdx  à  tous  les  angles  cahj,  har,  &c ,  compris  dans  le  fegr 
^  ment  abc.  Mais  tous  les  angles  CAH>  HAR^  &ç^  compofent  en- 
semble l'angle  raixtiligne  CAB  ;  &  tous  Its  angles  çak  ,  har  ,  &c, 
compofent  l'angle  mixtilrgne  cab  :  donc  Tangle  inixtiligne  CAB, 
jcft  égal  à  l^angle  raixtiligne  cab  ;  &  on  prouvera  Ja  même  chofe  deç 
autres  angles  mixtilignes  ACB,  acb  :  d'où  il  fort  qvc  les  fegmens 
ABC,  ^5c ,  ayant  les  certes  propoitionnels  &  les  angles  égaux,  font 

fèmblables. 

Dans  les  triangles  femblablcs  AOC,  aOc ,  Fangle  OAC  eft  égal 
à  Tânglç  O^  t  ajoUtaYit  donc  Tangle  OAC  à  Fanglc  mixtiligne 
Ç AB  ,&  l'angle  O^c  k  l'angle  raixtiligne  cû3;  l'angle  mixtiligne 
ÔAB  du  fefteut'OAC ,  fera  ég^l  -à  f angle  naixrignc  Qab  ^  fefteur 

Oaç  ^ 
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Oac;  &  par  la  même  raifon  Taucre  angle  OCB  mixtiligne  e(l  égal 
à  langle  mixdligne  Ocb.  Or,  les  arcs  &c  le$  rayons  de  ces  feâeurs, 
font  proportionnels  :  Donc  ces  feâeurs  font  fcmblables. 

^90•  Co&OLLAiRB  rV.  Si  on  mené  deux  tangentes  MN,  mn ,  à 
deux  cercles  inégaux  ;  les  angles  mixtiUgnes  N  AB ,  nab ,  fûts  par 
Us  tangentes  &  les  circonférences  ,  Jbnt  égaux,  (fig.  179) 

Di]yiONS7RATiov.  Je  mené  des  points  d'attouchement  A ,  ^ ,  les 
diamètres  AB ,  ah.  Les  angles  BAN  »  ban ,  font  droits  (  240  ) ,  & 
partailt  égaux.  Or,  les  demi-cercles  ATB,  aé ,  étant  des  fegmens 
lemhlâbles  (  289  )  ;  les  angles  mixtilignes  BAT ,  bat ,  font  égaux  : 
donc  retranchant  de  Tangle  BAN ,  Tangle  BAT;  &  de  Tangle  ban^ 
langle  bat;  il  reftc  Tangle  NAT,  égal  à ran^fle  nat. 

291.  Corollaire  V.  Si  plujîeurs  cercles  inégaux  touchent  une 
même  ligne  MN  en  un  point  A  ;  tous  Us  angles  mixtilignes  faits 
par  cette  tangenu  avec  us  circonférences  .  (ont  égaux  entre  eux^ 

(%.  180,) 

JD^MONSTRATioN,  Puifquc  les  cercles  touchent  la  même  ligne 
MN  au  point  A  ;  la  même  perpendiculaire  AS ,  élevée  fur  le  point 
A  f  paflera  par  tous  les  centres  (  242  )  ^  Ôc  coupera  tous  les  cercles 
en  deux  parties  égales.  Ainfî  on  démontrera  la  même  chofe  que  dans 
fc  corollaire  précédent. 

REMARt^uB*  Ceci  feroit  impoflihle  fi  les  cercles  touchoient  la 
droite  MN  dans  une  égale  partie.  Mais  comme  les  points  des  plus 
grands  cercles ,  font  plus  grands  que  les  points  des  petits;  il  arrive 
que  les  circonférences  des^aads  cercles  ^  n'abandonnent  pas  fi  vice 
la  droite  MN ,  que  Içs  petites  ;  &  que  par  conféquent  les  angles  mix- 
tilignes qu'jeUes  font  avec  la  tanj^ente ,  fout  un  peu  à  côté  les  uns  des 
autres.  Ce  qu'il  eft  aifé  de  concevoir  par  la  feule  infpeâion  de  la  fi- 
gure 181  ^  qui  rcpréfente  plufieurs  polygones  réguliers  femblables 
mais  inégaux ,  qui  touchent  une  même  droite. 

Et  il  ne  faut  pas  dire  qu'il  s'cnfuivra  de-Ià  qu'un  cercle  peut  tou- 
cher une  IjMe  AiDÎte  en  plus  d'up  point.  Car  quoiqu'un  plus  grand 
cercle  touche  une  ligne  droite  en  une  partie  plus  grande,  que  ne  fait 
un  petk  cercle  ;  .cependant  ce  grand  cercle  ne  touche  que  par  un  de 
fes  poitKs .,  de  mérae  que  ie  petit  ne  touche  que  par  un  des  fiens. 

On  peut  .encore  expliquer  ceci  de  cette  raçon.  Concevons  que 
plufieurs  polygones  réguliers  femblables ,  mais  inégaux»  aient  tous  un 
même  angle  commun  A  (Jzg.  182  )  ;  &  qu'à  l'extrémité  de  la  ligne 
AB,  q\ii  divifp  ^çet  angle  en  deux  également,  &  qui  paffe  par  leurs 
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centres  ,  on  ékve  une  perpendiculaire  MN  :  il  eft  viftble  que  cette 
erpendiculaire  touchera  tous.  les  pdygOBe»,  &  que  les  angles  qu'elle 

ra  avec  eux  feront  tous  égaux.  Or,-  cela  arrivera  k  Kégard  de  tous, 
les  polygones  femhUJbJes ,  quelque  grand  au  petit;  que  (oit  leur 
nombre  de  cotés  :  dooc  cela  doit  arriver  auifi  à  Tégard  des  cercles. 

Et  cette  féconde  explix:atk>a  réfout  facilement  une  difficulté  qu'on 
pourroit  former..  Car  puifque  tous  les.  angle»  mixtilignes  înténeurs^ 
des  demi-cercles,  qui  touchent  en  A  la  droite  MN  (Jig.  iSo)^ 
fbnr  égaux  ;  il  s'enfuit  aéceffairement ,  dira-t-on  y  que  fès  angles  cur-^ 
vilignes  que  les  circonférences  font  en  A ,  doivent  être  nub ,  6c  cel* 
eft  vrai  :  car  on  voit  dans  la  %ure.  iSz ,  que  lies  drxruks  de»  poly- 
TOncs.ne  font  point  d^angtes  entre  eux  au  point  A  ^  quoiqu'ils  eoh 
feflent  après  ,  à  caufe  que  les  côtés  de  l>angle  fait  en  A ,-  changent: 
«nfuite  de  dir^îon.;;  &  il!  en  eft  de  mâtm  à  Regard  des  cercles^ 

L'angle  mixtiligne  fait  par  là  tangente  &  les  circonférences^  e(}f  nuii 
au  point  A  (j%.  i8a).  Car  tous^  les  peots  cotés  par  kfi^uelsles  eer- 
clés  touchent  m>  droite  MN  »  tombent  les  uns  fur  les  autres  ^lipoine 
A,  &  ne  fontenfuite  d'angles  que  parce  qu'ils  viennent  à  changer  de 
direéHon:  là  figure  187  ,  fait  voir  cela  clairement.  D'ailleurs,  on; 
peut  confirmer  cette  vérité  par  te  raîAmnement  fùivant:  Entre  la  per— 

Sendicuhire  AS*  &c  là  tangente  MN ,  on  ne  peut  mener  de  ligne 
i-oite  du  point  A,  qui  ne  coupe  toutes  ks  ctrconfêrencaes  :  car  autre-- 
ment  du  même  point  A  ^  on  pourroit  mener  deux  tangentes  ;  ce  qur 
eft  impoffible  (  241  ).  Or,,  on  peut  pourtant  faire  au  point  A  avec; 
AN,  une  infinité  d'angles  dfc  plus  petît&en  plus  petits  à.  Pinfini ,  juf- 
qurà  faire  évanouh*  totalement  Tangle  ;  &;  il  eft  ckâr  quelè.phis  périr 
de  ces.  angles  ,.fèroit  eircore  plus  grand  que  Fàngte  nnxtiligne  ;  puif^- 
qu'il  couperoit  les  circonférences  :  donc  Tangk  mixtiKgne  en  A  doir 
être  plus  petit  que.  tout  ce  qu  il  y  adephis  petit,.  ^  p3r  confëquenr: 
il  doit  être  nul: . 

« 

PROPRIÉTÉS  DU' CERCLER  UTILES  POUR  Vim^lllGENCEt 

DES.  SECHONS  comqi/Es.. 

F  R  o   F  o  s  i:  T  II  o  N     ZX  XtXT.. 


it)x.  I^xtimgeme^ hJ^jAQyMamt menées  dunm£mepaimBstté^ 
rieur  A , ^wc  Ufecanu.  AD  qiâpa^  jHtr  U  centre  O^&la  droite  CB' 
qui  Joint  les  points  d'attouckement  y. Je  dis-  quon  cmrA  toujours  OR. 
ÔS  ::OS  •  OA.:  defi^à-dire  y  la  dijlance  du  centre  O"  m  point 'Bi,  w^ 
là  droite  GB  coupe  làJecanwKDy^  efi(mi  rayon  ;  comme  le  rayon  ejt 
èklàidijtmce  OKJà  centre  O'  a»  goint^  extérieur  A*  (  fig.  i  S]^,  ^ 
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DEMONSTRATION.  Du  cctitre  O  au  point  d'attoi^chement ,  je 
mené  Je  rayon  OB.  L'angle  OJBA  étant  droit  (240),  le  aiangle 
OBA  eft  reiftangle  ;  &  k  caufe  que  BC  coupe  la  lecante  ÂD  perpenr 
diculairement  (270) ,  Ja  droite  BR  eft  une  perpendiculaire  menée 
du  fommet  Ade  l'angle  droit  fur  rhypothénufê  AO  :  donc  le  côté 
OB  du  triangle  reâangle  OBA^  eft  moyen  proportionnel  entre  le 
petit  fegment  RO  ,  &  ITiypothénufe  entière  (170);  &  par  confê^ 
<}ueot  nous  avons  OR  .  OB  :  :  OB.  OA.  Maisle  rayon  OBeft  égal  au 
«yon  OS  :  donc  OR ,  OS  ::  OS .  O  A,  Ce  qu'il  «llœt  dèmontrcn 

A93.  REHARquB.  Comme  la  peipendicuJaire  menéedu  point  d'at- 
touchement fur  la  fécante  AD  <ïui  paiTe  par  le  centre ,  palfe  par  Pautns 
pokit  d'attouchement  C  de  fautre  cangetiDe  ;  dans  la  fuke ,  je  ne 
mettrai  qu'une  tangente  dans  les  %ures  :  &  au  lieu  4e  dire  j  deux 
tangentes  étaat  menées  avec  la  fécante ,  &c^&  la  ligne  fui  Joint  lêê 
p9mts  it attouchement /]Q  dirai  poUr  abréger  ,  la  tangente  AB ,  lafir- 
cante  AD  qui  pajfe  par  le  centre  ^  &  la  perpendiculaire  BR  iuMit 
données  ^  &c. 

Proposition    L  X  X  I  V* 

2,94.  La  tangente  AB  fia  fécante  AÎ)  çui  paj^e  par  le  centre  y  &  la 
perpendiculaire  BR  étant  données ,  ou  aura  toujours  AS .  AR  :  :  AO  % 
AD-  0%.  i8>) 

Démonstration.  Je  mené  le  rayon  OB  :  &  à  caufe  que  dans  le 
triangle  reâangle  OBA ,  la  droite  BR  menée  de  l'angle  droit ,  eft 
perpendiculaire  fur  Thypothénufe  AO  ;  le  côté  AB  eft  moyen  propor- 
tionnel entre  le  fegment  AR  de  ITiypothénufê ,  &  Thypothénufe  en- 
tière AO.  Ainfi  AR  •  AB  :;  AB  .  AO  :  ce  qui  donne  AB= AR  k 

-  ■■■  -4 

AO.  Mais  par  la  propriété  de  la  fécante  ,  nous  avons  AB=ASlç 
AD(27ï):  donc  ASxAD=ARxAOjce  qui  donne  AS.AR 
:  :  AO .  AD.  Ce  qu'il  falloit  déraontren 

Proposition    LXXV. 

ao$.  Suppofant  toujours  la  tangente  AB  ,  la  fécante  AD  quipafft 
par  le  centre  ^  &  la  perpendiculaire  BR  données  i  ye  dis  ^ 

V^.  Que  fi  nux  extrémités  S ,  D  &  au  centre  O  dtt  Jkametre  y  ofi 
élevé  trois  perpendiculaires  SH ,  OM ,  DN  fui  fe  terminent  Jur  /a 
tangente  ÀB  prolongée  aux  points  H ,  M ,  N>  les  quatre  lignes  SH  ^ 
RB  j  OM  9  DN  font  en  proportion^ 

U^  QuÀ  h  reâangde  des  deux  perptnSculairvs  ou  toM^emes  SH^ 
DjN  ejt  égal  au  quarre  me  rayon,  (ng.  i84-) 

Sfij 
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DiÊMONSTRATioN.  1°.  Lcs  quatre  lignes  SH,  RB,  OM,  DN  y 
étant  perpendiculaires  fur  la  fécante  AD,  font  parallèles  entre  elles^: 
&  par  conféquent  les  triangles  ASH ,  ARB,  AOM,  ADN  ,  qui  ont 
l'angle  A  commun  &  les  bafes  parallèles,  font  femblables  entre  euic, 
&  leurs  bafes  font  entre  elles  comme  ï^urs  côtés.  AS ,  AR ,  AO> 
AD.  Mais  par  la  propofîtion  précédente ,  nous  avons  AS  •  AR^  : 
AO .  AD  ;  donc  SH  .  RB  :  :  OM .  DN. 

II''.  Du  point  B  y  j'abaiiTe  BP,  perpendiculaire  (ur  MO  que  je 
prolonge  de  Tautre  côté  en  V.  La  droite  MV  eft  une  fécante  qui 
pade  par  le  centre  :  la  droite  MB  eft  une  tangente  menée  du  même 
point  M;  &  la  droite  BP  eft  une  perpendiculaire  menée  du  point 
d'attouchement:  donc  nous  avons  OP .  OE  r:  OE .  OM.  Mais  à  caufe 
des  parallèles .,  nous  avons  OP  =  RB  >:  donc  RB  .  OE  ^  :  OE .  OM  ; 

àc  partant  RB  x  OM=OE.  Mais  nous  venons  dé  trouver  SH  .  RB« 
:;OM.DN;  ce  qui  donne  RBxOM  =  SHxDN:  donc  SHx 

DN  1^  OE.  Ce  qu'il  fallbit  déinontrer; 

PiLOPOSLtION.     LXXVL 

29^.  Suppofant  encore  la  tangente  AB,  la  jecanu  AD  qui  p^Jfc- 
par  le  centre  ^  &  la  perpendiculaire  BR  données;  je  dis  que  lajecante 
AD  &  toutes  les  autres  Jecantes  quon  peut  mener  du  même  point  A^ 
font  toutes  divijees  harmoniquement  en  trois  parties  ^  par  ta  circon-- 
férence  &  la  droite  'BRI:  cefi-à-dire  que  dans  chaque Jccante y  la 
partie  extérieure  ejl  à  fa  petite  partie  intérieure  ^  comme  lajecante  en^ 
tiere  efi  à  l'autre  partie  intérieure.  (  fig.  i8  5 , 1 8  6.  \ 

DiMONSTRATiOK.  KDcs^ extrémités  S ,  D  du  diamètre.,  je  mené* 
des  tangentes  SH,  DN  {fig.  18O,  qui  fe  terminent  fur  la  tangente 
AB  prolongée  en  N.  Ainfi,  à  caufe  que  ces  tangentes  font  parallèles 
entre  elles^,  puifqa'elles  font  perpendiculaires  fiir  le  diamètre;  les 
triangles  ASH,  ADN,font  femblables ,  &  donnent  AH .  SH  r.  AN  • 
DN.  Mais  les^^tangentes^SH,,HB,étaiitmenéesd  un  même  point,  font 
égales;  de  même  que  les  tangentes  DN,BN:  mettant  donc  dansia  pro- 
portion que  nous  venons  de  trouver  ,  la  droite  HB  au  lieu  de  (on 
égale  SH,  &:  la  droite  BN  au  lieu  de  (on  égale  DN ,  nous  aurons 
AH.  HB.;:  AN .  BN.  Or ,  à^  caufe  des  parallèles  SH,  RB,  DN  ;  la 
droite  AD  eft  diviféepar  ces  parallèles  en  mêmeraifon  que  la  droite 
AD  :  donc  AS..  SR  :.:  AD  .  RD. 

n*'.  Maintenant,  prenons  une  fécante  AV  Q%-  i^"^  J,  qui  ne 
oafTe  pas  par  le  centré.  Cette  fécante  fera  coupée  en  quelque  point 
L,  par  la  peipendiculaire.BRH;  &  il  s'agit  de  prouver  que  AP  .  PJL 
V.  AV  ..LVi;&  ^ue  par  conféquent  AV  eft  coupée  en  trois  parties 
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harmoniquement.  Pour  cela  je  décris  fur  la  partie  intérieure  VP, 
prife  pour  diamecre ,  un  cercle  VTPQ:  du  point  L,  je  mené  une 
corde  TQ ,  perpendiculaire  fur  ce  diamètre  ;  &  du  point  T ,  je  mené 
au  point  A  la  droite  TA.  Si  je  fais  voir  que  TA  eft  tangente  du  cercle 
TPQV  ;  il  eft  clair  que  la  droite  AV  étant  une  fécante  qui  paffè 
par  le  centre  de  ce  cercle,  &  la  droite  TL étant  une  perpendiculaire 
menée  da  point  d'attouchement  T ,  nous  aurons  ,  comme  nous  ve- 
nons de  voir  dans  le  premier  cas ,  AP  .  PL  ;  :  AV  .  L V  :  venons  donc 
à  la  démon  ftration^ 

Dans  le  triangle  reékangle^  AXR ,  nous  avons  AL=:  AR-f-LR 

(71);:  &  le  triangle  reoangle  ATL,  donne  AT=:  AL-hTL. 

-  '  '  '% 

Mettant  donc  dans  cette  dernière  équation  la  valeur  de  AL ,  nous 
aurons  AT  =  AR-t-LR  -f-TL.  Or,,  à  caufe  que  TL  eft  perpendi- 


culaîre  fur  le  diamètre  VP ,  nous  avons  TL  =  VL  x  LP  (  283  )  ;  iSc 
parce  que  VP ,  HB ,  font  deux  cordes  dagrand  cercle  SBD  &  qui  fe 

coupent  enL.,  nous  avons  VL  x  LP  :=r  HE  x  LB  (  275  )  :  donc  TL 

=  HLxLB;-&.  mettant  cette  valeur  de  TL  dans^  ATsiAR-jr- 

LR-f-TL,  nousaurons  AT=AR-hLR-f-HLxLB.  Mais  à  caufe 
que  la  ligne  HB  eftdivifée  en  deux  également  en  R,  &  en  deux  iné- 

gaiement  en  L  ;    nous^  avons  HL  x  LB  Hr  LR  =  HR  ou  RB  :  donc 

Ât="âr+"rb/ 


Or ,  dans  le  triangle  ARB,  nous  avons  AB=3  AR-f-RB  ;  donc 
AT=aAB;  &  comme  par  la  propriété  de  la  tangente  AB  &  des  (i> 
cantes,  nous  avons  AP  x  AV==^AB ,  nous  aurons  auffi  APx  AVa== 

AT  :  c'eft-à-dire  que  dans  le  cercle  VTPQ  ,  le  reftangle  de  la  partie 
extérieure  AP  de  la  fécante  AV ,  par  cette  fécante,  eft  éeal  au  quarré 
de  la  droite  AT  menée  du  même  point  A  à  là  circonrerence  de  ce 
cercle.  Mais  dans  ce- même  cercte  ,  le  reftangle  APxAV  eft  égal  au 
quarré  de  la.  tangjente  Kienée  du  point  A  dU  côté  du  point  T  :  donc 

le  quarré  de  cette  tangente  eft  égalau  quarté  AT*;  &  partant  îa  tan- 
gente &  la  droite  AT  fontégales.  Or,  du*  même  point  A  on  ne  pfeUt 
mener  à  la  circonférence  VTPQ  du  même  côté,  deux  différentes 
lignes  qui  foienr  égales  (235,  237)  :  donc  AT  eft  la  tangente  qu'on 
meneroir  d\i  point  A  à  la  circonférence  VTPQ;  Ce  qu^il^  fàlloit  dé- 
montrer. 

297;  CoaoLLAiRS.  Si  deux  ou  plu^eun  Jecanus  AV ,  AD ,  /we^ 
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nées  dun  même  foint  A ,  lont  coupées  harmoniauement  par  la  circonr- 
férente  ,  &  par  une  droite  ^K  perpendiculaire  Jur  la  fécànte  qw.  paj^ 
par  le  centre  ;  la  tangeme  menée  à  fune  ou  foutre  des  extrémités  de  la 
iCorde^H^  paffera  par  U  point  A.  (%.  187.) 

D]éMoNSTRATiON.  Si  Pott  prétend  que  la  tangente  menée  du  point 
B ,  ne  pafle  pas  par  le  point  A  ;  je  mené  de  ce  point  A  une  tangente 
qui  touchera  par  conféquent  Je  cercle  en  un  point  P  différent  du 
point  B  ;  à  caufe  que  deux  tangentes  ne  peuvent  toucher  le  cercle  en 
un  même  point  (  241  )  :  du  point  P ,  je  mené  PQ  perpendiculaire  fur 
la  fécante  AD  ^  qui  palfe  pat  le  centre  &  qui  coupe  la  fëcante  A V  en 
N.  Ainfi  par  la  propofitioQ  précédente  ,  k  fècante  AV  fera* coupée 
harmoniquement  par  la  circonférence  &ç  par  la  droite  PQ  ;  &  (es  trois 
parties  feront  AF ,  FN ,  NV^ 

Mais  par  la  (oppofîtion ,  la  même  fécante  A  V  «ft  coupée  Kariito*- 
niquement  p&r  la  circonférence  &  la  droite  BH  :  &  les  trois  ptrttec 
ibnt  AF,  Fil ,  JN  ;  &  la  première  AF  de  ces  troisnci ,  ^ft  la  même 
que  la  première  AF  des  trois  précédentes  :  donc  les  deux  dernières 
FL,  LV,  doivent  être  égales  aux  deux  dernières  FN,  NV  chacune  k 
<:hacune  (  206  )  ;  Ôc  partant  Vl^  doit  être  égal  à  FN;  &  lepoiAt  <1  at»- 
touphtSQ^ent  P  doit  tomber  fur  le  point  d'attouchemem:  B. 

PaoposiTïON      LXXVIÏ. 

?.g8,  Pofant  encore  que  AB ,  lafécanu  AD  qui  pajfe  par  lecerure  , 
&  la  perpendiculaire  BR1{  ^foient  données;  fi  d'un  point  quelconque 
M  prfsjur  la  circonférence  y  on  mené  tme  torde  MN  qui  pajje  par  le 
point  B.  où  la  perpendiculaire  BR  coupe  la  fécante  AD;  &  quitpris 
avoir  mené  des  extrémités  M,^  ,de  cette  corde ,  deux  cordes  MT . 
Jl^V j  parallèles  ^  hK  y  on  mené  les  droites  Yyi ,  "ST par  les  extre^ 
mités  des  tordes:  je  dis  que  les  droites  VM,  ViT 3 prolongées  aurdelà 
du  cercle f^  feront  deuxfécantes  égales  quipàÏÏeront par  le  point  K^  ^ 
qui  feront  divifée s  harmotdquement  par  la  çirconférettce  &  lapcrpcn^ 
4/f«/«fr^î3H.(fïg.  188.)  '^ 

DiÎMONSTRATïOïr.  î**.  A  caufciles  cordes  parallèles  MT,  VN  ;  les 
arcs  conipris  MV,  t'V,font  égaux  (263)  :  &  ajoutant  à  chacun  d'eux 
î'arç  MT,  les  deux  arcs  VMT ,  MT^  >  font  égaux  ;  &  les  angles  \ 
la -circooFérenpe  MVN^  TNV,  qpi  embraflint  ces  arcs,  font  auffi 
égau!^.  Or ,  à  cai^k  que  la  corde  mN  Ae  pafle  pas  par  le  centre  O  di| 
cercle,  &  qu*elle  côtfpè  par  conféquent  )a  circonférence  en  deux 
parties  inégales  ;  Tare  MTN  du  petit  fegment ,  vaut  moins  qu'une 
dpGi^-^îrponf^entfe  j  &y«çJ[^!H[VNycjw  «nvftuda  moitié -,çft 


GÉOMÉTRIE.  I.ES  UCNES,  dans  le  cercH^.      ^tj 

aigu  y  de  même  que  fou  égal  TN  V.  Ainfi ,  puiique  les  deux  lignes 
MV  j  TN  9  font  fuF  la  drcHte  VN  les  angles  internes  oppofés^  mobi'^ 
4res  enfemble  que  deux  droits;  cçs  lignes  se  font  pas  parallèles  (71.); 
^  venant  à  être  prolongées  du  côté  de  A  y  elles  doivent  former  avec 
19  bafe  VN  y  un  triangle  irofcele  dont  le  fommet  fera  fur  quelque 
point  de  la  perpendiculaire  AQ  qui  coupe  la  baie  VN  en  deux  éga-^ 
Jçmenc(i07.) 

II»^  Maintenant  i^CQmme  nous  ne  favonspas  encose  fi  le  point  oà 
fes  droites  MV ,  NT,  prolongées ,  coupent  la  perpendiculaire  AQ^ 
eft  lemémc  que  le  point  A  \  nommons  ce  points»  jc  quelque  part  où 
iiToit,  I^  triangle.  MNV  étant  coupé  par  la  drQitQBJ|i.^ac9,llele  à  ià| 
bafe» donne  MK .  RN  :  :  ML  •  LV  (i  ^8)  v  &  dans  le&  triangles  feoi-^ 
blabJes  M^R ,  NQR, nous  avons MR -RN .Ma .NQ  ou VQ: doB^ 
ML.I.y::M*.VQ. 

Mais  les  oriangles  femblables  jtM A ,  aiVQ  >  donnent  M^  ^  VQ-  :  : 
*M.4rYrdonG  xU.xN::  ML.LV;qu  :vM.ML::jcV.LV:  &. 
partant  la  droite  xV  eft  dtvifée  harmoniquement  par  la  circonfô- 
rence  âc la dvoke BH^Ec U eft  vifîble  qu'^^  caufe  des  parallèles  MT  ^ 
];IB  ,  VN ,  Taucre  cbté  xN  du  triangle  ifofcele  MjcN  y  efb  auffi  divifé 
harmoniquenienc  par  la  circonférence  de  la  droite  HB.  Ainfi  lei 
deux  lignes  Yx  y  Nx ,  étant  deux  fëcantes  qui  partent  d'un  même^ 
point  x  y  &c  qui  font  divifées  harmoniqùemenr  par  la  circonfèreocc 
éc  la  droite  HB  y  perpendiculaiie  fur  la  fécante  AD  qui  pafTe  par  le 
oentre  ;  la  tangente  menée  du  point  B>  doit  paf&r  par  le  poinc  ^ 
(J297)  :  &  œ  point  n'eft  pas  difierent  dupoinc  A  ;.  puiique  là  tan^nee. 
oA  qui  coupe  AD  en  A.^ ne  peut  la  coup^  on  uaautic  fokiU  C.  Q». 
E.  D.. 

2*99.  CbiiOL];.AiR.iS  r.  Sî  dans  lé  trafc^oiie  MTNV  j^/V  vat  Ut 
fuatrt  cordes  MT , TN^VN,  MV,  on  mtm  rature  dîagonaîe\T  ; 
cet»  diagonale  paffera  aufftpar  le  peint  R.  (  fig,  1 88.)  . 

DEMONSTRATION»  Les  angles  MNY,  TVN ,  étant  égaux,  à  caufe 
des.  arcs  égaux  MV ,  TN  ;  les  deux  diagonales  en  (e  çoupaot,  font 
un  triangle  ifofcele ,  dont  le  ibmincc  doit  être  (ur  la  perpendiculaire 
AR  qwi  coupe  la  bafe  VN  en  deux  également  :  or  la  diagonale  MN' 
paflê  par  le  point  R  de  cette  perpendiculaire,  &  ne  la  coupe  qu'en, 
ce  point::  doncJa  diagonale  VT  dciit  palTer  par  le  même  point, 

300.Coi^oiLAittfe  ïî.  Si  d^wr même  point  A  (ûg,iS9),d'où  pat^ 
uni  la,  tangente  A&  ^  Ufécanu  ADy^c^on  mené  deux  Jecantes 
égales  Ay\.At^.&  quoniorpnc: par  des  diaprônàles  MSK:y't\'. les*' 
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quatre  points  où  elles  coupent  la  circonférence;  ces  Jeux  diagonales  fe  ^ 
couperont  au  point  Kde  la  perpendiculaire  BH.  (fig.  i88.) 

DÉMONSTRATION.  1°.  Lesfécaiites  AV,  AN,  donnent  AVxAM 
5=  AN  X  AT-  Mais  par  la  ruppolîtion  ^  AVc=s  AN  :  donc;  fi  d^une 
part  Ton  divife  par  AV;  &  de  Tautre,  par  AN  ;  nous  aurons  AM 
r=  AT.  D'où  il  fuit  que  les  droites  VN ,  MT ,  menées  par  les  extré- 
mités des  fécantes  AV ,  AN ,  &  de  leurs  parties  extérieures  ^  font  per- 
pendiculaires (tir  AD  (x3^^  2.38),  &  par  con^ë^uent  parallèles  à 
BH. 

Aînfi  les  arcs  VM ,  TN ,  compris  entre  les  parallèles  MT^  VN , 
étant  égaux  (^63)  ;  les  angles  à  la  circonférence  MNV,  TVN,  qui 
s^appuient  fur  çe$  ^cs ,  font  auflî  égaux.  C'eft  pourquoi  le  trianglç 
que  les  diagonales  MN,  TV,  forment  du  côté  de  VN  en  fe  coupant , 
eft  ifofcele;  Ôc  fon  fommet  doit  être  fur  la  perpendiculaire  ÀD  ^  qui 
coupe  la  bafe  VN  en  deux  également  (107.) 

IP.  Or  y  comme  nous  ne  lavons  pas  encore  fi  le  point  où  ces  deux 
diagonales  fè  coupent  fur  AD,  eâ  k  point  R  ;  nommons  ce  point  :[, 
quelque  part  où  ri  foit. Les  triangles  femblables  MA^^NQ:^ ,  donn^; 
Mr ,  ;jN  :  :  Ma.  NQ  ou  QV  ;  &  à  caufe  des  triangles  fcmblables  MAiï^ 
VAQ ,  nous  aurons  Ma .  QV  :  :  MA .  VA:  donc  M{ .  jN  :  :  MA .  V  A* 

Or  ,  à  <:aufe  que  la  fécante  AV  eft  coupée  harmoniquement  par 
la  circonférence  &  la  droite  BH;  nous  avons  MA .  ML  :  :  AV.  LV; 
ou  MA.VA:,:ML-LV:donG  M7.|N::ML,  LV.  Aiofidans  le 
triangle  MNV , les  côtés  MV,MN,  étant  coupés  proporrioandle- 
ment  aux  points  L,  r  ;  la  droite  L{ ,  menée  par  ces  deux  points ,  eâ 
parallèle  à  la  bafe  VN  (1^8.).  Mais  LR  ou  HB  eft  auffi  parallèle  à  la 
Jbafe  VN;  &  du  point  L'on  ne  peut  mener  qu'une  feule  parallèle  k 
une  même  lisne  VN  :  donc  la  parallèle  LR  &  la  parallèle  Lr  ne  font 
qu'une  feule  &c  même  ligne  ;  &  le  point  j  eft  le  m^me  que  le  point  R, 

30T.  Corollaire  IIL  Donc  ,Ji  deuxjecanus  égales  AV,  AN  j 
font  menées  d^un  même  poir\t  ;  &  qu  après  avoir  mené  les  diagonale f 
MN,  TV,  on  mené  par  le  point  Roue  lies  fe  coupent  j  une  droite  HB 
parallèle  à  la  droite  VT  qui  pajfevar  les  extrémités  des  fécantes  ;  les 
points  Jfl  ,  B  j  de  la  droite  HB  ,  feronp  les  points  d* attouchement  des 
deux  tangentes  égales  quon  p  emmener  du  point  A.  Car  on  prouvera 
jcom me  ci-devant ,  que  les  deux  fécantes  AV ,  AN ,  fçnt  cQupées  iiar-i 
^uniquement  pairie  cercle  &  la  droite  HB ,  &c.  {fig.  188.) 

Proposition     L  X  X  V  I  I  !• 

«■  ' 

^03..  Su^j^ojant  toujours  la  um^emc  AB  ,  la  fécante  AD  f<tf  pajji 

i  ............     . 
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— *•*— "^  I    I      I  ■  .■  I    I     II  <■  I    J         ■  ■     ■  •        I      ■   I         ■  IMII»  ,  , 

par  le  centre  ^  &  la  perpendiculaire  BRH  données  ;  fi  du  point  A  on 
mené  une  droite  indéfinie  XL  y  parallèle  à  la  perpendiculaire  BRH, 
ù  que  d'un  point  quelconque  Q  pris  fur  cette  parallèle  ^  on  mené  une 
^  fécante  CN  qui  pafife  par  le  point  K  ;  cette  droite  CN  fira  coupée 
harmoniquement par  la  circonférence  &  la  droite  BH.(  fig.  185.  ) 

DÉMONSTRATION.  Dcs  points  M ,  N ,  je  mené  les  droites  MT, 
NV ,  parallèles  ;  &  par  les  points  M ,  V ,  N,  T ,  les  droites  VA^N A, 
qui  feront  deux  fëcantes  égales  qui  palTeront  par  le  point  A,  &  qui 
feront  divifées  harmoniquement  par  la  circonférence  &  la  perpendî- 
laire  HB  (298)^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  droites  MT,  HB, 
Ainfî  dans  Tefpace  parallèle  XZVN ,  la  fécante  A V  étant  divîft'c 
harmoniquement  par  les  droites  MT,  HB,  parallèles  aux  paral- 
lèles XZ ,  VN;  la  droite  CN  ,  comprife  dans  ce  même  efpace,  doit 
être  coupée  en  même  raifon  parles  mêmes  parallèles  MT,HB  (1^3): 
&  par  conféquent  nous  avons  CM.  MR  :  :  CN.  RN.  Ce  qu'il  falloit 
démontrer. 

303.  Corollaire.  Si  d^un  point  quelconque  C  delà  droite  XL 
parallèle  à  BR,  on  mené  deux  tangentes  CP,  CQ ,  &  la  droite  PQ 
qui  joint  leurs  points  d! attouchement  ;  cette  droite  PQ  paffe  par  le 
point  R.  (  fig.  1 90.) 

Démonstration.  Menant  la  fécante  CN  qui  'pafle  par  le  point 
R  ;  cette  droite  eft  coupée  harmoniquement  en  M ,  R,  N  (302);  & 
k^  trois  parties  font  CM,  MR,  RN.  Or  ,  fi  on  veut  que  la  droite 
PQ  ne  paffe  pas  par  le  même  point  R  ;  cette  droite  coupera  donc  la 
fécante  CN  en  un  autre  point  quelconque  x  :  &  comme  PQ  eft  la 
même  que  la  perpendiculaire  qu*on  meneroit  du  point  d'attouche- 
ment P  fur  la  fécante  qui  partant  du  point  C ,  paÔeroit  par  le  cen- 
tre (  293)  ;  la  droite  feroit  auffi  divifée  harmoniquement  aux  points 
C ,  :r,  N;  &  fes  trois  parties  feroient  CM,  M;v,  :cN.  Mais  la  pre- 
mière partie  CM  de  ces  trois ,  eft  la  même  que  la  première  partie  CM 
des  trois  précédentes  :  donc  les  deux  autres  Mjc,  a:N,  doivent  être 
égales  chacune  à  chacune  aux  deux  autres  MR ,  RN  ;  &  par  confé- 
quent le  point  R  &  le  point  x  ne  peuvent  être  difterens ,  &  la  droite 
PQ  doit  palTer  par  le  point  R. 

RHMARquB.  On  peut  prouver  avec  la  même  facilité  ,  Finverfe  de 
cette  propofition  :  c'eft-à-dire  i\ia&fi  par  le  point  R  on  mené  une  corde 
quelconque  QP ,  &  que  de  fies  extrémités  P ,  Q^^on  mené  deux  tan^ 
gentes  QC  ^  PC  ;  cw  tangentes  fi  couperont  en  un  point  Cde  la  ligne 
XZ.  (fig.  19p.) 

TOMB  I.  T  t 
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Car  Ci  elles  fe  coupoient  en  un  point  a ,  en  deçà  ou  en  delà  de 
RZ  ;  la  fècante  aN ,  menée  du  plkic  a  par  le  point  R  ^  fefoit  cou-* 
pée  harmoniquement  par  la  circonférence  &  la  droite  PQ  qui  joint 
les  points  Id'attouchement  P ,  Q  ;  &  (es  trois  parties  feroîent  aM , 
MR,  RN.  Or,  comme  cette  même  fécantc  ^N  couperoir  XZ  en 
quelque  point  C,  &  que  la  ligne  CN  feroit  auflî  coupée  en  trois 
parties  harmoniquement  CM,  MR,RNj  nous  aurions  deux  lignes 
tfN,  CN,  coupées  toutes  les  deux  harmoniquement,  &  qui  auroient 
deux  parties  MR,  RN  communes,  &  dont  cependant  les  deux  troi- 
fiemes  aM,  CM,  ne  feroient  pas  égales  :  ce  qui  eft  impoUible  (207)^ 
Donc ,  afin  que  dti  foit  divifee  harmoniquement,  enforte  que  MR^ 
RN,  foîent  deux  de  fcs  parties j  il  faut  néceflàirement  que  aM  foit 
égal  à  CM,  &que  les  points  a  ,  C ,  ne  foient  qu'un  même  point  de 
la  ligne  XZ. 

Proposition    LXX'IX- 

304,  Suppofant  encore  la  tangente  AB,  la  fécante  AU)  qui  pajjt 
par  le  centre  ^  &  la  perpendiculaire  BRH  ,  données  ;Jî  ton  ment  deux- 
fécantes  inégales  A  V ,  AN  ^  &  quon  joigne  leurs  points  de  divijion^ 
par  des  droites  TM ,  EL,  NV  ;  ces  droites  étant  prolongées  Je  eou-^ 
peront  en  un  même  point  fur  la  perpendiculaire  BH  prolangée  de  part 
&  d^autre^  (  fig.  191.) 

• 

DjSmonstration.  Les  lignes  TM ,  EL,  NV,  ne  font  pas  paral- 
lèles entre  elles  :  car  les  deux  TM,  NV ,  feroîent  perpendiculaires 
fur  la -droite  AD  qui  paffe  par  le  centre;  à  caufe  que  EL  eft  perpen- 
diculaire fur  AD,  D'où  il  fuivroit  que  TM ,  NV ,  feroient  divifées 
chacune  également  par  AD,  de  même  que  leurs  arcs  ;  &  queparcon- 
fëquent  les  fècantes  AV,  AN  y  feroient  égales (236)  :  ce  qui  eft  contre 
la  fuppofitîon.  Cela  pofé , 

Fulfque  les  fécantes  AN,  AV,  font  &v\{its  harmoniqucmen r 
par  la  circonférence  &  la  droite  BH ,  &  qu'elles  ont  un  point  com- 
mun A  ;  les  droites  TM,  EL,NV,  qui  joignent  leurs  autres  pobts 
de  divifîon,  font  parallèles  entre  elles ,  ou  doivent  fe  couper  routes 
en  un  même  point  lorfqu'on  viendra  à  les  prolonger  (211).  Ornous 
venons  de  voir  qu'elles  ne  font  pas  parallèles  :  donc  elles  fe  coupenr 
en  un  même  poinL  Mais  cela  ne  peut  le  faire ,  à  moins  que  les  deux 
lignes  TM ,  NV ,  prolongées ,  ne  coupent  en  un  même  point  la  ligne 
EL  prolongée  :  donc ,  &c.  C.  Q.  F,  D.      . 

Proposition    LXXX. 
305.  Pofant  toujours  que  la  tangente  AB,  lafécante  AD  qtd  pajfc 
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far  le  centre^  &  la  perpendiculaire  BH ,  foient  données  ;  Ji  /V«  pro*%- 
lon^e  BH  de  part  &  a  autre  ,  &  tfue  d'un  point  quelconque  I  Je  jet 
prolongemens  ,  on  mené  deux  tangentes  IM ,  IV  ;  /<ï  ligne  VM  qui 
joint  les  points  iC  attouchement  étant  prolongée,  paffera  par  k  point  K^ 

DEMONSTRATION,  Jc  metic  du  point  A ,  une  autre  fécante  APQ  : 
du  point  I  par  le  point  P  ^  où  cette  fécante  coupe  le  cercle  ^  je  meno 
la  droite  IPTquî  eft  auflî  une  fécante  :  enfin  du  point  A,  par  le 
point  T,  je  mené  une  fécante  ATN.  Les  deux  fècantes  AQ,  AN  , 
font  divifëes  harmoniquement  par  le  cercle  &  par  la  droite  BH: 
&  comme  elles  ont  un  point  comniun  A,  &  que  les  deux  lignes 
TP,  BH ,  qui  joignent  quatre  de  leurs  points  de  divifion,  fe  coupent 
len  un  point  I;  la  ligne  droite  NQ  qui  joint  leurs  extrémités  N,  Q, 
doit  pafTer  par  le  même  point  I.  Cela  pofë^ 

Les  fècantes  IT ,  IN ,  font  coupées  harmoniquement  par  le  cercle 
&  par  la  droite  MV  qui  joint  les  points  d'attouchement  des  tangentes 
IM ^ IV qui  partent  du  même  point I(3i6);&les  droites PQ ,  NT 
qui  pafTent  par  quatre  de  leurs  points  y  te  coupent  au  point  A  :  donc 
la  droite  VM  qui  paiTe  par  les  points  V^  M^  paiTe  auffi  par  le  point  A^ 
Ce  qu'il  falloir  démontrer. 

Remarque*  On  peut  prouver  trbs-facîlcrficnt  Tinverfè  de  cette 
propofirion  :  c'eft-à-dirc  o^à fi  des  points  M,  V,  A  la  partie  imi*^ 
rieure  MV  d^une  fecatue  VA  qui  pajfe  par  le  point  A  ,  un  mené  deux 
tangentes  j  ces  tangentes  Je  couperont  fur  la  perpendiculaire  BH  pro-; 
lon^e.  {  fig,  1 9  2.  )    , 

Car,  fuppofons  pour  un  moment  que  le  poinjt  I ,  où  les  tangentes 
VI,  MI,  fe  cottpenc,  ne  fok  point  fur  le  prolongement  de  BH  :  \t 
mené  par  ce  point  I,  une  fécàntc  IPT  qui  coupe  le  cercle  en  P  &  T, 
iSc  qui  eft:  coupée  harmoniquement  par  la  circonférence  &  par  la 
droite  VM  qui  joint  les  points  d'attouchement  V,  M.  Du  point  A^ 
par  les  point»  P  &  T ,  je  mené  deux  autres  fècantes  AQ ,  AN  ;  & 
par  rextrèmifé  N  de  la  dernière  AN  ^  je  mené  la  drcHte  NI.  Le» 
deux  fècantes  IT ,  IN  ^  font  cc^ipées  harmoniquement  par  le  çerclç 
àc  la  droite  VM  A  qui  joint  les  {Mines  d^artouchefli^ût  V ,  M|  des 
tangentes  IM ,  IV  menées  du  même  point  I  :  &  comme  les  drovta 
VMA,  NTA,  qui  joignent  quatre  points  de  clîvHiûn  de  ces  deux 
fécariMS.  IT,  IH  y  paâênc  par  le  point  A  ;  la  lîg^e  QP  ^i  joint  lu 
p€>mcs  Q  y  P,  paâ&  anHl  par  le  même  poiiie  A.  (  zi  i.  ) 

Aî*rm  les  droites  APQ  ^  ATN  étant  deu^  fécames  qui  partent  iii 
poîfic  A  y  font  dîviûbs  harmoQiquemenp  pay  la  cwçoivféiience  &  k 

•    ; TCtt 
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droite  BR  ;  &  à  caufe  que  les  lignes  TP ,  NQ  qui  joignent  quatre  de 
leurs  points ,  paflcntpar  le  point  I  ;  la  ligne  BH  ^  qui  joint  deux  autres 
de  leurs  points, doit  paffer  auffi  par  le  point  I.  Par  conféquentle  point 
I,  où  les  deux  tangentes  MI ,  VI ,  fe  coupent,  ne  peut  pas  être  hors 
de  la  droite  BH  prolongée ,  comme  on  le  fuppoferoit. 

Proposition     LXXXI. 

* 

30^.  Suppofant  encore  la  tangente  AB^  lafécante  AD  qui  pajfe 
par  le  centre ,  &  la  perpendiculaire  BH  données;  fi  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  partie  extérieure  AS  de  la  Jecanu  prolongée  fi  ton 
veut  au-delà  du  point  A  ,  on  mené  une  droite  y[P  parallèle  à  la  tan- 
gente AB  ^  &  qui  Je  termine  fur  la  droite  BKproiongée  s'il  le  faut 
au-delà  du  point  É  ;  le  quarré  de  cette  droite  rM  jfira  toujours  plus 
grand  que  lereSangle  de  lafécante  MD  quelle  coupe  par  fa  partie  ex- 
térieure MS.  (  fig.  1 93  3  1 94.  ) 

DjSmonstration,  Du  point  B  ,  je  mené  aux  extrémités  du  dia- 
mètre SD,  les  droites  BS,  BD  ;  &  du  point  P ,  les  droites  PV ,  PN 
parallèles  à  BS,  BD  :  je  prolonge  AB ,  en  Z  ;  Ôc  MP  en  X. 

Les  triangles  femblables  ABÎ),  MPN  ,  donnent  AB  .  AD  :  :  MP  . 
MN";  &  à  caufe  des  triangles  femblables  ABS ,  MPV,  nous  avons 
AB  .  AS  :  ;  MP .  MV.  Multipliant  donc  les  termes  de  cette  propor- 

tion  par  ceux  de  la  précédente ,  nous  aurons  AB  .  AD  x  AS  :  :  MP . 

MNxMV.MaisÂB=ADxAS(27i):doncMP'=MN  xMV. 
Ainfi  il  ne  s'agit  plus  que  de  faire  voir  que  MN  x  MV  cft  plus  grand 

queMDxMS.  "  *  .  ., 

P.  Dans  la  figure  193,  l'angle  du  fegment  ABS  vaut  la  moitié  de 
Tare 5S  (2^3);  &  Tangle  à  la  circonférence  SBH  vaut  la  moitié  de 
Tare  BH  (252)  égal  à  l'arc  SB  ;  à  caufe  du  diamètre  SD  perpendicu- 
laire fur  la  corde  (224)  :  donc  ces  deux  angles  font  égaux.  Or 
4'arigle  ABQ  cft  égal  à  fon  alterne  BQP  :  donc  les  angles  QBP  , 
BQP  font  égaux;  &  dans  le  triangle  ifofcele  BQP,  nous  avons  BP 
=  QP,  De  même  l'angle  du  fegment  ZBD  eft  égal  à  l'angle  à  la 
circonférence  HBD  ;  &  à  caufe  que  l'angle  ZBD  eft  égal^  ïbn  al- 
terne BXP ,  le  triangle  BXP  eft  ifofcele ,  &  donne  BP  =  XP  :  donc 

XP=:QP. 

Ainfî  les  trois  lignes  MQ ,  MP ,  MX ,  étant  en  progreflion  arithmé- 
tique, à  caufe  que  leurs  différences  XP,  QP  font  égales  ;  la  première 
eft  plus  petite  par  rapport  à  la  féconde ,  que  la  féconde  par  rapport  à 
latroifieme(2i^);  c'eft-k-dire,MQ,  MP<MP,  MX.  Mais  les 
trianglesfemblablesMQS,MPV^  donnent MQ.MP  :;  MS.  MV; 
&  dans  les  triangles  femblahles  MPN  i  MXD  ^  nous  avons  MF» 
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MX  ::  MN.  MD.  Mettant  donc  dans  MQ,  MP  <  MP ,  MX,  la  rai- 
fon  MS,  MV,  au  lieu  de  Ton  égale  MQ,  MP;  &  la  raifon  MN , 
MD,au  lieu  de  fon  égale  MP,  MX; nous  aurons  MS,  MV  <  MN, 
MD. 

Or ,  fi  ces  quatre  termes  étoient  en  proportion  ,  le  produit  des 
extrêmes  feroit  égal  au  produit  des  moyens  :  donc  puifque  MS ,  eft 
plus  petit  qu'il  ne  faut  pour  faire  qu'il  y  ait  proportion  ;  le  produit 
MS  X  MD  des  extrêmes,  eft  plus  petit  que  le  produit  MN  x  MV 
des  moyens,  c'eft-à-dire,  plus  petit  que  le  quarré  de  MP. 

II**.  Dans  la  figure  1 94,  menant  les  droites  BS,  BD ,  PV ,  PN , 

comme  ci-devant  ;  nous  trouverons  par  les  mêmes  raifonncmens  , 
— — — » 

PM  =  MV  X  MN  :  &  il  ne  s'agira  plus  que  de  prouver  que  MV 
X  VN  eft  plus  grand  que  MS  x  MD  :  ce  qu'on  fera  en  prolongeant 
SB  en  X,  &  DB  en  Q.  Car  les  angles  «BD,  HBD,  étant  égaux, 
comme  on  vient  de  voir  ;  leurs  oppofés  aux  fommets  QBA ,  QBP  , 
font  auflî  égaux  :  &  à  caufe  que  QBA  eft  égal  à  fon  alterne  BQP  , 
le  triangle  BQP  eft  ifofcele ,  &  donne  PB  =  PQ.  De  même  les 
angles  ABS ,  SBH  étant  égaux  ^  leurs  oppofës  au  fommet  ^BX , 
XBP  le  fcxit  aulli-^  &  à  caufe  de  l'angle aBX  égala  fon  alterne BXP, 
le  triangle  BXP  eft  ifofcele,  &  donne  PB=PX  :  donc  PQ  =  PX  , 
&  les  trois  lignes  MQ,  MP,  MX,  font  en  progreffion  arithmétique: 
ce  qui  donne  MQ ,  MP  <  MP ,  MX  ;  &  le  refte  de  la  démonftra-^ 
tion  s'achèvera  comme  auparavant.  C.  Q.  F.  D. 


■  ■    àa 


CHAPITRE      VIL 

DE  riNSCRIPTION  DES  POLYGONES  RÉGULIERS  DANS  UN 
CERCLE^  ET  DE  LEUR  CIRCONSCRIPTION  AU  POUR  DU  CERCLE. 

107.  \J  N  polygone  régulier  eft  injcrit  dans  un  cercle,  lorfque  tous 
les  angles  font  à  la  circonférence  de  ce  cercle  ^  &  il  eft  circonfcrit  ^ 
lorfque  tous  (es  côtés  touchent  la  circonférence. 

308»  PROffLÊME  L  Infcrire  im  triangle  équilatéral  dans  un  eercle 

Solution.  Je  mené  un  cfiametre  BD  ,  dont  je  coi^e  la  moitié 
OD  en  deux  également  en  IL  Par  le  point  R ,  je  mené  une  cord& 
AC,  perpendiculaire  furie  diamètre  ;,  &  des  extrémités  A ,  C,  de 
cette  corde ,  je  mené  k  l'extrémité  la  plus  éloignée  du  diamètre ,  les* 
droites  AB  ^  CB:  ce  qui  donne  le  triangle  équilatéral  ABC  demandéir 
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Pour  le  prouver ,  je  mené  la  corde  DC.  L'angle  à  la  circonférence 
BCD  étant  droit  (  151  )  ;  le  triangle  BCD  cft  rcflbangle  :  &  à  caufc 
de  la  perpendiculaire  CR ,  nous  avons  RD-  DC::  DC.  DB  (  170). 
Or ,  RD  =  î:  DB,  par  la  conftruftion  :  donc  ^  DB.  DC  :  :  DC.  DB  ;. 

d^où  Ton  tire  j-  DB  =  DC:  &  tirant  la  racine  quarrée ,  nous  aurons 
i  DB  ==  DC;  c'eft^a  dire ,  DC  eft  double  de  RD,  Mais  les  triangles 
Semblables  DRC ,  BRC ,  donnent  DR.  DC  :  :  RC.  BC.  Donc  BC 
eft  double  de  RC,  de  même  que  CD  eft  double  de  RD.  Or,  AC eft 
auffi  double  de  RC  (  224)  :  donc  BC  =  AC.  Mais  BC  =  BA,  à 
Ciufe  de  BD,  perpendiculaire  fur  le  milieu  de  AC  (  56  )  :  donc  les 
trois  côtés  AB ,  BC,  AC,  du  triangle  ABC,  font  égaux. 

« 

309.  CoROj-LAiRB  L  Le  côté  //erexagpne  infcrit dans  im  cercle, 
ejl  égal  au  rayon%  (fig.  ijj-) 

DÉMONSTRATION,  L'arc  ADC  eft  coupé  en  deux  également  par 
le  diamètre  BD  ,  perpendiculaire  fur  le  côté  AC  du  triangle  équila- 
téral  ABC  infcrit  au  cercle.  Ainfi  Tare  DC  eft  la  fixieme  partie  de 
la  circonférence  ;  &  la  corde  DC  de  cet  arc  eft  le  côté  de  l'exagonc 
qui  feroit  infcrit  au  cercle.  Or ,  nous  venons  de  trouver  DÇ  =  7  DB 
x:»îOD^  Donc,  &c^ 

310.  Corollaire  II.  Autour  et  un  cercle  donné  ABC,  circonf- 
frire  un  triangle  équilatéral.  (  fîg.  19^.  ) 

Solution^  Je  mené  le  diamètre  RM  que  je  prolonge  de  part  & 
dWre ,  faifant  RM  =  RO,  &  AN  =  AO.  Du  point  O ,  &  avec  le 
rayon  ON ,  je  çiécris  nn  cercle  NQMP  :  du  poinr  A,  je  mené  la  corde 
PQ>  perpendiculaire  fur  MN  ;  &  des  points  P,  Q,  je  mené  les  droites 
PM ,  QM  ^  qui  forment  avec  PQ ,  le  triangle  demandé, 

C^r  à  cçufe  de  OA =N A,  on  démontrera  comme  ci-deflus  (308  ), 
que  le  triangle  PQM  eft  équilatéral  &  infcrit  au  cercle  PNQM.  Ainfi 
les  cordes  PQ,  QM ,  MP ,  étant  égales  ;  les  perpendiculaires  OA , 
OB,  OC ,  menées  du  centre  O  fiir  ces  cordes ,  lèront  égales.  Or , 
Ja  perpendiculaire  OA  eft  le  rayon  du  cercle  donné  AB€  :  dom:  la 
prcomérenpe  dis  ce  cercle  palTe  par  \çs  autres  poipcs  A  9  B,  C. 

311.  Problême  II,  Infcrire  un  quarré  dans  un  cercle ,  &k  circons- 
crire autour  du  cercle,  (fi^^  197,  ) 

Solution,  F,  Je  mené  deux  diamètres  AC,  BD,  qm  fc  coupent 
I  aAgles  droits  ;  &  je  joints  îears  çxtrômités  par  les  droites  AH,  BC  , 
<!)D  »  DA ,  qui  forment  le  quarré  infcrir  demancîé.  Car  ces  qtiatrc 
•droites  foijten^t  de$  ai:çs  égaux ^  font  ég;âîcsi;  6c  iesas^fes  ABC, 
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BCD ,  &c  ,  font  chacun  droits  :  à  caufe  qu'ils  enibraffent  cKacuii 
une  demi-cîrconférence* 

IP.  Par  ïes  extrémités  A ,  B,  C ,  D ,  des  deux  diamètres  ;  je  mené 
des  tangentes,  qui  en  s'entrecoupant^  forment  un  quatre  HMNR 
.circonfo-it  au  cercle.  Car  les  droites  HM,  RN ,  étant  perpendicu- 
laires fur  BD ,  font  parallèles  à  AC  ;  &  à  caufe  qu'elles  font  corn- 
prifes  entre  \qs  droites  HR,  MN,  perpendiculaires  fur  AC,  elles 
font  égales  à  AC-  Par  la  même  raifon ,  les  droites  HR ,  MN ,  font  pa- 
rallèles &  égales  kBD.  Ainfi  les  quatre  côtés  HM,  MN ,  &c,  de  la 
figure  HMNR ,  étant  égaux  entre  eux,  &  les  angles  qu*ils  forment 
étant  droits  j  cette  figure  cft  un  quatre. 

31 2.  Problêmb  III*  Infcrirc  un  exagone  dans  un  cercle^  &  U  cir^ 
confcrire  autour  cTun  cercU.  (  fig.  1 98,  ) 

Solution.  I°.  Je  porte  fe  rayon  OA  fur  la  circonférence ,  de  A 
en  B ,  de  B  en  C,  &c;  &  joignant  les  points  de  divifion  par  les  droites 
AB,  BC,  &c,  j'ai  Texagone  infcrit  ABCDEF  :cc  qm  cft  éviderlt  ^ 
après  ce  qui  a  été  dit  ci-deflus.  (  305,) 

11°.  A  tous  les  fommcts  A ,  B  ,  C  ,  &c,  des  angles  de  Texagone 
infcrit;  je  mené  des  tangentes  au  cercle ,  &  ces  tangentes  en  s'eatre- 
coupant ,  forment  Texâfgone  cîrconfcrit  GHLMNK.  Car  les  cor  de» 
AB,^  AF ,  de  mente  que  leurs  arcs ,  étant  égales  \  Tes  angles  de  fèg* 
ment  HAB,  HBA ,  GAF ,  CFA ,  font  tous  égaux  entre  eux  ;  d\>i 
il  fuit  que  les  triangles  ifofceles  FGA ,  AHB ,  font  parfaitement 
igaux;  &  par  la  même  raifon,  les  autres  triangles  ifofceles  BLC, 
CMD,  DNE,.ERF,  font  égaux  entre  eux,  &  aux  deux  précédens 
FGA,  AHB.  Ainfi  les  cotés  de  la  figure  çirconicri te  étant  compofës 
chacun  de  deux  cotés  égaux  de  ces  triai^gles  ifofceles ,  font  égaux 
entre  eux ,  de  même  que  l'es  angles  qu'ils^  forment  :  6c  partant  la 
figure  cft  un  exagone  cîrconfcrit. 

313.  Remarque.  Lorfqu^un  polygone  efi  infcrit  dans  un  cercle  ^ 
on  peut  toujours  circonfcrire  à  ce  même  cercle  ,  un  polygone  fem- 
blable,  de  la  façon  que  nous  venons  de  faire  pour  Texagone.  C'eft 
pourquoi  je  n'en  parferai  plus. 

P  K  a  F  o  s  I  T  r  o  N    L  X  X  X  I  r. 

3 14.  Z^  quarn  du  pentagone  inscrit  dans  un  cercle^  efi  égal  â  ta 
Jomme  des  quarrés  du  côté  de  t  exagone  &  du  côté  du  décagone  infcrits 
dans  le  menu  çercU.  (fig.  199.) 

D^MONSTRATioK-  Soit  AB  le  côté  du  pentagpfK^  Te  dîvîlê  (on 
Arc  en  deux  également  en  C;  &  les  cordes  AC,  CB ,  font  égales 
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chacune  au  côté  du  décagone.  Je  mené  les  rayons  AO ,  BO ,  chacun 
defquels  eft  égal  au  côté  de  Texagone.  Du  centre  O ,  je  mené  fur 
AC  ^  la  perpendiculaire  OR  qui  divife  Tare  AC  &  fa  corde  en  deux 
également  (224).  Ainfi  menant  SC,  le  triangle  ASC  eft  îfofcele, 
&  femblable  au  triangle  ifofcele  ACB  ;  à  cau(e  de  Tangle  CAB 

commun  ;  donc  AS.  AC  :  ;  AC.  AB  ;  d'où  je  tire  AS  x  AB= AC. 
L'angle  SOB  embralTe  les  trois  quarts  de  l'arc  du  pentagone ,  & 
vaut  par  conféquent  54  dégrés  :  car  l'arc  du  pentagone  en  vaut  72. 
Or,  l'angle  ABO  étant  l'un  des  angles  fur  la  baie  du  pentagone^ 
vaut  auilî  54  dégrés  :  donc  le  triangle  SOB  eft  ifofcele ,  &  femblable 
au  triangle  OAB;  à  caufe  de  l'angle  commun  SBO.  Ainfî  SB.  BO 

:  :  BO.  AB  :  d*oii  je  tire  SB  x  AB  =  BO  ;  &  ajoutant  chaque  mem- 
bre de  cette  équation  à  chaque  membre  de  la  précédente  AS  x  AB 

B=rÂC ,  j'ai  AS  X  AB4-SB x  AB=ÂC  •+.'B0.  Or ,  ASx AB-f-SB 


xAB  =-  ABxAS  +  SB*;  &  AS-h  SB  =  AB  :  donc  ABxAB  ou  AB 


AC  H-  BO.  Ce  qu  il  falloît  démontrer. 

Proposition     LXXXIIL 

31 5.  Z^  côté  AB  iiu  décagone  infcrit  dans  un  cercle  ^efi  égala  la 
médiane  OR  du  rayon  OB  Mvifé  en  moyenne  &  extrême  raifon^ 
(fig.  200.) 

DEMONSTRATION.  Dans  le  décagone,  l'arc  AB  eft  la  dixième 
partie  de  la  circonférence,  &  vaut  par  conféquent  36  degrés:  donc 
des  extrémités  A ,  B ,  menant  Us  rayons  AO ,  BO  ;  l'angle  AOB 
vaut  36  dégrés;  &  les  deux  autres  angles  OAB ,  OBA ,  du  triangle 
ifofcele  OBA,  valent  chacun  72  degrés,  &  font  doubles  de  l'angle 
AOB  du  fommet.  Or ,  dans  tout  triangle  ifofcele  dont  chaque  angle 
de  la  bafe  eft  dpuble  de  l'angle  du  fommet ,  la  bafe  AB  eft  égale  à  la 
médiane  du  côté  OB  divifé  en  moyenne  &  extrême  raifon  (  196  ). 
Donc ,  &c-  C.  Q.  F.  D. 

316.  Problême  1.  Dans  un  cercle  donné  ^  infcrire  un  décagone 
(fig.  xoi.) 

Solution.  Je  mené  un  diamètre  AB  :  du  centre  O  j'éleve  le  rayon 
OÇ,  perpendiculaire  fur  AB  ;  je  coupe  le  rayon  AO  en  deux  éga- 
lement en  R  :  du  point  R  pris  pour  centre  ,  &  d'un  rayon  égal  k 
la  diftance  RC ,  je  décris  Tare  CH  qui  coupe  le  rayon  OB  en  H  ;  & 
la  droite  OH  eft  le  côté  du  décagone.  Ainu  en  portant  ce  côté  dix 
fois  fur  la  circonfére^ice ,  j'aurai  le  décagone. 

Car 
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Car  par  la  conftru£lion ,  fi  je  portois  OH  fur  le  rayon  CO ,  de  O 
en  S  ;  ce  rayon  feroic  coupé  en  S  en  moyenne  &  extrême  raifon , 
&  la  droite  SO  fcroît  fa  médiane  (  190  )  :  donc  SO  ou  OH  étant  la 
médiane  du  rayon  coupé  en  moyenne  &  extrême  raifon,  doit  être  le 
coté  du  décagone.  (31$.) 

317.  Corollaire.  Tbr^re  ligne  kH^  compojce  du  côté  AO  de  Vexa- 
gone  y  &  du  côté  OH  du  décagone  ^  ejl  coupée  en  moyenne  &  extrême 
mifoH  en  O.  (Jig.  201.  ) 

Démonstration.  Si  je  portois  OH  fur  AO ,  le  rayon  AO  fc- 
roit  coupé  en  moyenne  Se  extrême  raifon  ;  &  OH  fçroit  fa  médiane  : 
donc  fi  à  ce  rayon  AO ,  j'ajoute  fa  médiane;  la  ligne  entière  AH  eft 
encore  coupée  en  moyenne  &  extrême  raifon  (191.) 

318.  Problême  11.- Dans  un  cercle  donné  y  infcrire  un  pentagone. 
(%.  201.) 

Solution*  Je  fais  la  même  conftruâîon  que  j'ai  faîte  dans  le  prô- 
blê-me  précédent  pour  le  décagone  ;  &  du  point  C  au  pointH,  je  même 
la  droite  CH  qui  eft  le  côté  du  pentagone  demandé. 


-*-»     .■  ■  »% 


Car  le  triangle  reâ:angle  COH  donne  ÇH  =  C04-0H  (171). 
Mais  CO  eft  le  côté  de  Texagone,  &  OH  eft  le  côté  du  décagone  : 
done  CH  doit  être  le  côté  du  pentagone.  (  3 1 4-  ) 

319.  Problême  III.  Dans  un  cercle^  donné ,  infcrire  unpentadé- 
cagonCy  cejl'à'dire  une  figure  de  1^  côtés,  (fig.  202.) 

Solution.  Tinfcris  d^abordun  pentagone  ABCDE:  ènfiiîte  f  înA 
cris  dans  le  même  cercle  un  triangle  équilatéral  LDH ,  dont  le  fom- 
ijiej:  D  de  Tun  des  angles  f^it  le  même  que  le  fommet  D  de  Tun 
des  angles  du  pentagone;  &  la  corde  AL  eft  le  côté  du  pentadëca- 
gone  demandé  :  ce  que  je  démontre  ainfi. 

Du  point  D,  je  mené  le  diamètre  DM  qui  coupe  le  cercle  &  les 
deux  polygones,  chacun  en  deux  également.  Ainfi  le  c<>té  AB  du 
pentagone ,  &  le  côté  LH  du  triangle ,  étant  coupés  chacun  en  deux 
également  par  DM,  font  perpendiculaires  fur  DM ,  &  parallèles  entré 
çux  :  donc  AL  =  BH  (  262  ).  Or ,  l'arc  AB  du  pcptagone  étant  de 
72  dégrés  j  fa  moitié  AM  eft  de  36  :  de  même  Tare  LMH  du  triangle 
étant  de  i2q  deçrés ,  fà  moitié  LM  eft  de  Co  :  retranchant  donc  de 
Tare  LM,  l'arc  AM;  le  refte  AL  fera  de  24  dégrés.  Ainfi  divifant  la 
valeur  360  de  la  circonférence  entière  par  24  ;  le  quotient  1 5  fera 
voir  que  l'arc  AL  eft  contenu  i  <  fois  dans  la  circonférence.  Donc  •  &c. 

^ZQ.  Remar(h/e.  Si  Ton  coupe  en  deux  parties  égales  les  arfs 
ToMs  L  Vv 
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des  polygones  qu'on  vient  de  trouver ,  on  aura  des  polygones  qui 
auront  un  nombre  de  cotés  double.  Par  txemple^  le  quarré  donnera 
Fo<9x)gfone  ;  Toftogone  donnera  le  polygone  de  i  ^  côtés  ;  celui-c» 
dtemiera  lè  polygone  de  32  côtés ,  &  aînfi  des  autres. 

Mais  quant  aux  polygones  de  7  côtés ,  de  9  >  de  11,  &c;  il  faut 
néceiTairetïlënt  avoir  recours  à  la  géométrie  compoTée ,  &  ce  que  cette 
géométrie  nous  enfèigne ,  n*eft  gfueres  facile  à  mettre  en  pratique.  A 
la  vérité  quelques  Auteurs  nous  donnent  des  Méthodes  faciles ,  qui 
ne  font  que  des  approximations  ;  &  d^autres  nous  apprennent  à 
conftruire  des  courbes  nommées  quadratrices ,  par  le  moyen  def- 
quelles ,  il  (èmble  qu'on  peut  aifémènt  infcrire  tel  poïygone  que  Toa 
Voudra.  Cependant ,  fi  Ton  y  prend  garde  de  près,  tout  cela  n'a- 
vance de  rien  :  les  approximations  font  toujours  imparfaites  ^  &  les 
quadratrices  ne  pouvant  être  décrites  que  par  plûfieurs  points ,  font 
toujours  peu  exa£tes  ;  à  caufe  qu'il  n'eÂ  pas  poffible  de  trouver  ab- 
iolument  tous  leurs  points. 

Ainfi ,  ce  que  je  vois  de  plus  (ur  dans  ces  occafions ,  c'^eft  de  tâton- 
ner jufqu^  ce  qu'on  ait  trouvé  exaâement  le  polygone  qu'on  de- 
mande ;  ou  de  fe  fervir  du  compas  de  proportion ,  ainu  que  nous  Ven^ 
feignerons  dans  k  futte  ;  ce  qui  vaut  encore  mieux.     ^ 


«& 


CHAPITRE     VII  L 

DE  LA  TRIGONOMÉTRIE,  DE  LA  LONGIMÉTRIE^  ET  DU 

NIVELLEMENT. 

^21.  JL  A  Trigonométrie  eft  la  fcîence  qui  apprend  à  connoître  tous 
lès  côtés  &  les  angles  d'un  triangle ,  par  la  connoiflknce  de  quelques- 
unes  de  ces  chofes. 

322.  Il  faut  obfêrver  que  parmi  les  chofes  connues,  il  doit  y  avoir 
tout  au  moins  un  côté  :  car  j'ai  démontré  (loi  )  que  deux  ou  plû- 
fieurs triangles  peuvent  avoir  les  angles  égaux  chacun  à  chacun,  fans 
avoir  les  côtés  égaux. 

323.  Un  angle  aigu  ABC  étant  donné  (Jig.  201)  ,  fon  angle  de 
fuite  ABE ,  fe  nomme  complément  à  deux  droits  de  l'angle  ABC  : 
&  langle  DBA ,  qui  taanque  à  l'angle  ABC  pour  valoir  un  droit , 
fe  nomme  complément  à  l'angle  ABC.  Il  faut  prendre  garde  de  oc 
pas  confondre  ces  deux  fortes  de  complémens.  (*) 


*^ — 

(*)  Pour  éviter  l'équivoque  y  les  modernes  géomètres  nomment  eon^Umau  £un  éo^ 
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314.  (iC  fofpmec  3  de  Tangle  ABC  étant  au  centre  d'un  cercle .; 
la  pcrpçndiçulî^ire  A$  tir^  de  rexcrêmité  A  de  l'un  dç  (es, cotés  fut 
l'autre  BC,  fe  nqmme  Sinus  droit  ou  iîraplement  y&zx^  de  l'angle 
ABC  ou  de  Tare  AC  :  la  partie  SC,  que  cette  perpendiculaire  coupe 
du  côté  de  la  circonférence ,  eft  le  Jinus  verfe  :  le  côté  B A  ou  BC , 
eft  le  jînus  tarai  ^  ou  le  rayon  :  la  perpendiculaire  RC ,  élevée  à  Te^- 
crêmîté  C  du  rayon  BC,  jufqu'à  la  rencontre  du  rayon  B  A  prolongé, 
fe  nomme  la  tangente;  âc  h  droite  BR  eft  Isijecante.  (fig.  Z03.) 

32$.  ïl  faut  donc  diftineuer  hijîcanu  qu*on  emploie  dans  la  tri- 
gonométrie, d'avec  celle  dont  nous  avons  parlé  dans  le  Chapitre  d^i 
cercle  :  car  Tune  s'arrête  au  centre  du  cercle ,  &  l'autre  coupe  la  cic« 
conférence  en  deux  points. 

aa6.  Si  l'on  prolonge  le  finus  AS  d'un  ^le  ABC ,  iu(qu'à  ce 
.^u  il  coupe  la  circonférence  en  T;  la  corde  AT  fera  double  du  fînus 
AS  ;  à  caufe  que  la  perpendiculaire  BC  menée  du  centre ,  la  coupe  ea 
deux  également  ;  &  fon  arc  ACT  fera  double  de  l'arc  AC.  Ainfi 
l'on  doit  dire  que  le  finus  KS  (tun  an^le  ABC  ^efi  la  tnoitié  delà  cardi 
AT  quifi)utient  un  arc  double. 

327.  Corollaire.  Delà  il  fuît,  (Jig.  %oy) 

I^  Que  le  finus  de  l'angle  ABE  complément  k  deux  droits  de  l'an*  . 

Î^le  ABC,  ç(l  le  même  que  le  finus  de  l'angle  ABC.  Car  la  corde  AT  ^ 
outient  l'arc  A£T,  double  de  l'arc  AE  de  l'angle  ABE  :  &  par  con« 
féquent,  la  moitié  AS  de  cette  corde ,  eft  le  finus  de  Tangle  ABE. 

U^  Que  le  finus  de  l'angle  droit  DBC  eft  le  rayon  DB.  Car  ce 
finus  étant  prolongé  foutiendroit  la  demi-circonférence,  laquelle  efl: 
Rouble  de  l'arc  uC ,  que  l'angle  droit  embrafTe. 

328.  Le  finus  de  l'angle  ABI)^  complément  à  un  droit  de  Tangle 

AnC,  étant  la  perpendiculaire  AN  (324),  laquelle  eft  parallèle  & 

..égale  à  BS  ;  il  eft  clair  quey?  du  rayon  BC  on  retranche  le  finus  verfe 

^C  de  C  angle  ABC^  le  rejle  BS  ou  hUferg,  le  finus  du  complément  de 

f angle  AfiC 

3  29.  Rbmar(^ub.  On  a  calculé  les  finus ,  tangentes ,  &  fécaote^  d)S 
jtous les  degrés  du  quart  dç  cercle,  &  de  leurs  minâtes,  par  dés 
voies  aâèz  fimples  &  faciles ,  qu'on  trouve  à  la  tête  de  toutes  les  trir 
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gonométries ,  &  dont  il  feroit  inutile  de  parler  ici.  Or  ,  comme  on 
ue  pouvoir  faire  ces  calculs ,  fans  employer  la  règle  de  trois ,  qiii 
donne  fouvcnt  des  fraftiong;  ou  f  extraâîon  de  la  racine  quarrée, 
qui  Tic  peut  pas  toujours  fe  faire  exaâement  ;  on  a  fuppofé  le  rayon 
dirifé  en  dix  millions:  de  parties  :  afin  de  pouvoir  négliger  les  fraâions 
ou  les  reftes ,  lefquels  étant  au-deflbûs  de  Tùnité ,  ne  peuvent  ^mais 
valoir  la  dixième  millionième  partie  du  rayon  ;  ce  qui  peut  être  compté 
pour  rien.  Ces  calculs  faits ,  on  a  difpofe  en  colonnes  d'une  part  les 
finus,  tangentes,  &  fécantes ,  depuis  un  degré  jufqu  à  quarante^cinq, 
en  y  joignant  les  finus,  tangentes,  &  fécantes  des  minutes  de  chacun 
de  ces  degrés;  &  de  Tautre,  on  a  misauflîen  colonnes  les  finus', 
tangentes,  &  fécantes  des  complémens  des  degrés,  depuis  un  jufqu'l 
quarante-cinq,  en  y  joignant  aufli  les  finus,  tangentes,  &  fécantes  de 
leurs  minutes  :  ce  qui  eft  d'une  grande  utilité ,  à  caufe  qu'on  a  fouf-' 
vent  befoin  des  complémens. 

Or ,  il  faut  obferver  que  quoique  les  mefures  dont  nous  nous  fef- 
vons  pour  mefurer  un  rayon  ^  un  finus,  &c,  foient  différentes  de 
celles  qu'on  a  employées  en  calculant  les  tables  des  finus,  tangentes,  & 
fécantes^  cela  n'altère  en  rien  leur  rapport. Suppofons,  par  exemple, 
que  le  rayon  étant  divifé  en  cent  millions  de  parties,  il  le  trouve  une 
tangente  qui  n'en  contienne  que  cinquante  millions ,  &  qui  par 
conféquent  ne  foit  que  la  moitié  du  rayon  y  il  eft  clair  que  fi  je 
divife  le  rayon  &  la  tangente  en  pieds  ou  en  pouces,  le  nombre 
de*  pieds  que  la  tangente  contiendra  ,  ne  fera  que  la  moitié  cfa  nom^ 
bre  de  pieds  contenus  dans  le  rayon.  Ainfi  quand  les  tables  nous^ 
auront  fait  connoître  le  rapport  de  deux  lignes ,  fi  nous  connoijSbrïs^ 
la  valeur  de  Tune  des  deux  en  toifes ,  pieds ,  ou  pouces  ;  nous  trouve^ 
rons  aifément  la  valeur  de  l'autre  en  toifes ,  pieds ,  ou  pouces ,  par  le 
moyen  d'une  fimple  règle  de  trois.  Par  exemple ,  fi  la  tabte  nous 
donne  pour  la  tangente  cinq  millions ,  &  que  le  rayon  foir  de  dix 
toifes  J  je  dirai  :  comme  dix  millions,  valeur  du  rayon,  félon  les  table^^ 
cft  à  cinq  millions,  valeur  de  la  tangente ,  félon  les  mêmes*  tables^ 
ainfi  TO  toifes ,  valeur  du  rayon  en  toifes  ,  eft  à  un  qtSaFïîeme  terme 

ui  fera  la  valeur  de  la  tangente  en  toifes  ;  &  ce  quatrième  terine 

ëra  cinq  toifes ,  &  ainfi  des  autres^ 

FioPosiTiow    LXXXIV^ 

330.  Dam  tout  triangle  ABC ,  les  côtés  font  entre  eux  eoinntc  les 
finus  des  anghs  oppojes  a  ces  côtés,  (fig.  204.)^ 

DiMONSTR«^TiQN.  L'angle  ABC  étant  à  la  cir-conférence^  vdxt 


i 
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la  moitié  de  Tare  ARC  qu'il  cmbraffe  :  or,  le  côté  AC,  oppofé  à 
Tanele  ABC,  foutient  Tare  entier  ARC,  ou  le  double  de  Tare  qui 
meiure  Tangle  ABC  :  donc  la  moitié  du  côté  AC  eft  le  finus  de 
Tangle  ABC.  Par  la  même  raifon  la  moitié  du  côté  BC ,  eft  le  finus 
de  Tangle  opppofé  A  ;  &  la  moitié  du  côté  AB ,  eft  le  finus  de 
Tangle  oppofé  C.  Or,  les  côtés  AC ,  AB,  BC,  font  entre  eux  comme 
leurs  moitiés  :  donc  ils  font  entre  eux  comme  les  finus  des  angles 
qui  leurs  font  (^pofës.  C.  Q.  F.  D. 

Proposition     LXXXV. 

331^  Dan^  wut  triangle  fcalene  ABC  ,  la  fomme  de  deux  côtés 

AB ,  BC ,  ejl  à  leur  différence  ;  comme  la  tangente  de  la  moitié  de  la 

fomme  des  deux  angles  BAC  ,  BC  A ,  faits  fur  le  troijieme  côté  AC  ,' 

efl  à  la  tangente  de  la  moitié  de  la  différence  de  ces  mêmes  angles. 

(fig.2û^.) 

Démonstration.  Du  fomirlet  B  pris  pour  centrt ,  &  avec  un 
tayon  égal  au  côté  BC  ,  qui  eft  le  plus  grand  des  deux  côtés  AB  , 
BC  ;  je  décris  urt  cerde.  Je  prolonge  le  petit  côté  AB  de  part  & 
d'autre ,  jufqu'à  la  circonférence  !  ce  qui  donne  AD  égal  à  la  lomme 
AB  plus  BC  des  côtés  AB,  BC,  &  AE  égal  à  la  différence  de  ces 
mêmes  côtés.  L'angle  DBC ,  exferfie  au  triangle  ABC ,  eft  égal  k  la 
fomnïe  à^s  deux  angles  internes  oppofés  BAC,  BCA;  &  l'angle  à  la 
circonférence  DEC ,  étant  la  moitié  de  l'angle  au  centre  DBC,  vaut 
par  conféquent  la  moitié  de  Id  fomme  des  angles  BAC,  BCA.  Or, 
l'angle  BAC  externe  au  triangle  ACE,  vaut  les  deux  internes  oppd* 
fés  AÊC,  ACE  i  donc  ïa  différence  de  Tangle  BAC  à  Tangle  AEC, 
eft  le  petit  angle  ACE,  Mais  dans  le  triangle  ifofcele  EBC ,  l'angle 
BEC  étant  égal  à  l'angle  BCE;  la  différence  de  l'angle  ÇEC  à  l'angle 
BCA,  eft  encore  le  petit  angle  ACE  :  donc  puifque  l'angle  BAC  fur- 
pafTe  l'angle  AEC  du  petit  angle  ACE ,  &  que  l'angle  AEC  fur* 
pafte  Tangle  BCA  encore  du  petit  angle  ACE;  il  s'enfuit  que  la  dif- 
férence &s  angles  BAC,  BCA  eft  double  de  l'angle  ACE,  &  que 
par  cortfëquent  la  nroitié  de  cctre  différence  eft  l'angle  ACE» 

Du  point  Epris  pour  centre ,  &  avec  la  droite  EC  prife  porir 
rayon ,  je  décris  un  arc  CN,  &  je  mené  la  tangente  DC,  qui  Va 
aboutir  à  rcxtrémîtéde  la  droite  ED  ;  à  câufe  que  l'angle  droit  ECD 
doit  embrafier  une  demî-circonfërence.Du  point  C  pris  pour  centré^ 
&  avec  la  même  droite  EC  prife  pour  rayon ,  je  décris  l'arc  El  ;  &  fe 
mené  (a  tangentcEÏ*.  Ainfi  en  prenantLCJpour  rayon, TarcNC  eft  ïa 
mefure  de  l'angle  DEC  \  &  ïa  droite  DC  eft  fa  tangente.  De  même^ 
l'arc  El£  eft  la  mefure  de  l'angle  ECÎ,&  la  droite EF  eftfà  Éané^cfite  ;  ôf , 
les  tangentes' De,  ÈF,  ^tanf  paralieïeS  êûâre  elfes , à  caufe  qu'elles 


é 
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font  perpendiculaires  fur  £C  ;  Faagle  FED  eft  ^l  k  fcxn  «kenie 
EDC  Mais  l'angle  FAE  ^  égal  à  Faogle  DA£ ,  oui  lui  eft  qp^ 
pofé  :  donc  hs  deux  triangles  DAC  ,  FAE  font  leiiù^lables  9  & 
BOUS  avons  DA  .  AE  ::  DC .  £F;  c'eft-à*dîre>  la  fomoie  de$  coc^ 
AB^  BC9  eft  à  leur  dîfiiirence  A£y  comme  la  tangente  DC  de  la 
moitié  de  la  fomme  des  angles  BAC  ^  BC A  ^  eft  à  la  tangsa^  EF 
de  la  moitié  de  la  diffib^ence  de  ces  dem  angles*  C.  Q.  F.  D. 

Proposition     LXXXVL 

.  33  i.  Dans  tout  tripujglefçalene  ABC  1  le  pltts  grand  côté  AC ,  eft 
à  ta  fomme  AB  rH  BC  des  deux  autres  ;  çommç  la  différence  de  ces 
côtés  ^  efiàla  différence  des  fègmens  AR ,  RC  ^  du  grand  côté  AC, 
faits  par  la  perpendiculaire  BR  menée  de  V angle  oppofé.  (  fig.  %oG.  ) 

DiâMONSTRATiOK.  Du  point  B  pris  pour  centre ,  &  avec  le  rajron 
BC,  je  décris  le  cercle  CDSE ,  &  je  prolonge  le  çôti^  AB  jufqu'à  la 
circonférence  en  D.  Ainfi  j'ai  BD=BC9=BS  }  <k  partant  AB-^ 
SB  9  ou  AS,  eft  la  difFérence  des  cotés  AB,  BC /  &  AB -t-BD  04 
AD ,  en  eft  la  fbmme.  De  mênie,  à  caufe  de  la  corde  EC  divifée  ei^ 
deux  également  par  la  perpendiculaire  BR ,  j'ai  EH= RC  ;  &  par 
confëquent  AR — ER,  ou  AE,  eft  la  difFérence  des  (ègmens  AR, 
RC.  Or  les  fécantes  AC,  AD,  donnent  AC .  AD  :  :  A? .  AE  (273)  : 
donc  le  gn^id  côté  AC,  eft  à  la  fomme  AD  des  deux  autres;  comme 
leur  difFérence  AS ,  eft  à  la  diiFérenpe  AE  des  fegmeps  AR,  RC.  Çç 
^  qu'il  falloit  démontrer* 

J}B  L4  HJ^SOfirriON  DES  TRIANGLES  RECTAffGLES. 

333.  Problème  L  Connoiffant  thypotkénufc  AB  de  6^6  toijes  ^ 
fir  le  côté  BÇ  de  381^  ;  trouver  If  s  angles.  (  fig.  207.  ) 

Solution,  L  angle  ACp ,  oppofé  à  l'hypodiénufib ,  étant  droit , 
fon  fînu$  eft  égal  ^  rayon  &  vaut ,  félon  les  tables  10000000.  Or, 
i'hypothénufe  AB  ^  eft  aii  côté  BÇ  ;  comme  le  finus  de  l'angle  droit 
ACB  oppofé  à  I'hypothénufe,  eft  au  finus  de  Tangle  ÇAB  oppofé  au 
jcôté  CB  (  330  )»  Je  dis  donc  par  règle  de  trois  ;  636  eft  à  38^ ,  comme 
^oooooob  eft  à  |in  quatrième  terme,  lequel  en  faifant  la  règle  eft 
16069135  :  &  pherdiantçe  nombre  dans  la  colonne  des  finus  marquée 

degrés  2% 

Or  cet  an-^ 

retrandianc 

jdonc  de  90  degrés,  37  d^rés  22  minutes  j  le  refte  ^x  degrés  28 
piinutcs ,  eft  la  valeur  de  l'angle  CB  A. 
334*  Remasl<^ue.  Four  abréger  le  calcul ,  pa  rptrançhp  d^  r»yoa 
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des  finus^  des  tangentes  ^  &  des  fëcantes ,  deux  caraâeres  à  droite  ;  ea 
obfervant  que  fi  les  deux  caraâeres  qu'on  retranche  valent  plus  de 
50,  on  ajoute  i  au  dernier  caraâere  reftant  ;  &  en  voici  la  raifon. 

Soît  le  fînus  378^48^.  Suppofons  d'abord  qu'il  foit  378^400  j 
tandis  que  Ton  rayon  eft  1 0000000  :  il  efl  clair  qu'en  retranchant 
deux  zéros  de  part  &  d'autre  ,  c'eft  comme  fi  j'avois  divifé  l'un  &c 
Taufre  par  loû;  &  par  conféquent  le  rapport  du  fînus  3u  rayon ,  eft  le 
même  après  la  divifion  qu'il  î'étoit  avant  la  divifion.  Mais  fi  le  finus 
eft  378^486 ,  &c  que  je  divife  le  finus  &  le  rayon  par  100  ;  le  quotient 
du  finus  fera  378^4  avec  un  refte  ^y  qui  n*eft  pas  bien  éloigné  de 
valoir  I.  Ainfi,  fi  je  néglige  ce  refte ,  je  néglige  près  d'une  unité  ; 
&  comme  le  rayon  divifé  par  1 00  eft  1 00000  ,  l'unité  négligée  eft  un 
cent  millième  du  rayon  :  &  quoique  ce  cent  millième  ibit  peu  de 
chofè  ;  cependant  pour  plus  d'exaétitude  y  on  fait  fort  bien  d'ajouter 
une  unité  au  refte  du  finus^  &  de  dire  que  ce  finus  eft  3786$  y  plutôt 
que  378^4. 

Au  contraire  ,  fi  les  deux  derniers  cara^^eres  qu'on  tetrandie  du 
finus  y  font  au-dcftbus  de  cipquante  ;  alors  ces  deux  carafteres  valent 
moins  qu'une  demi-))nité  du  rayon**,  ou  que  la  moitié  d'un  cent  mil-- 
lieme  ;  6c  par  confëquent  on  peut  n^Iiger  cette  valeur  fans  craindre 
que  le  rapport  du  rayon  au  finus  en  (oit  fenfiblement  altéré. 

33$.  pROBLâMfi  IL  Connoijfant  le  côté  AC  de  ^^6  toifis  ^  & 
t angle  oppofé  B  de  33  deff^cs  48  minutes  ;  trouver  thypothénufe  AB. 
(  fig.  208.  ) 

Solution.  Je  dis  :  comme  le  finus  de  l'angle  B ,  qui  eft  dans  les 
tables  5  5  630  en  retranchant  deux  caraâeres  y  eft  au  finus  de  l'angle 
droit  C^  qui  eft  1 00000  en  retranchant  aufii  deux  caraâeres  ;  ainfi 
le  côté  AC  de  45  6  toifes  ,  eft  à  un  quatrième  terme  ,  qui  eft  l'hypo- 
chémife  :  &  la  règle  faite  y  je  trouve  que  cette  hypothénufe  vaut  020 
toifes. 

33^.  Problème  III.  Connoijfant  le  côté  AC  de  j^ë  toifes  ^  & 
t  angle  BAC  de  <^6  degrés  12  minutes  i  trouver  le  cote  BC  oppofé  à 
cet  angle.  (  fig,  209.  ) 

Solution.  Du  point  A  pris  pourcentrei  &:  avec  un  intervalle  égal 
au  côté  AC,  je  décris  Tare  CD.  Ainfi  prenant  AC  pour  rayon,  le 
côté  CB  eft  la  tangeitte  de  Tangle  A  :  c'eft  pourquoi  prenant  dans 
Its  tables  la  valeur  149378  dé  la  tangente  de  l'angle  A,  je  dis  :  le 
rayon  AC  de  1 00000,  félon  les  tables,  eft  à  la  tangente  CBde 
149378 ,  félon  les  mêmes  lablesjcomme  le  même  ray«n  AC  de4$â 
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toiles ,  clt  à  un  quatrième  ternie  qui  lera  la  valeur  en  toifes  de  la 
tangente  CB  :  &  la  règle  faite ,  je  trouve  68 1  pour  îa  valeur  de  CB. 

3Q7.  Problème  IV,  Connoiffant  le$  cotés  AC ,  CB  j  connaître  Us 
angles,  (fig.  aie) 

Solution*  Je  décris  Tare  CD  ;  par  conféquent  CB  eft  la  tangente 
de  Taiigle  A  9  &  AC  eft  le  rayon.  Je  dis  donc  :  comme  le  rayon  AC 
exi  toifes  eft  à  la  pangentç  CB  aufli  en  toifes  ;  ainfî  le  rayon  AC  de 
1 00000  y  félon  les  tables ,  eft  à  un  quatrième  terxne  qui  Içra  la  tan- 
gente CB  exprimée  en  parties  égales  à  celles  du  rayon  :  &  cherchant 
dans  les  tables  cette  tanj^entç ,  je  trouverai  k  quel  an^le  eUe  appar-* 
tient, 

338,  Problème  V.  Les  cotés  AC^  CB  étant  connus  ;  connoUre 
Fhypothénufe.  (  fig.  211.) 

Solution.  Je  cherche  d'abord  Tangle  A ,  par  le  problême  précé- 
dent :  après  qj^uoi ,  je  troijverai  Thypothénufe  ÀB  ,  comme  ci-deffus 

(330' 

DE  L4  RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  OBLIQIT ANGLES^ 

OU  QUI  NE  SONT  PAS  RECTA ^LES. 

330.  Problème  I.  Connoiffant  deujc  angles  C  ,  B,  fi*  le  côté  A3 
Qfpojé  à  Vun  dçs  angle^  connus  Ç  j  trouver  les  4^ux  aujLres  côfés.  (  fig, 
Î12.)' 

Solution.  Je  cherche  dans  les  tables  les  (înus  des  angl/es  CScB^ 
je  dis  :  comme  le  fînus  de  l'angle  C  oppofé  au  côté  connu  AB  j  eft 
finus  de  Tangle  B  oppofé  au  côté  inconnu  AC  ;  aînfî  le  côté  AB 
çft  au  côté  AC  :  &  faîfant  la  règle ,  je  trouve  la  valeur  de  AC, 

Les  angles  C  &  B  étant  connus ,  le  froifieme  eft  auffi  connu  :  puî(^ 
[u'il  eft  le  complément  à  deux  droits  de  la  fomnie  des  angles  C  & 
\.  Ainfi  je  dis  :  Je  finus  de  l'angle  C  oppofé  au  côté  connu  AB,  eft 
au  finus  de  Tangle  A  oppofé  au  côté  inconnu  BC  j  comme  le  côté 
ÀB  eft  au  côté  cherché  BC,  &c 

J40.  Problême  II.  Connoiffant  le  côté  AB  de  4^9  toifes ,  le  côté 
BC  de^^^^  y  &  l* angle  compris  B  de  (58  degrés ^  trouver  les  autres 
angles  &  le  côté  AC.  (  fig..  xi  31  )  ' 

Solution.  Par  la  propofîtion  8^  (33^)^  la  fomme  des  côtés 
AB ,  BC,  eii  \  leur  différence  ;  comme  la  tangente  de  la  moitié  de 
la  fomme  des  angle?  A >  C,  eft  à  la  tangente  de  la  moitié  de  leur  dif- 
férence. J'ajoute  donc  les  deux  côtés  4^9  &  584,  &  la  fomme  eft 
io<3  :  je  retranche  le  petit  du  plus  grand ,  &  la  différence  eft  11^. 

Or, 
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Or,  les  trois  angles  pris  enfembic  étant  de  180  degrés,  fi  j'en  re- 
tranche Tangle  B=68;  lerefte  112  eft  la  fomme  des  deux  angles. 
J'en  prends  la  moitié  ^6,  &  je  trouve  dans  les  tables,  que  la  tangente  de 
^6  degrés  eft  1482*56.  Je  dis  donc:  la  fommc  10^3  des  côtés  AB,  BC, 
ed  à  leur ditFérence  1 1<)  ;  comme  la  tangente  1482^6  de  la  moitié 
lie  la  fomme  des  angles  A ,  C,  eft  à  un  quatrième  terme  :  &  la  règle 
me  donne  i6î^6  y  qui  eft  la  tangente  de  9  degrés  12  minutes. 

Ainfi  j'ai  la  tangente  de  la  moitié  de  la  différence  des  angles  A, 
C  :  or ,  je  fais  que  la  moitié  de  la  fomme  de  deux  grandeurs  inégales , 
plus  la  moitié  de  leur  différence,  eft  égale  à  la  grande;  &  quQ  la 
moitié  de  la  fomme  moins  la  moitié  de  la  différence  eft  égale  à  la 
petite  (  Cale.  200).  Ajoutant  donc  à  ^6 degrés,  9  degrés  12  mi- 
nutes ;  la  fomme  6^  degrés  12  minutes  ,  fera  la  valeur  de  l'angle  A 
oppofé  au  plus  grand  des  deux  côtés  BC  :  &  retranchant  9  degrés 
12  minutes  de  ^6  ;  le  refte  ^6  degrés  48  minutes ,  fera  la  valeur  de 
l'angle  C  oppofé  à  Tautre  côté  AB. 

Les  angles  étant  ainfi  trouvés ,  je  dis  :  le  finus  de  l'angle  A  eft  au 
côté  CB  qui  lui  eft  oppofé  y  comme  le  finus  de  l'angle  B  eft  au  côté 
oppofé  AC. 

34T.  Probl^mb  IIL  Connoijpint  le  côté  AC  de  ^^S  toi/es  y  le  côté 
AB  de  23(3,  &  le  côté  BC  de  314;  connoitre  les  angles,  (fig.  213.) 

Solution.  Par  la  propofition  86  (  33^  )  >  l^  plus  grand  côté  AC 
eft  à  la  fomme  àts  deux  autres  AB ,  BC  ;  comme  la  différence  de 
ces  côtés,  eft  à  la  différence  des  fegmens  AE,  EC,  coupés  par  la 
perpendiculaire  menée  de  l'angle  B  fur  le  grand  côté  AC.  Or  la 
fomme  des  côtés  AB,  BÇ ,  eft  5<o;  &  leur  différence  eft  78.  Je  dis 
donc  :  le  côté  AC  =  348 ,  eft  à  la  fomme  AB  -h  BC  =  ^  50;  comme 
la  différence  78 ,  eft  à  un  quatrième  terme  :  &  la  règle  me  donne  123 
pour  la  différence  des  fegmens  AE ,  EC.  Mais  la  fomnie  des  fegmeng 
eft  ^48  ;  ajourant  donc  la  moitié  de  cette  fomme ,  à  la  moitié  de  la 
différence  1 23  ;  la  fomme  2^  5  7  fera  le  grand  fegment  EC  ;  &  re- 
tranchant de  la  moitié  de  la  lomme ,  la  moitié  de  la  différence  ;  le 
refte  w  2  r  fera  le  petit  fegment. 

Cela  fait,  j'ai  deux  triangles  reâangles  ABE,  BEC,  dans  chacun 
defqucis,  je  connois  Thypothénufe  &  un  côté  :  ainfi  je  trouverai  les 
angles  de  ces  deux  triangles,  de  même  que  ci-deffus  (333). 

342.  Remarque.  Je  n'entrerai  pas  dans  un  plus  grand  détail,  pour 
laifîer  aux  commençais  le  plaifir  de  réfoudre  eux-mêmes  les  autres 
cas  qui  peuvent  fe  préfenter.  Mais  JQ  ferai  obferver  que  fi  au  lieu  des 
lxnus.,.des  tangentes^  &c,  &;  des  grandeurs  exprimées  en  toîfes,^  on 
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mec  leurs  logarithmes;  on  abrégera  beaucoup  le  calcul^  6c  la  diifi- 
culte  des  c^éracions.  £a  voici  un  exemple  {fig.  aie.  ^ 

Soit  le  triangle  reâiangre  ABC,  dont  je  connois  l'angle  BAC  de 
^<>  degrés  12  minutes ,  &  le  côté  AC  de  45^  toifes.  Si  je  veux  trou- 
ver Tautre  côté,  je  dois  faire  cette  proportion  (  336  )  :  le  rayon  AC 
de  1 00000 ,  félon  les  tables  ,  eft  à  Ik  tangente  CB  de  149378 ,  feloif 
les  mêmes  tables;  comme  le  même  rayon  de  4.^6  toiles  ,  eft  à  un 
quatrième  terme  :  &  la  règle  me  donne  68 1  toifes  pour  la  valeur  de 
CB.  Or,  pour  faire  cette  régie,  il  faut  que  je  multiplie  149348  par 
4^  (> ,  &  que  je  divife  \t  produit  par  1 00000  :  ce  qui  ne  laiile  pas  que 
défaire  des  opérarionsun  peu  lotigùes,&:  qui  quelquefois^  devicnnentr 
fort  ennuyantes. 

Pour  éviter  donc  cet  embarras ,  je  cherche  le  logarithme  du 
rayon  qui  ett  1 00000000,  &  celui  de  la  tangente  149378  qui  efr 
1 01742873..  Ces  logarithmes ,  dans  les  tables  de  M..  Ozanara*,  fe 
trouvent  à  côté  de  leurs  finus>&  de  leurs  tangentes  :  ce  qui  ed  d'une 
grande  commodité.  Je  cherche  aiifli  dans  la  table  des  logarithmes^ 
des  nombres  ,  laquelle  fe  trouve  à  la  fuite  des  Tables  des  (inus,  le 
logarithme  26^89648  de  456.  Oi^,  lorfqu^on  opère  par  les  loga- 
rithmes ,  il  faut  faire  par  l'additioa  &  là  fouflraâion ,  ce  qu'oa  fe- 
roit  obligé  de  faire  par  la  multiplication  &  la  divifîoa  {c<ilc.  344)* 
C*eft  pourquoi ,  j'ajoute  enfemble  les  deux  derniers  logarithmes  que 
je  viens  de  trouver  ;  &  leur  fomme  eft  118332^21  :  j'en  retranche 
le  logarithme  loooooooo ,.  &  le  refte  eft  le  logarithme  283325^21  ,. 
lequel  étant  cherdîé  dans  les  tables  des  logaritnmes ,  appartient  au; 
nombre  681  ;.  &  par  conféquent  le  côté  cherché  BC,.eft^  de  681* 
toifes  ;  âc  ainfi  àes  autres. 

DE    LA    LO  NGI  M  È  T  R  I  £.. 

343^.  La  Longimétrie  eft  la  fcience  de  mefurer  fur  le  terneih  Tes» 
longueurs,  les  hauteurs,  &  les  profondeurs  acceflîbles  ou  inacceffi- 
blcs.  On  emploie  pour  cela  les  triangles  ;  &  on  en  mefure  les  anglcs> 
par  le  moyen  du graphometre ,  qui  eft  un  demi-eercle,  fur  lequel 
tous  les  degrés  font  marqués,  &  au  centre  duquel  eft  une  règle  tour- 
nante,, armée  àfes  extrémités  de  deux  pinules  ou  plaques  de  cuivre 
fendues  par  le  milieu  ;  afin  de  pouvoir  vifer  plus  fûremént  un  objet.. 
Ctt  ir.lirument  eft  fi  commun 3. qu'il: Ibtoit  inutile  d'en  faire  une  plus 
ample  defcription., 

344.  Comme  on  ne  mefure  ordînaîremenf  les  longueurs  fur  le  ter- 
rein  ,  que  pour  les  rapporter  fur  Iç.papier  ;  &  que  le  papier  eft  tou- 
jours beaucoup  plus  petit  que  le  terrein  qu'on  veut  repréfentcrj  il 
faut  néceflkirem^t  fe  ilervir  d'une  mefure  qui  foit  à  proportion  plus 
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petite  que  celle  que  l'on  a  employé  pour  mefurer  :  &c  c'eft  ce  qu'on 

fait  par  le  moyen  d'une  échelle  ou  d'une  ligne  droite ,  que  Ton  divife 

&  foudivife  proportionnellement  aux  divifions  &  (budivifions  de  la 

mefure  dont  on  s'eft  fervi.  Quand  l'étendue  que  Ton  veut  repréfentcr, 

eft  extrêmement  grande^  comme  feroit  une  grande  campagne  ;  on  j^ 

fe  contente  de  divifer  une  ligne  en  grand  nombre  de  parties  égales 

'qui  repréfentent  des  toifes  ;  &  Fon  néglige  les  pieds,  les  pouces  âé 

les  lignes  :  parce  que  ces  foudivifions  ne  (cauroient  être  fënfihles  fur 

ie  papien  Mais  fi  ce  qu'on  veut  r^péfenter  n^eâ  pas  d^une  grande 

étendue,  comme  (èroit  le  plan  d'une  msifbn,  d'un  jardin  9,&c;  alors 

il  nç  faut  point  négliger  les  jpi^ds  j  n}  les  pouces ,  &c;  &  P^}^  ^^ 

plus  grande  exaâitude ,  on  tera  Téchelle ,  ainfi  qu'on  va  voir  dans? 

le  problème  fuivanc 

345.  Problème  L  Conjiruire  un^  échfiUe  qui  repréfifue  dc^.  toi/es^ 
des  pied$ ,  dc$  pouces  &  des  UgficSi  (  fig^  ^14.  ) 

Solution.  Je  prends  une  liane  AB  que  jediôfçenpaptiesiégalesy 
par  exemple,  en  4,  qui  tiiepré^ntent  quatre  toi&s.  Je  divi^  la  qua- 
rrieme  XII£^,  en  6  parctes  égales ,  qut^repcéfeiiient  ,dqs  pieds  :  car  la 
toife  contient  6  pieds*  Jç  conflxuis  fur  AB^  un  reâangle  AB£H ,  en 
lui  donnant  une  hauteur  AH  à  volonté.  De  £ou}.les  points  de  divi- 
fion  deja  ligne  AB ,  Je  mené  des.  paraHelcs  à  la  ligne  AH  ;  &  par 
cette  conAruâson  >  il  (e  trouve  fur  la  quatrième  toife  IIîB ,  fix  petits 
jc(^angles  tous  égaux.  Je  mené  la. diagonale  IIIR  du  premier  de  ces 
rectangles;  &.diyirantfa  hauteur  IIIN.  en. douze  parties  égales,  je 
mené  par  les  points  de  divifions  des  parallèles  à  AB  :  ainfi  le  triangle 
IIINR  étant  coupé  par  1 2  bafi^  parallèles ,  c*cft  comme  fi  l'on 
avoît  dou^e  triangles  £bmblables.  qui  auroicÂt  leurs^  fommets  au 
point  III  ;  &  qui  par  conféquent/ aucoient  leprs*  bafe»  proportion- 
nelles à  leurs  hauteurs.  Or,  lesKauteurç  font  i ,  *  ,  3',  4 ,  &c,  juf- 
qu'à  12  ;  donc  la  premieœ  bafe  du  côté  dufonuBec  e^  i  ;  la*  féconde 
eft  jt  ;  la  troifiçme  eft.  3  ;  &:  ainfi  de  fuite,  jufqu?k  là  dernière  NR 
qui  eft  douze*  Or ^NRvautun  pied ,  fif  par-ccHiféquent  douzepouces : 
4Qnc la  preiniere^bafeida x:Qté dufommet vauCrun pouce , la feiconde 
eu  vaut.deux,  la  troifieme  en  vaut-trois^  &c.  I 

.  Qliiftfîje.veux.répréfenter  des  lignes,  je  prolonge  HE  en-S  juf- 
qu  à  ce  que  ES  foit  de  la  grandeur  d'un  pouce,  c'eft-à-dîre  de  la 
grarideur  de  la  première  baie  des  douze  triangles  (M-écédens  ;  &  du 
ppint  S  menant  la  droite  SB;  j'ai  un  autre  triangle  ESBÎ,  lequel  en  j 

prolongeant  les  parallèles  à  AB ,  fe  trouvera  coupé  par  12  autres- 
hgSes  parallèles  :  &  comme,  un  pouce  vaut  1 2  lignes ,  on  prouvera , 

X  X  i  j 
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comme  ci-delFus ,  que  la  première  des  bafes  du  côté  du  ibmmec  B , 
vaut  une  ligne,  que  la  féconde  en  vaut  deux,  &c. 
.  Cette  échelle  étant  conftruite,  fi  je  veux  prendre ,  par  exemple , 
%  toifes  trois  pieds ,  quatre  pouces,  je  mets  la  pointe  du  compas  fur 
le  point  I  de  la  droite  AB ,  &  je  Touvre  jufqu'à  ce  que  l'autre  pointe 
tombe  fur  le  point  3  marqué  fur  la  quatrième  toiie  UIB  ;  ainfi  j'ai 
2  toifes  3  pieds.  Je  porte  le  compas  ainfi  ouvert^  de  forte  que  l'une 
de  Ces  pointes  tombe  fur  le  nombre  4  marqué  fur  la  ligne  II  IN  ,  & 
que  l'autre  tombe  fur  quelque  point  V  de  là  ligne  4V  ;  &  fixant  la 
pointe  en  V ,  j'ouvre  le  compas  jufqu'à  ce  que  l'autre  pointe  tombe 
en  X ,  &  j'ai  la  grandeur  VX  qui  vaut  z  toifes  3  pieds  4  pouces  ;  & 
ainfi  des  autres. 

34(3. CoROLLAiRB.  Il  cft  aîfé  de  voir  que  parle  moyen  iunt 
ichelle  on  peut  repréfenter fur  Le  papier  telle  longueur^  &  telle  étendue 
de  terrein  que  ton  voudra  :  ce  qui  fe  fait  en  réduifant  cette  étendue 
en  triangles  ^  &  tranfportant  enfuite  ces  triangles  fur  le  papier. 

Car  luppofons  que  îles  côtés  d'un  triangle  que  j'ai  mefuré  fur  le 
terrein,  foient  l'un  dé  deux  toifes,  l'autrcide  trois  ,  &  le  troifieme 
de  quatre  .  Si  je  prends  fur  mon  échelle  trdt^  grandeurs ,  dont  l'une 
vaille  deux  parties  ou  toifes  de  cette  échelle,  l'autre  trois ,  &  la  troi- 
fieme quatre  ;  &  qu'avec  ces  trois  côté^,  je  décrive  uù  triangle;  ce 
triangle  fera  femblable  k  celui  du  terrein  :  puifque  les  cotés  du 
triangle  mefuré  fur  le  terrein  feront  enrre  eux ,  comme  les  côtés  du 
triangle  deffîné  fur  le  papier  :  &  ainfi  des  autres. 

347.  Problème  II.  Mefurerune  longueur  qui  n*efl  aceejjîhle  que 
par  tune  defes  extrémités,  (fig.  215.) 

Solution.  I°.  Soit  la  muraille  ABCD,  dont  on  ne  peut  approcher 
que  du  côté  de  A.  Je  prends  fur  le  terrein  deux  points,  dont  l'un  R 
foit  en  ligne  droite  avec  les  points  A,  B,  de  la  muraille  ;  &  l'autre  S 
foit  hors  de  l'allignement  &  aflez  écarté  de  R.  Je  pofe  mon  grapho- 
metre  en  S,  enforte  que  le  plan  de  l'inftrument  foit  horifontal  :  je 
vife  en  R  3  où  je  fais  mettre  un  piquet;  &  vifant  enfuite  à  l'extrémité 
de  Ig  muraille  en  M^  j'écris  Je  nombre  de  degrés  que  ces  deux 
rayohs  vifuels  embraffent.  Je  me  tranfporte  en  R ,  en  mefurant  la 
diftance  SR ;  &  portant  le  graphometre  en  R ,  je  vife  en  S  &  en  M, 
&  j'écris  le  nombre  de  degrés  compris  par  les  deux  rayons  vifoels. 
J'ai  donc  un  triangle  BRS  y  dans  lequel  je  connois  la  bafe  RS ,  & 
les  (Jeux  angles  fur  la  bafe  :  donc  l!angle  au  fommet  eft  auffi  connu , 
à  caufe  qu4I  efl:  le  complément  des'deux  angles  fur  la  bafe ,  &  par 
conféquent  je  n'ai  qu'à  dire  :  le  finus  de  l'angle  B  eft  au  finus  de 
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Tangle  S;  comme  la  bafe  RS  ett  au  côté  RB  :  &  ce  côté  étant  connu , 
fi  j'en  retranche  la  diftance  RA ,  le  refte  AB  fera  la  longueur  cher- 
chée de  la  muraille. 

Si  je  ne  veux  point  employer  la  trigonométrie,  je  fais  une  échelle, 
&  par  fc^i  moyen ,  je  tranfporte  fur  le  papier  la  bafe  RS.   Enfuire  '       ^  î^ 

avec  un  rapporteur  où  petit  demi-cercle  gradué ,  je  fais  en  R  &  en 

5  les  angles  que  j'ai  trouvés  fur  le  terrcin;  ce  qui  me  donne  le  petit 
triangle  ris ,  femblable  au  triangle  RBS.  Je  retranche  de  rh ,  la  va- 
leur ra  de  RA  ;  &  portant  le  refte  ab  fur  mon  échelle ,  je  trouve  la    . 
valeur  de  la  longueur  de  la  muraille. 

IP.  Si  je  n'ai  point  de  graphometre ,  ou  que  je  veuille  m'en  paflçr  ; 
^'e  prends  fur  l'alignement  RS ,  une  partie  RZ  de  quatre  toifes  ou  de 
cinq,  &c;  &  une  partie  SV  égale  à  RZ.  De  même  fur  RB,  je  prends 
RX=RZ ,  &  fur  SB  je  prends  ST=:SV.  Je  mcfure  XZ ,  &  VT  ;  ' 

6  par  conféquent  je  connois  les  côtés  des  deux  triangles  ZRX , 
VST.  Je  tran^orte  fur  le  papier  la  bafe  RS ,  par  le  moyen  de  mon 
échelle  :  je  prends  fur  rs  la  partie  r[  ,  &  la  partie  su  ,  chacune  de-  < 
quatre  toifes  de  mon  échelle  :  enfuite  avec  r{ ,  &  deux  autres  lignes 
rx  j:[X  ^  qui  contiennent  chacune  autant  de  toifes  de  mon  échelle  que 
les  droites  RX,  ZX,  en  contiennent  fur  le  terrein  ;  je  conftruis  le 
triangles  r^x  ^  qui  (c  trouve  femblable  au  triangle  RZX.  Je  fais  de  la 
même  façon  Je  triangle  w^r ,  femblable  au  triangle  VST;  &  prolon- 
geant les  côtés  rx^st ,  jufqu'à  ce  qu'ils  fe  coupent  en  i;  le  triangle 
r^s  eft  femblable  au  triangle  RBS  ;  puifque  les  angles  r^s ,  font  égaux 
chacun  à  chacun  aux  angles  R ,  S.  Ainu  retranchant  de  ri  ,  la  droite 
ra  d'uni  même  nombre  de  toifes  que  R  A  ;  le  refte  ab  porté  fur  mon , 
échelle  j  donne  le  nombre  de  toifes  de  la  muraille  AB. 

Cette  dernière  méthode  me  paroît  la  plus  commode ,  non-feule- . 
ment  parce -qu'elle  difpenfe  d'avoir  des  inftrumens  ;  mais  encore  , 
parce  qu'on  n'eft  point  obligé  de  mefurer  les  angles  qu'il  n'eu  pas    . 
toujours  aifé  de  prendre  avec  la  dernière  exaAitudc. 

348.  Remarque. Tai  dit  qu'il  falloitque  le  plan  du  graphometrfc 
fût  horizontal  :  car  comme  cet  înftrument  eft  toujours  élevé  fur  un  ' 
piquet  àu-deflus  du  terrein  ;  il  eft  vifible  que  fi  Ton  vifoit  au  pied  de 
la  muraille,  les  rayons  vifuels  feroicnt  plus  longs  que  les  diftances 
SB ,  RB ,  &  que  les  angles  changèroient.  C'eft  pourquoi  s'il  falloit 
vifer  néceflairement  en  B  ^  comme  lorfqu'il  s'agît  de  mefurer  une 
longueur  fans  hauteur  ;  on  ferpit  mettre  fur  l'alignement  du  rayon    ,  | 

vifuel ,  quelques  piquets  :  apr^  quoi  j'^remettant  l'inftrument  dans  fa  1 

pofîtion  horizontale  j  on  viferoît  félon  cet  alignement,  &  feîon  l'a-    . 
lignement  RS^  pour  mefurer  l'angle  fait  en  S^  &  ilfaudroit  faire 
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la  même  chofe  en  R.  On  fe  j>eu£  tromper  fouvent ,  faute  de  faire  ac« 
tfcntion  à  cecL 

^aq.Fro  BLÊME  ILL  Mejurer  une  longueur  AB  inacceffièle  Je  toutes 

/j^rt^.  (ng,  216.) 

Solution.  P.  Je  prends  une  bafe  RS  fur  le  terreîn  :  du  point  S  je 
vife  en  R ,  en  A ,  en  D  ;  & jémefure  Jesângle$  RSA,  4SBi«  JÛu  point 
R  je  vife  en  S ,  en  R ,  &  en  4^  ;  &  je  mëluré  les  an^^Ies  âÎElB',  3RA» 
Ainfî  dans  le  triangle R4$,  la  bafe  ÏIS  6c  les  angles  liir  la  bafe , 
étant  connus  ;  la  trigonométrie  me  fera  cpnnoiitre  aifément  les  ootés 
RA  y  AS  9  &  je  connoîtrai  de  la  même  façon  les  côtés  RB ,  SB  du 
triangle  RBS.Far  conféquent  dans  le  triangle  ARB  y  les  cotes  AR, 
RB ,  étant  connus,  de  même  que  Tangle  compris  ARB;  il  fera  fk-^. 
cîle  de  conncHtre  la  bafe  AB.  (340.  ) 

IP.  Sans  trigonométrie  3  je  tranfpbrte  la  bafe  RS  furie  papier,  & 
les  angles  ARS  y  BRS  ^  BSR,  ASB  :  ce  qui  me  donne  les  triangles 
ARS^BRSyfemblables  à  ceux  du  terrein.  Ap^^^  quoi  menant:  \^ 
ligne  AB,  je  connoîs  par  mon  échelle  la  valeur  de  cette  ligne. 

III^.  Sans  inftrument ,  je  fais  fur  ï^  tranfportè  fur  le  papier ,  ài^% 
triangles  ARS ^  BRS  ^ femblables  aux  triangles  qui  font  furie  terrein , 
en  employant  la  troifieme  méthode  p-dçffijs  (347)  ;&  je  trouyp  A3 
4e  même  qu'auparavanr. 

3  Jo.  Problème.  IV^*  Mefurer  une  hauteur  acceJJihU  ou  inaçcef^ 
jZt/^.(fig.  217.) 

Solution.  P.  Je  prends  un  point  R  dans  la  campagne;  &  met- 
tant le  graphometre  dans  une  fituatîpn  perpendiculaire  à  l'horifon , 
en  forte  que  (on  diamètre  foît  horitontal ,  je  vife  par  le  diamètre  aji 

Point  M  ;  &;  tournant  la  régie ,  je  vife  au  fommet  B  ;  &:  je  meûtte 
angle  BHM.  SUppofant  donc  que  je  puifle  approciier  de  la  hauteur 


V 


de  BA. 

IF.  Si  je  dois  agir  fans  graphometre,  je  plante  un  piquet  TSentrç 
R  &  A,  à  trois  ou  quatre  tôif^  de  diftançe  ;  &  vifant  horifontale- 
ment  en  M,  &  enfuitè  eii  B ,  j'ôbferve  les  points  N^  S ,  ou  les  rayons 
vifuels  coupent  le  piquet  T^j;  &je  mefure  NS.  Je  porte  HM,  fur  up 
papier  ,  parle  moyen  de  mon  éaiellê  :  je  prends  mr  cette  ligne  une 
partie  égale  à  la  diûance  IÇ.T  ou  HNi  &  j'éjeye  en  N  la  perpendicu- 
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laire  NS,  égak  à  la  valeur  que  j'ai  trouvée  fur  le  piquet.  Après  quoi 
je  mené  HSB'^qui  coupe  la  perpendiculaire  MB  en  B  ;  &  portant  MB 
fur  l'échelle  ^  je  trouve  fa  valeur^  à  laquelle  ajoutant  la  valeur  de  MA^ 
j^i  la  hauteur  entière  A*B?. 

III*.  Si  le  pied  de  la  hauteur  AB  n'eft  pas  acceflîble^  je  prends  un 
autre  point  Z  qui  foit  en  ligne  droite  avec  les  points  A^R;*& 
après  avoir  fait  en  R  les  opérations  qu'on  vient  de  dire  ,.je  porte  le 

aphometre  en  Z  ;  &  vifant  en  M ,  puis  çn  B  ,  je  racf^re  Tangle 
FlVf  &c  la'  bafe  Fii-  Or  Tangle  FHB-  étant  le  conipjement  à  deux 
droits  de  Tangle  BHM ,  efl:  auflî  connu  :  donc  ,  dans  le  triangle 
BFH^  dont  la  bafe  &  les  deux  angles  fur  la  bafe  font  donnés,  je 
puis  aîfément  comioîrre  lé  côté  Bkj  à  par  le  mc^en  de  ce  coté  BH, 
&  de  Tangle  aigu  BHM ,  je  puis  connwtre  auffi  le  côté  BM ,  &c. 

On  peut  aifément  fè  fervir  de  la  troifîeme  méthode  d-deflùs  ^  pour 
et  cas-ci  3  de  même  que  pour  les  précédens^ 

351..  Problème  V.  Mener  une  ligne  parallèle  à.  une  ligne  AB 
inaccej[/ihle^{fig.xi2.y: 

Solution.  F.  Je  cherche  lalonguei»-  AB>  ainfî  qi|Ç  xi-  deflbs 

(349);  &  faifaiit  en  R  Fangle  VRO ,  égal  à  Tangle  RAB  que  j^ar 

xonnu  par  le  moyen  du  triangle  RAB;  la  ligne  ÂO  eftJa  parallèle 

demandée  :  k  caufe  qjue  les  angles* VRO,  RAB ,  du  mîêrae  côte  fwit 

égaux.  ..     •  ^.  T  . 

IP.  Si  je  ne*mte'(ers  point  df'ijiftru mens ,  fettanfporte  fur  le  papier^ 
la  bafe  RS^,  &  les,  triangles^  RAS^RBS  :  je  mené  enfuite  là  drdte 
AB ,  &  dû  point  R  la  droite  RO  paralïele  à  AB  ;  je  prends  fur  RO* 
&  RS  les  parties  RY,  RTi  égales  entre  elles ,  &  de  quatre  ou  cinq, 
toîfes  chacune ;&  je  mefure  par  le  moyen  de  mon  échelle,  la  droite 
TY^  Je  prends  fur  le  terreîn  la  partie  RT  de  quatre  toifes  ;  &  met- 
tant un  pigiuet  en  R,&*un  autre  en  T,  auxquels  j'attache  des  cof-^ 
deaux  ;  je  fais  le  cordeau  RY  de  quatre  toifes ,  &  le  cordeau  TY 
égal  au  nombre  de  toifes  que  j*ai  trouvé  pour  la-  valeur  de  TY.  Je 
tends  les  deux  cordeai^^ufaju\ce.que  Jeurs.  extrémités  fe  touchent 
en  Y;  &  le  triangle  RyX y  eft  fepiblable  a^  triv^gle  RYT  fur  le  pa- 
pier.. Aîn(î  RY  fur  le  pSiwèr  é  la  même  RY  fur 
fc  terrtin  fera  auflS  paranéîe  à  ABl 
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35a."PHOBLiMB  VI.  Lever  ïe  plan  tfttne  ff'amle  campoffu.  (fig. 
ai  9.) 

SoLV.TiON.Je  prends  une  bafe  AB ^  d-bù  j'obfet^e  plufieurs  points 
tels  que  C ,  D^  E->H  ,&c  ^  auxquels  je  vife  par  Jes  extrémités^,  B  de 
ma  bafe.  Ainfî  jepuisconnoîtreaifement  lesdiflances  CD,J)E>HG, 
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GF,  de  tous  les  points  qui  font  à  gauche  ou  k  droite  de  ma  bafe  ,  &  . 
leurs  diftances  aux  extrémités  de  la  bafe  rc'eft  pourquoi  j'aurai  les 
pofîtioQS  de  tous  ces  points.  Quant  au  point  L,  qui  eft  en  ligne  droite 
avec  la  bafe  AB ,  je  prends  une  autre  bafe  AM,  &c  de  fes  extrémités 

A ,  M ,  je  vife  aux  points  C ,  L  ;  &  par  conféquent  je  cohnoîtrai  comme 
ci-defliis,  la  droite  LC,  la  droite  LM,  &c  :  ce  qui  me  donnera,  lapo- 
fition  du  point  L.  Je  ferois  la  même  chofe  s'il  fe  trouvoit  du  côté  de 

B ,  un  point  qui  fût  en  ligne  »iîroite  avec  AB.  Tout  ceci  eft  fi  facile  ^ 
qu'il  fuffittl'en  indiquer  les  voies.  # 

3î3.PROBLéME  VIT.  Lever  leplan  £un  endroit  ferme ^  dans  lequel 
on  nefauroit  entrer.  (  fig.  220.  ) 

Solution.  I°.  Je  mefure  le  côté  AB  ,  &:  le  prolongeant  enfuite  en 
R  3  je  mefure  l'angle  extérieur  RBC,  &  le  côté  BCrce  qui  me  donne  • 
la  pofîtîon  des  deux  côtés  AB,  BC.  Je  prolonge  BC  en  S  ,  &  je  me- 
fure l'angle  SCt),  &  le  côté  CD  ;  ce  qui  me  donne  la  pofition  CD  ; 
&  j'achève  le  refte  de  la  même  façon. 

Liomme  la  muraille  BC  pourroit  empêcher  de  prendre  l'angle 
RBC  avec  le  graphometre  ;  il  faut ,  fur  le  prolongement  BRN, 
prendre  un  point  R,  d'où  l'on  mènera  une  droite  RH  parallèle  à 
BC;  &  l'on  mefurera Tangle  NRH, qui  eft  égal  à  Tangle  RBC,  & 
ainfi  des  autres. 

11°.  Si  je  veux  agir  fans  infiniment,  je  prends  fur  le  prolongement 
BR',  &  fur  le  côté  BC ,  les  parties  BP,  BM^  de  la  valeur  d'environ 
quatre  ou  cinq  toifes  :  je  mefure  la  droite  MP^  &  tranfportant  le  tout 
(ur  le  papier  par  le  moyen  de  mon  échelle  ;  j'ai  la  pofition  des  deux 
côtés  AB  3  BC  ;  &  je  fais  la  même  chofe  a  l'égard  des  autres  côtés. 

35^.  Problème  VIII.  Lever  le  plan  d'un  lieu  hors  duquel  on  ne 
peutfortir^  &  dans  le  milieu  duquel  on  ne  fauroit  pénétrer.  (  fig.  211 .)  * 

Solution.  Je  mefure  les  côtés  EA,  AB ,  &  l'angle  compris  A  ;  & 
le  tout  étant  tranfporté  fur  le  papier  j  j'ai  la  pofition  des  d^x  côtés 
£  A  y  AB  j  &  ainfi  des  autres. 

DU     N  I  V  E  L  L  E  M  E  N  T. 

35  «î .  Une  ligne  eft  dite  de  niveau  ^  lorfque  tous  ks  points  font  éga- 
lement éloignés  du  centre  de  la  terre  ;  &  comme  la  figure  de  la  terre- 
approche  beaucoup  de  la  figure  fphérique ,  il  s'enfuit  qu'une  ligne  de 
niveau  eft  une  ligne  circulaire.  '• 

3^6.  Si  Ton  plante  à  plomb  fur  la-furface  de  la  terre  ,  un  piquet 
•A^  (  y%.  222)  à  Textrêmité  duqiïd  on  ait  mis  une  lunette  ou  une 
règle  i  ^  5 ,  ijui  lui  foit  perpendiculaire ,  &  qu'on  vifè  à  travers  la  lu- 

....  :         :i   , .  nette 
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nette  ou  par  les  pinules  mifes  aux  extrémités  de  la  règle  >  un  objet 
éloigné  D  ;  le  rayon  vifuel  AD  fera  tangente  de  la  ligne  de  niveau 
ACy&s'en  écartera  d'autant  plus  qu'il  fera  plus  long.  Cependant 
comme  cette  ligne  AD  nous  paroît  horifontale  >  on  la  nomme  ligne 
de  niveau  apparent  ;  &  on  la  prend  même  pour  la  ligne  de  vrai  ni- 
veau AB  ^  lorfque  (k  longueur  AD  n'eft  pas  au-Kleffus  de  loo  ou  de 
1 1  o  toifes  :  parce  que  la  circonférence  de  la  terre  étant  extrêmeihcat 
grande  à  l'égard  de  loo  ou  1 1  o  toiles^  le  hauiTtment  BD  du  point  D 
du  niveau  apparent  au  -  deifiis  de  B  n'eâ  pas  iènfible.  Mais  lorfque 
\]a  ligne  AD  devient  plus  longne^  la  différence  BD  commencera  à 
fe  faire  fentir  ^À  l'on  doit  nécelutiremcnt  la  corriger  comme  on  verni 
bientôt. 

3^7.  Le  niveau  dont  on  ie  fert  le  plus  communément  ^  lorlqu'il 
ne  s'agit  que  d'une  didance  de  loo  ou  iio  toifes ,  eft  un  niveau 
d'eau.  Il  efl  cempofHd'un  tuyau  de  fer  blanc  ABCD(^j^.  ^^3)  >  ^^'^ 
courbé  à  fes  extrémités  ^  à  cnacune  defquelles  on  met  un  autre  petit 
tuyau  de  veii-e.  Au  milieu  O  ^  eft  un  autre  tuyau  de  ifer  blanc  qui 
lud  eil  perpendiculaire^  &c  dans  lequel  on  enchaffé  un  piquet  qu'on 
plante  à  plomb  fur  le  terrein.  Quand  on  veut  feTervir  de  cet  infini- 
ment ,  on  le  remplit  d'eau  ^  âl  alors  la  ûrface  d'ëau  RS  qui  paroît 
à  tcavers  le  tuyau  de  verre  mis  en  A  >  fe  met  de  niveau  avec  la  fur- 
face  d'eau  TX  qui  paroît  en  D.  L'expérience  nous  appreml  que  les 
liquides  qui  agiUent  librement,  fe  mettent  toujours  de  niveau  :  ainfi, 
fi  l'on  vile  de  R  en  X ,  le  rayon  vifuel  R  aura  fes  extrémités  R ,  X 
de  niveau  :  &  fi  l'on  vi£b  en  Z ,  la  ligne  RZ  fera  une  ligne  de  niveau 
apparent. 

3^8.  Les  autres  niveaux  dont  on  fe  fert  pour  les  diflances  plus  gran- 
des j  que  1 00  ou  no  toifes ,  ne  difïèrent  prefque  de  celui-ci ,  qu'en  ce 
qu'ion  emploie  des  verres  de  lunette  an  lieu  d'eau ,  pour  voir  plus  dif- 
tin£bement  les  objets  \  on  en  trouve  les  defcriptions  dans  le  traité  de 
nivellement  de  M.  Picard  mis  au  jour  p^r  M.  de  la  Hire^  dans  celui 
de  BuUet^  &c  dans  plufîeurs  »utr8s  ouvrages. 

3^9.  Le  nivellement  fe  nomme  fimple,  lorfqu'il  peut  fe  faire 
d'un  feul  coup  iie  niveau  ^  &  on  le  nomme  compofé ,  lorfqu'il  efl 
4iéceilaire3e  donner  plufieurs  coups  de  niveau ,  pour  parvenir  à  ce 
qu'on  cherche. 

360.  Problêmb  I.  Deux  points  A  ,  B,  étant  donnés  fur  le  ter^ 
rein  ;  trouver  Ji  ces  deux  points  font  de  niveau  ,  ou  lequel  des  deux 
ejlpLus  éloigné  du  centre  de  la  terre  ,&  de  combien.  (  fîg.  2x4.  ) 

Solution.  Suppofons  d'abord  que  la  diflance  AB  nefoitpasau* 
TomeL  y  y 
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deffus  de  loo  ou  iio  toifes.  Je  mets  le  niveau  en  A^  &  j'envoie  en 
B  un  homme  à  qui  je  donne  une  double  toife  qu'il  doit  mettre  à 
plomb  en  B,  &  un  carton  fur  lequel  eft  une  grande  ligne  noire ,  Se 
je  lui  ordonne  de  faire  glifTer  ce  carton  le  long  de  la  double  toife  ^ 
enforte  que  la  ligne  noire  foit  toujours  perpendiculaire  fur  la  toife. 
Je  vifc  par  les  furfaces  R ,  S  de  l'eau  ;  &  lorfque  je  m'apperçois  que 
la  ligne  noire  du  carton  pafTe  par  rextrêmicé  T  du  rayon  vifuel 
RST ,  je  fais  figne  à  mon  aide  de  s'arrêter ,  afin  qu'il  mefure  la 
hauteur  TB  y  &  je  mefure  en  même  tems  la  hauteur  VA  du  rayon 
vifuel.  J'ordonne  à  mon  aide  de  revenir^Ôc  fila  hauteur  TB  qu'il 
-  a  trouvée  fe  trouve  égale  à  la  mienne  AV,  les  deux  points  A,B 
font  de  niveau.  Car  les  points  VT, étant  également  éloignés  du  centre 
de  la  terre;  fi  de  ces  didances  égales  je  retranche  les  parties  égales 
VAyTB^  les  points  AB  feront  au(&  également  éloignés  du  même 
centre  ;  que  fi  la  hauteur  TB  efl  moindre  que  la  hauteur  VA  j  je 
retranche  TB  de  VA ,  &  le  refte  HA  fait  voir  que  le  point  A  eft  plus 
proche  du  centre  de  la  terre  que  le  point  B  de  la  quahtité  HA  ;  de 
il  eft  aifé  de  voir  ce  qu'il  faudroit  faire  fi  TB  étoit  plus  grand  que 
VA. 

Si  la  diflance  AB  (Jig.  ii^  )  efï  au-defliis  de  lOo  toiies  ^fans  être 
au-delTus  de  xoo  ;  je  coupe  cette  diftance  en  deux  parties  égales  AC^ 
CB,  &  mettant  le  niveau  en  C;.  je  vife  d'abord  du  point  R  par  le 
point  S  au  point  T;  enfuite  je  vife  du  point  S  par  le  point  H>&  fi  je 
trouve  que  les  deux  hauteurs  AH^^BT  fçient  égales,  les  points  A,  B 
feront  de  niveau.  Mais  fi  l'une  eft  plus  grande  que  l'autre  ^  je  retrai>* 
che  la  moindre  de  la  plus  grande ,  &  le  refte  me  fait  voir  de  com* 
bien  l'un  des  points  eft  plus  élevé  que  l'autre  ^  ou  de  combien  il  eft 
plus  élok^né  du  centre  de  la  terre. 

Que  fi  la  diftance  AM  eft  au-delTus  de  200  toifcs  ^  fe  la  coupe  en 
parties  égales,  dont  chacune  ne  foit  pas  au-defTus  de  loo,  par 
exemple,  en  trois  AC,  CB,  BM  ;  puis  mettant  mon  niveau  en  C^ 
je  nivelle  les  deux  points  A,  B,  après  quoi  mettant  le  niveau  en  B^ 
f  ëleve  les  points  B,  M,  &  ainfi  des  autres^ 

361.  Remarque.  Cette  méthode  eft  excellence  pour  fc  pafïet 
du  calcul  qu'il  faut  néceflàiremenr  faire  lorfqu'il  eft  queftion  de  cor- 
riger Terreur  des  coups  de  niveau  trop  étendus.  Mais  comme  elle 
oblige  à  multiplier  les  opérations ,  nous  allons  voir  de  quelle  manière 
ie  doivent  faire  les  correâions  dont  nous  venons  de  parler,. 

3<5i.  Problème  IL  CorrigerUs  erreurs  du  niveau  apparente  C^S* 
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uSoLUTiON.  Suppofonsque  le  cercle  ADI  repréfente  Ja  furface  de 
ia  terre.,  &  que  la  diftance  AD  des  deux  points  A,  D  qu^on  veut 
ràrcler ,  foit  de  «joo  toifes  :  le  niveau  apparent  AB  fera  la  tangente, 
&  la  droite  BOI  menée  par  le  centre ,  fera  la  fécante.  Amh  nous 
aurons  BP .  B  A  :  :  BA  .  BI  (  271  ).  Or  ^  la  partie  DB  de  la  fécante 
étant  extrêmement  petite  à  l'égard  du  diamètre  DI  de  la  terre ,  on 
peut  la  négliger  3  &  par  conlequent  DB .  BA  ::  BA  .  DI;  d'où  je 

tire  DBxDI  =  BÂl&DB  =  ^:c'eft-à-dire  que  fi  on  dîvife  le 

quarré  de  la  diftance  AB  par  le  diamètre  de  la  terre  ,  le  quotient  fera 
le  hauflement  du  niveau  apparent  au-defliis  du  vrai. 

Or,  félon. Meflîeurs  Picarde. de  la  Hire  ,  le  diamètre  de  ki  terre 
eft  de ^53894  toifes  :  faifant  donc  le  quarré  z^oooo  de  la  diftance 
BA=;500  toifes,  &le  divifant par ^^ 3894,  jè  trouve  2  pouces  9 
lignes  pour  le  hauflement  BD.  Ainfi  après  avoir  nivelé  à  l'ordinaire , 
je  dois  retrancher  z  pouces  9  lignes  de  la  hauteur  <iue  je  trouve  du 
côté  de  B  lorfque  je  vife  de  A  en  B. 

363.  Remarqua.  Quoique  cette  médiode  ne  paroiiTe  pas  de  Is 
dernière  exaâitude ,  cependant  elle  eft  extrêmement  jufte  :  car  fi  au 
auarré  de  AB%n  ajoute  le  quarré  de  AO  ,ces  deux  quarrés  enfemble 
feront  égaux  au  quarré  de  ITiypothénufe  BO  j  &  tirant  Ja  racine 
quarrée  ,  on  aura  la  valeur  de  BO  ^  de  laquelle  retranchant  DO=a 
AO ,  on  trouvera  que  la  valeur  de  BD  eft  efFeAivement  2  pouces  g 
lignes ,  comme  ci-defliis. 

364.  Corollaire  I.  Les  haujfemens  BD,  EH,'&c,  de  différens 
f  oints  B ,  E,  &c ,  ^2^  niveau  apparent  ^  font  comme  les  quarrés  de  leurs 
difiances  AB,  AE,  &c,  au  point  A  où  fe fait  le  nivellement,  (fig. 
A26.  ) 

DEMONSTRATION.  Nous  avous  BD  =  gj  (3^2);  &  par  la 

Blême  raifon  EH  =  ^  :  donc  nous  avons  BD*  EH  ;  ;  gj  •  ^* . 

Or ,  les  deux  derniers  termes  étant  divifés  par  la  même  grandeur 
DI ,  font  entre  eux  comme  s'ils  n'étoiènt  pas  divifés  ;  donc  BD  •  £H 

» 

3^ t}.  Corollaire  IL  Connoijfant  donc  le  Jiauffement  BD  d^uft 
point  B  de  niveau  apparent ,  on  peut  connoître  les  hauffemtns  de  tous 
les  ^lurts  points  ^iôcc,  de  ce  niveau,  dont  on  connou  les^^dijlances 

AE,  &ÇC.  (fig,  22(3.) 

Car  j5  o'ai  qu'à  dire  par  règle  de  trqîs  ;  comme  le  quarré  de  AB  eft 

Yyij 
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au  quarré  de  A£  ;  ainfi  le  haufTemenc  connu  BD  y  eft  à  un  quatrième 
ferme  qui  iera  le  hauf&ment  cherché  EH  \  &  ain(i  des  autres. 

C'eft  de  cette  manière  que  M.  Picard  a  calculé  les  hauflemens  des 
points  de  niveau  apparent  au-defTus  du  vrai  niveau  y  depuis  la  dif-. 
tance  de  ^o  toifes^  jufqu'k  celle  de  4000. 

TABLE  DES  HAVSSEMENS  DU  NIVEAU  APPARENT: 
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3^.  FroiiÊmb  UI.  Niveler  deux  termes  dont  on  ne  connoit  pas 
la  dijiance.  (fig.  227.) 

SaLUTioN:  I^.  Je  mets  le  niveau  en  A,  &  je  vife  tn  B \  je  ttanl- 
porte  le  niveau  en  B ,  &  je  vife  en  A.  Je  mefure  les  hauteurs  CA , 
SB  ;  j'en  retranche  de  parc  &  d'autre  la  hauteur  AR  ou  BT  de  Tinf-. 
trament;  &  fi  les  reftes  CR,  ST  font  égaux,  je  dis  que  les  points  A , 
B ,  font  de  niveau.  Car  le  haufTemenc  du  niveau  apparent ,  îorfque  je 
vife  de.  A  eii  B>  eft  le  même  que  le  hauffemcnt  Iorfque  je  vife  de  B 
en  A  :  donc  les  points  C,  S,  doivent  être  également  éloignés  du 
centre  de  la  terre  ;  &  par  confêquent  à  caufe  de  CA  =  SB,  les  points 
A,  B  en  doivent  être  aufS  également  éloignés. 

JK^  Si  terettes  ST,  CR  (fig.  228),  font  inégaux  ;  je  retranche 
le  moindre  CR  du  plus  grand  ST  ;  &  la  moitié  du  refte  marque  de 
cornbien  Je  point  A  eft  au-deflus  du  niveau  dupoint  B.  Car  fuppofons 
<iue  le  point  A  fc  trouvât  en  un  point  F  qui  fiit  de  niveau  avec  le 
point  B  :  le  niveau  au  lieu  d^être  en  R ,  feroît  en  X ,  &  les  hauteurs 
LT,  GX  ftrorcnt égales.  Or,  le  point  A  venant  à  s'élever,  le  niveau 
s'élève  aufli  de  X  en  R  ;  ce  qui  fait  augmenter  la  hauteur  LT  de  la 
quantité  LS^  &  de  Tautre  côté ,  la  hauteur  CX  diminue  d'un^  quan- 
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rite  égale  à  LS:  ainfi  CR^LT — LS.  Retranchant  donc  de  la  hau-' 
teur  ST,  la  hauteur  CR  ouLÎ—LS;  Irreflc  ST— l,T-4-LS  eft 
égal  à  2  LS  ou  a  deux  fois  la  hauteur  SL  ou  AF  du  point  A  au-defTus 
du  point  F  :  donc  la  moitié  de  ce  rcftc  eft  h  liauteor  AF*       ^ 

Et  il  ne  faut  pas  din  que  la^  hauteur  AF  eu  E%  n'eft  pas  égale  à 
la  hauteur  SL  9  à  caufe  que  les  lignes  RF^  SB  y  ne  font  pas  paraUeles  ; 
puifqu'elles  vont  aboutir  au  centre  de  la  terre.  La  dîfïancc  des  points 
F,  B,  au  centre  de  la  terre  étant  extrêmement  grande  a  l'égard  des 
lignes  RF,  SB,  &  de  leur  diftance  FB  qui  eft  aulH  très-petite  par 
rapport  à  la  circonférence  de  la  terre  ;  les  deux  lignes  FR,  SB ,  peu- 
vent pafTer  pour  parallèles  :  ce  qui  rend  les  parties  RX ,  SL  fenhble^ 
ment  égales. 

-  III^  Enfin  5  fi  je  troQV^  d'une  patt  la  hauteur  SB  (Jig.  219)  plus 
grande,  que  la  hauteur  fiXj  &  de  l'autre  y  la  hauteur  AX  moindre 
que  la  hauteur  AR  du  même  niveau  ;  j'ajoute  l'excédent  ST  au  dé-* 
&ut  RX^  &  le  moitié  de  Ja  fommq  eft  la  hauteur  du  point  ~A  au« 
deffus  du  niveau  du  point  B.  Car  fuppofbris  que  le  point  A  s'abaiflc 
en  F ,  où  il  foit  de  niveau  avec  le  point  B  ;  le  nivcu  au  lieu  d'être  en 
R ,  defcendra  en  V,  &  les  hauteurs  HT,  XV  feront  égales.  Or,  le 
niveau  montant  en  R,  la  hauteur  HT  augmente  d^une  partie  SH 
égale  à  AF  ;  &  le  point  X  au  lieu  d'être  au-deflbs  4u  niveau ,  commre 
il  étoit  auparavant ,  fe  trouve  ân-delfous  j  en  forte,  que  la  partie  XV 
dont  il  furpaflbit  le  niveau  jointe  à  la  partie  RX  dont  il  cnettfurpaflë> 
i^nt  enfemble  égales  à  SH  r  donc  RX  sssSH'— rHX  ^  &  par côafji^quent 
ajoutant  ST  ou  SH-4-HT  avec  RX  ou  SH— HT,  la  femme  2SH 
eft  le  double  de  SH  ou  de  la  hauteur  AF  du. point  A  aa^Hus  du 
point  R 

.   Cette  méthode  eft  excellente  pour  nlvelei  dçs  cer<naes  don^  il  ferok 
trop  embarraftant  de  trouv.er  la  diftance. 

fe  trouve  des  hauteurs  &  des  dkjcetues.  (  6^.  230.  )     : 

Solution.  Je  donne  phifîeûrs  cciupg  de  niveau  en'monrant  de  A  en 
S,  puis  en  détendant  deS  en X ;  eniîikç  en  remontant  de  X  en  Z^^ 
&  enfin  enredefcendant  de'Z,cn.|t;.  Jfe  fiiisttne  colonne  de  tqutcf 
les  hauteurs  que  j*aitrt)uvée^ en  montant  de  A  ea  S  &  deX  en  2  :  & 
une  autre  colonne  de  toutes  celfes  que  f  af  trouvées  en  defcendant 
de  S  en  X  &  de  Z  en  R;  puis  fas^ant  les  femmes  de  chacune  de  ces 
colonnes,  jd  retrancheh  petite  de  h  grande, ierefte  niarque  la  hauteur 
du  point  A  ail-deflusdu  point  R^  ce  i^n^^beibiadio\d)âmod^ 
rion. 
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CHAPITRE        IX. 


DE  L4  PLjfNIMÈTRIE  OU  MESURE  DES  SURFACES  PLACES, 

%T  DE  lEUR  RAPPORT  E^TRE  ELLES, 

3<58.  JNous  nommerons  clémens  d'une  furface  plane,  les  lignes  infi- 
niment proches  donc  on  conçoit  qu  elle  eft  compofée.  Toute  ligne 
CR  ()%•-  2.31  )  qui  coupera  perpendiculairement  tous  les  élémens, 
fera  la  ligne  qui  exprimera  leur  multitude  ou  la  foromc  de  leur  épaif- 
feur,  ou  leur  épaineur  totale. 

Proposition    LXXXVIL 

'  369.  Les  parallélogrammes  ABCD  ,  EBCF,  qui  ont  la  même  hafc 
BC  ,  &  quijont  ^ntrc  deux  parallèles  ÀF,  BH,  Jbnt  égaux  entre  eux^ 
(fig.ljx.) 

.  DEMONSTRATION.  A  caufe  des  parallélogrammes^  nous  avons  AB 
eT=DC,  BE«=5CF,  &  AD=5=EF:  ajoutant  donc  à  ces  deux  der- 
niere^i  la  partie  DE,  nous  aurons  AE===DF  :  donc  les  deux  triangles 
ÀÉB ,  DCF ,  ayant  les  trois  côtés  égaux  chacun  a  chacun ,  font  par^ 
faitemçnt  égaux  (100).  Je  retranche  de  part  &  d^autre  le  petit  trian- 
gle DQE ,  5f  f  ai  ADOB  ^  OEFC ,  &  ajoutant  de  part  &  d'autre  le 
peçit  triangle  30C,  je  trojivç  ABCD=?=EBCF  :  donc,  &c.  C  Q.  F.  D, 

'  370.  Corollaire  I.  Les  parallélogrammes  ABCD,  EMKF,  qui 
font  entre  deux  parallèles  ÀF ,  BH,  v^  qui  ont  les  bajes  égales  BÇ , 
HM  ffont  égaux.  (  fig.  29  z.)  . 

DEMONSTRATION.  le  mené  les  droites  BE,  CF  :  j'ajoute  aux  deux 
droites  égales  AD,  EF,  la  partie  comtriune  DE;  &  j'ai  AE  =  DF, 
&  AB  =  DC.  Or,  Tangle  EÀB;i=^FDC:  donc  les  triangles  EAB, 
FDC ,  ayant  \ts  cotés  EA ,  AB ,  égaux  chacun  à  chacun  aux  cotés 
£D ,  DC ,  &  l'angle  compris  égal  à  Tangle  compris ,  font  parfaite* 
ment  égaux  j  &c  l'angle  AEB  eft  ega!  à  l'angle  DFC.  Ainfi  les  droites 
B|E,  CF ,  étant  égales  &  jégalemet)t  inclinées  entre  les  parallèles  AF, 
^H,  font  parallèles  entre  elles;  &"P^  cpnféquent  EBCF  eft  un  pa- 
rallélogramme. Or ,  EBCF  =^  AB'CD  (  369  )  j  &  par  la  même  wjfoa 
EBCF==EMIJF:  donc  ABCD  ==EMHF.     . 

371,  Corollaire  11/  Tout  parallélogramme  EBCF  eft  égal  au 
produit  de  fa  bafe  BC  multipliée  par  fa  Hauteur  ou  par  la  perpendi^ 
€ulaire^^Bi.niemeÀef<mfQtmhetfmjaf^^  {.fig,  232.) 

P£i$ON$TRATiON»Suppofon$  (juç  le  parallélogramme  ABCD  fok 
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reâangle  :  le  produit  dé  la  bafe  ^C  multipliée  par  la  hauteur  AB 
fera  valeur  de  ce  reéfcanglc.  Or,  le  parallélogramme  H3CF  eftégal 
au  reâangle  :  donc  le  parallélogramme  EBCt  efl  au(&  le  produit  de 
là  bafe  BC  par  £R  ou  par  Ton  égale  AB. 

^72.  Corollaire  III.  IjCs  parallélogrammes  BEFC  ,  MEFH, 
qui  ont  les  bafes  &  les  hauteurs  égales  ^font  égaux.  (  fig.  232.) 

DEMONSTRATION.  Ils  font  chacun  égaux  à  im  reâangle  BADC 
qui  au  roi  t  même  bafe  &  même  hauteur  qu'eux  ,  ou  qui  ayant  la  bafe 
égale  à  la  bafe  feroit  entre  mêmes  parallèles  j  donc ,  &c. 

373^  Corollaire  IV.  Les  parallélogrammes  qui  ont  les  bafès  iné- 
gales &  les  hauteurs  égales  ,  font  entre  eux  comme  les  bafes  :  ceux  qui 
ont  les  hauteurs  inégales  &  les  bafes  égales ,  font  entre  eux  comme 
leurs  hauuurs  :  ceux  qui  ont  les  hauteurs  réciproques  à  leurs  bafes  , 
font  égaux  entre  eux.  (%•  232,  ) 

DiâMONSTRATiON.P.SuppofonsquelabafcBCduparalIélogramme 
BADC ,  foit  plus  grande  que  la  bafe  MH  du  parallélogrammeEMHF  j 
&  que  les  hauteurs  AB,  ER  foient  égales.  Le  parallélogramme 
BADC  cft  donc  le  produit  de  fâ  bafe  BCpar  fa  hauteur  BA  ;  &  le 
parallélogramme  MEFH  eft  auflî  le  produit  de  fa  bafe  MH  par  fa  hau- 
teur ER  ou  par  fon  égale  BA.  Mais  nous  favons  que  fi  deux  gran- 
deurs inégales  BC,  MH,  font  multipliées  par  une  même  grandeur 
BA  ;  \qs  produits  font  entre  eux  comme  les  grandeurs  inégales  BC  ^ 
MH;  donc  les  deux  parallélogrammes  font  entre  eux  comme  leurs 
bafes  inégales  BC,  MH. 

11^.  S\  Ton  fuppofe  que  les  bafes  BC ,  MH ,  font  égales  j  &  leurs 
hauteurs  BA ,  ER,  inégales,  on  démontrera  de  la  même  façon ,  que 
\ts  deux  parallélogrammes  font  entre  eux  comme  leurs  hauteurs, 

III^  Enfin ,  fi  les  hauteurs  font  réciproques  aux  bafes  ;  on  démorv- 
trera,  comme  ci-deffus  (  184)  y  que  les  parallélogrammes  fontégaux* 


même 


_  » 

374.  Corollaire  V.  Les  triangles  ABC,  AEC,  qui  ont 

bafe  j  &  qui  font  entre  deux  parallèles  y  font  égaux,  (fig.  233.) 

DEMONSTRATION.  Je  mené  CR  parallèle  k  AB,  &  CH  parallèle 
à  AE:  ce  qui' me  donne  les  deujç  parallélogrammes  égaux  ABRC^ 
AEHC  (369),.  Mais  BC  étant  la  diagonale  du  pafallélogranipïe 
ABRC,  le  triax>gle  ABC  eft  la  moitié  de  ce  parallélogramme  ;&  par 
la  mèmeraifon,  le  triangle  AEC  eft  la  moitié  du  parallélogramn^ie 
AEHC  :  donc  ces  deux  triangles  font  égaux  y  à  cap^  que  les  moitiés 
font  encre  elles  comme  leur  touc^ 
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375 .  Corollaire  VI.  Tout  triante  efi  égal  au  produit  de  fa  bafe 
multiplié  par  la  moitié  de  fa  haumir.  Car  tout  triangle  eft  la  moitié 
d'un  parallélogramme  de  même  hauteur  2c  de  même  bafe.  Mai$  le 
pafitUélogramme  efl:  le  produit  de  fa  iiafe  par  fa  hauteur  ;  donc  le 
triangle  efl^  le  produit  d^  la  bafe  par  la  moitié  de  fa  hautçur, 

376.  Corollaire  VII.  Donc^  I^  Les  triangles  qui  ont  des  bajis 
égales  j  &  qtfi  fout  entre  mêmes  parallèles  ou  qui  ont  de^  hauuurs 
égales  ^font  égaux. 

II**.  âeux  qui  ont  des  bafes  inégales  Çr  des  hauteurs  égalas  ^  font 
entre  eux  comme  leurs  bafes. 

IIP.  Ceux  qui  ont  des  hauteurs  inégal^  ^  font  entre  eux  comme 
leurs  hauteurs. 

IV^,  Ceux  qui  ont  les  hataeurs  réciproques  ofix  bafes  m  font  égaux. 

Tout  cela  ^ft  évident  9  par  Ja  mifon  que  les  triangles  ïont  moitiés 
des  parallélogrammes  de  même  ba^  &  de  mêm^e  hauteur  qu'eux. 

377.  Corollaire  VTIL  Tout  polygone  régulierEFCGH ,  ejl  égal 
à  un  triangle  ABC ,  dont  la  bafe  BC  ejt  égale  au  circuit  du  polygone  i 
&  dont  la  hauteur  AB  ejl  égale  à  C apothème  OR.  (  fig,  2,34.  ) 

Deiv^onstration.  Suppofons  que  le  polygone  foît  un  pentagone. 
Du  centre  O  je  mené  des  rayons  k  tous  les  angles  :  ce  qui  le  divife 
en  cinq  xri^ngles  de  même  hauteur  &  de  même  bafe,  Or  le  triangle 
OHG  efl  igal  à  fa  bafe  HG  multipliée  par  la  moitié  de  (a  hauteur 
OR  (  37 j  ),  Donc  le  pentagone  eft  égal  à  5  HG  multipJiépar  7  OR^ 
Mais  le  triangle  ABC  eft  égal  à  BC  txiukiplié  par  -^  AB  (  375  )  ;  & 
par  la  fuppontion ,  nous  avoirs  BC  =>=  5  HG  \  &:  AÇ  «=  OR  ;  donc  le 
triangle  ABC  eft  égal  au  polygone. 

,  3'jr8.  C0ROLLAIRR  1%.  Tout  cercle  ejl  égal  à  un  trian^  qui 
auroit  pour  bafe  une  ligne  égale  à  la  circonférence  ^  &  pour  hauteur 
une  ligne'égale  au  rayon,  (fi^,  235.  ) 

DéitfONSTRATioif ,  I*.  Le  cercle  eft  un  pqlygonç  d  que  infinité  de 
cotés  ,  dont  le  circuit  çft  la  circonférence  j  &  dont  lapothême  n 'eft 
pas  différent  du  rayon  ,  à  caufe  que  les;  çôtçs  font  infiniment  proches 
de  la  drconférençç.  Donc ,  &c? 

IF.  Ceci  peut  fe  démontrer  encore  en  cette  forte.  &çnt  le  cercle 
BQM ,  dont  lé  rayon  eft  OB  :  je  conçois  que ^u  même  centre  O, 
&  par  tous  les  points  infiniment  proches  du  rayon ,  foient  décrites 
des  circonférences CRS,  DHN, &c,qui  feront  les  élémensvdu  cercle , 
enforte  que  leur  foAime  ne  différera  pas  du  cercle  même.  Du  point 
B^  j'élève  la  perpendiculaire  B  A  que  je  conçois  égale  à  la  circonférence. 

BQM 
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BQM.  Du  point  A  j  je  mené  au  centre  la  droite  AO  ;  &  de  tous  les 

feints  de  divifioa,  je  conçois  des  droites    CF,   DG,  parallèles  ii 
a  droite  BA ,  &  qui  fe  terminent  fiir  AO.  ' 

Les  cercles  BQM  ,  CRS ,  étant  femblables  (^  287  )  ;  nous  avons 
BQM.  CRS  :  :.0B.  OC  ;  &  à  caufe  dey  triangles  fçmblables  OBA  , 
OCF ,  nous  avons  auflî  B  A.  CF  ;  :  OB.  OC  ;  donc  BQM.  CRS  :  :  B  A. 
CF.  Mais  par  la  fuppofition,  BQM==:BA  ;  donc  CRS  =  CF;  &  on 

frouvera  de  même  que  la  circonférence  DHN  eft  égale  à  la 'droite 
)G.  D'où  il  fuit  que  tous  les  élémens  DG  ,  CF,  BA,  du  triangle 
OBA  3  font  égaux  chacun  h  chacun  à  tous  les  élémens  du  cerde 
BQM  ;  &  que  par  conféqucnt  ce  cercle  eft  égal  au  triangle  OBA  , 
qui  a  pour  bafe  la  droite  B  A  égale  à  la  circonférence  ',  6c  ppurhaa^ 
teur  Je  rayon  OB. 

379.  CoROLLATRH  X.  Donc  tous  Ics  ccTcUs  dc  Mffcrèns  rayons^ 
uls  qtu  BQM ,  CRS ,  DHN ,  &c  ,  peuvent  fe  changer  en  triang^s 
femblables  OBA ,  OCF ,  ODG  ,  ôcc.  ÇJ^.  235 ., )  , 

380.  Corollaire  XI.  Toute  couronne ,  cefl^h-^irc  ,  tout.  ^fp^A 
compris  entre  deux  circonférences  BQM  >  CRS  ^  concentriques  &  iné^ 
gales  ^  efi  égale  à  tin  trape:[otele  BCFA  ,  dont  les  côtés  parëUeles:^  & 
inégaux  BA  ,  CF  font  égaux  chacun.à  chacun  aux  deux  circonfé'^ 
rences  y  &  dont  la  hauteur  CB  ef  la  différence  des  rayons  OB,  OC, 

DEMONSTRATION.  La  couronne  n'eft  autre  chofe^julc^lc  cercle 
BQM  moins  le  cercle  .CRS  ;  or  le  'cercle  BQM  eft  égal  au.  triangle 
OBA  ;  &  le  cercle  CRS  eô  égal  au  tnangleOCF  :  donc  la  couronne 
eft  égale  au  triangle  OBA^  moins  le  triangle  OCF  y  c'eft-à-dire  au 
trapézoïde  BCFA.     . 

3S1 .  Reh ARQUE.  De  tout  ce  que  nous  tenons! jdo  xlîre  ^  îl  <pa^ 
roît  s'enfuivre  qu'on  peut  trouver  la  quadrature  du  cercle ,  c'eft-^à^ 
dire  une  figure  reâiligne  égale  au  cerclé  :  mais- lai  difficulté  con-> 
fifte  à  trouver  une  ligne  droite  égale  à  la  circonférence  ;.&  c'eft  S 
quoi  il  n'y  a  pas  d'apparence  qu'on  parvienne  fi-tôt. 

Comme  lès  cotés  des  polygones  infcrits  àc  circonfcrits  au  cercle  > 
approchent  d'autant  plus  de  Jacircooféreaceque  leur  nombre  eftplu» 
grand  ;  il  eft  fur  qu'à  force  d'infcrire  &  de  circonfcrire  dea  ptJtf^ 
gones  femblables , on  enttouyerôit  à, la  fin  deux  (dont  :|ci)cptés  fe 
confondroient  avec  la  citconférence.  Mai^  parce  qu'il  faudroit  pôm: 
cela  faire  des  calculs  à  l'infini  ^£e  .qui  o'eft  pas  poflible  ^  Archim^dc 
n'a  pouiTé  le  fien  qije  jufqu'aux  polygones  infçrit  &  circonfcrit  ^e 
^  G  côtés  ;  &  il  a  £FOtt»é  i^ue  iadtametre  ^ic  au  circ^  du  poiy^Qnd 
XoMB  L  Zz 
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çiïconCctk,  comme  i  eft  à  37  ^  ou  comme  7  a  x%\&c  que  k  même 
diamètre  étok  au.  circuit  du  polygone  infcrit  j  comme  1  à  3^7^^  ou 
comme  7  à  21  ff  :  de  forte  qu'en  réduifant  le  diamètre  7^  &  les 
deux  circuits  21,  &  21  ^  au  même  dénominateur  71 ,  ce  qui  donne 
^r  pour  le  diamètre ,  &  ^^r^ ,  -^^  P^^"^  ^^*  ^"*  circuits  j  la  diffé- 
rence des  deux  circuits  eAr  ^  ^  c'e{l^**dirc  ^  une  partie  du  diamètre 
divifé  en  497  parties  ou  -^j  du  diamètre. 

Or  y  comme  la  ciFConférence  du  cercle  approche  beaucoup  plus 
du  circuit  du  polygone  circonicrit  j  que  de  celui  de  14n{crit  ;  il  eft 
clair  que  la  différence  de  la  circonférence  du  cercle  au  circuit  du 
noiygone  circonfcrit  doic  être  moindre  que  la  inoîtié  de  la  497^ 
partie  du  diamètre  ,c'efl-^*dire  moindre  <|ue  la  994^  partie  àx  (éa« 
mètre  :  &'c'eft  pourquoi  on  fe  fert  plutôt  du  rapport  de  7  à  22  j  pqur 
exprimer  le  rapport  du  diamètre  du  cercle  à  la  circonférence  j  que 
du  rapport  de  7  à  21  It* 

*  Ccpend^t  quoique  le  rapport  de  7  a  21  foît  a^  iufte  dans  la 
pratique  ;  les  Géofnetres  qui  fe  piquent  de  grande  exaoitude  ^  em-* 
]iieîènt  .<irdinxifement  des  noni^&  plus  grands  ^our  dkmnner  la 
différence.  Cdiù  qui  me  p&roit  le  plus  commode  pour  FuÊige  j  c'eft 
k  rapport  de  1000  à  3142  ^  parce  que  dans  les'  règles  de  trds  qu'il 
&ut  faire  ,Je  nombre  1000  épargne  quelquefois^  une  multiplication  j 
&  quelquefois  une  dîvîfion  {*). 

382.  PROBLâMB  I.  Trouver  taire  {tun  cercle  dont  on  conkoit  U 

SoLUTiOK.  Soit  le  rayon  OB  de  3  toiles  :  k  diamètre  en  contien- 
dra 6.  Ainfî  je  n^ai  qu'à  dire  par  regk  de  trois  :  1600  eft  k  3141  4 
comme  é  eu  à  un  quatrième  terme;  &  ce  quatrième  terme  fera  la 
circonférence  ^  laquelle  étant  multipliée  par  la  moitié  du  rayon  j 
donnera  Taire  du  triangle  OBA  y  kquei  éH  égal  à  k  furiace  du 
cercle.  ... 

'  3^3*  CoitoiLAiEB^ I.  Si  onconnoîfibit  la  circonfiérence  du  cerclej 
i/i  qu  on  cherchât  k  rayon  pour  trouver  en&ite  lafurfàce  du  cercle  ; 
on  diroit  par  regk  de  trois  :  3 141  eft  à  1000  ,  comme  la  circonfé- 
rence donnée  eft  à  un  quatrième  terme ,  qui  feroît  le  diamètre  de  la 
ciraonfèrexKe  domiée  *),  &:  par  coniëquent  k  moitié  de  ce  dktfnetre 
iakn  k  va^cki  chetclié.  .  :\         ' 

384.  Gokj)  IL  AI*»  II.  X^^^fi^^^^  -A^  ^^<^  ^«  prôdtut  de  Jhn 
àl^  AC  mttlû^lîé  par  ta  mûitié  du  rayon  Adv  (  fig.  23(5.  ) 

(*)  Le  rapport  de  10000  à  314^^  »  on  de  loôboo  à  7141 5^  >.  ttt  tout  auffi  commode, 
IcgçprocfaebttuKâkip  plus  diiviaUEtqipon  dudiamccteib  citcoaâireiice. 
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DiMONSTRATiON.  Le  cercle  ARC  écan(  un  pdjrg^QM^  régulier 
d'une  infinité  de  côtés ,  eil  compofé  d'une  infinité  de  triangles  qui 
ont  tous  pour  hauteur  le  rayon  ^  &  dont  la  fomme  àts  bafes  eft 
égale  à  la  circonférence  :  Se  par  la  même  raifbn  le  feâeur  ABC  eft 
compofé  d'une  infinité  de  petits  triangles  qtii  ont  aullî  pour  hauteur 
le  rayon  AB  j  &  dont  la  fomme  des  bafes  eil  égale  à  Tare  RC  Mais 
Ja  fomme  des  triangles  qui  compofent  le  cercle,  ed  égaJe  k  la  fomme 
totale  des  bafes  ^  ou  à  la  circonférence  j  mukipliée  par  la  ncMtié  du 
rayon  :  donc  la  fomme  des  triangles  qui  compofent  le  feâeur  j  eft 
égale  a  la  fomme  totale  des  bafes  j  c'eft-à*dine  à  Tare  AC  multiplié 
par  la  moitié  du  rayon. 

381;.  CoROLLAiRB  m.  L aire  tTun  fegment  ASC  tfii^jBtU  mjèc- 
teur  ABCS  j  moins  le  triangle  ABC.  Ce  qui  eft  éwdoat. 

38^,  Problêmb  il  Mtfurerun  trofti^mde  ABCD*  f  fig.  ^37.  ) 

Solution,  Fajoute  ^nfemble  les  deux  bafes  AD ,  BC;  &:  jnulti- 
pliant  leur  fomme  par  la  moitié  de  la  hauicur  oi>  de  la  perpendi- 
culaire AB ,  menée  encre  les  deux  bafes  ;  le  produit  eft  la  valeur  du 
crapézoïde  :  ce  que  je  démontre  ainfi. 

Je  divife  l'un  des  côtés  non-paralleles  DC  ^  en  deux  également  en 
O  ;  &  du  point  A  par  le  |>oint  O ,  je  mené  la  droite  AîT ,  cnii  coupe 
BC  prolongé  en  R,  Les  triangles  ADO,  OCR  ayant  Tanglé  AOD 
égal  à  l'angle  COR  qui  lui  eft  oppofë  au  fbmmet , .  j^'Aogfe  ADO 
égal  à  foa  Sterne  OCR  j  &  le  côté  DO  égal  au  côté  OC  »  font  |n»- 
faitement  égaux  (  100  );  &  le  côté  AD  eit  égal  au  côré  CR.  Ajioo- 
tant  donc  de  part  &  d'autre  la  partie  commune  AOCB]  nous  au-> 
rons  le  trapézoTde  ADCB  égal  au  ti-iah^lei  ASR.  'Miiis  4e  triangle 
ABR  eft  égal  au  produit  de  fa  bafe  BR  ou  BC  rH  AD  «luJtipliée 
par  T  AB  (37^  )  :  donc  le  trapézoïde  eft  égal  au  même  produit. 

Ou  bien  je  coupe  les  côtés  non-paralleles  AB  ,  DC  ifig.  138  ), 
chacun  en  deux  éralemcnt  en  R  ^  S  ;  &  menant  la  droite  RS  qui 
fera  parallèle  à  AÔ  ou  BC  5  je  multiplie  cette  ligne  RS  par  la  hau- 
teur AB  :  ce  qui  donne  la  valeur  du  trapézoïde.  l?our  Je  prouver , 

Du  point  S  >  je  mené  FE  perpendiculaire  fur  BC ,  &  qui  rencontre 
AD  prolongé  en  E.  Les  triangles  DSE ,  CSF ,  ayant  l'angle  DSE 
égal  \  l'angle  CSF  qui  lui  eft  oppofé  au  fommec  ,  l'angle  EDS  égal  à 
fbn  alterne  FCS,  &  le  côté  DS  égal  au  côté  SC  font  parfaitement 
égaux.  Ajoutant  donc  a  ch^un  d  eux  la  partie  commune  ADSPB  ^ 
nous  aurons  le  reâangle  AEBF  égal  au  trapézoïde  ADCB.  Mais  le 
reâangleeft  égal  au  produit  de  BF  ou  RS  par  h  hauteur  AB  :  donc 
le  trapézoïde  eft  égal  au  même  produit. 

Zzij 


(■'■ 
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387.  Problème  III.  Mefurer  une  bande  à  retours  ABCDEFG, 

(  %•  ^39-  ) 

Solution.  Je  coupe  les  droites  AH ,  BG,  CF ,  DE,  cbacane  en 
lieux  également  ;  &  par  les  points  de  divifion ,  je  'mené  la  ligne 
ORST,  laquelle  étant  multipliée  par  la  largeur  AH  de  la  bande, 
donne  la  furface  de  cette  bande.  Carie  trapézoïdeABGH  eft  égal  au 
produit  de  OR  multiplié  par  AH  (38^)  ;  le  trapézoïde  BCFG  eft 
égal  à  RSx  AH  ;  &  le  trapézoïde  CDEF  eft  égal  à  ST  x  AH.  Mais 
cts  trapézoïdes  compofent  la  bande  :  donc  cette  bande  eft  égale  à 
OR  X  AH  H- RSx  AH -h  STx  AH,  ou  ORSTx  AH. 

388.  Corollaire.  Une^couronne  ABCDEFGN  {fig.  240), 
ëtatir  égale  au  trapézoïde  ËART,  dont  les  bafès  parallèles  AR> 
ET  y  font  égales  chacune  à  chacune  aux  deux  circonférences ,  &  dont 
la  hauteur  eft  ia  différence  A£  des  deux  rayons;  il  eft  clair  que  fi  du 
centre  O  6c  du  point  H  qui  divife  AE  en  deux  également,  on  décrit 
une  circonférence;  la  couronne  fera  égale  à  cette  circonférence  mul- 
tipliée par  AE.  Car  cette  circonférence  fera  égale  à  la  droite  HS  qui 
coupe  en  deux  également  les  côtés  non-paralleles  AE ,  RT  du  tra- 
pézoïde >.&c. 

389.  Problêmb  IV.  Mefurer  uru  figure  irrégulicre  ABDEC 

Solution.  De  Tun  des  angles  C ,  je  mené  des  droites  aux  angles 
-oppofés  :  ce  qui  divife  la  figure  en  triangks.  Je  mefure  chacun  de 
ces  triangles  \  ôc  leur  fommé  me  donne  la  valeur  de  la  figure. 

r  P  R   O    P    O   5  I  T   I   ON      LXXXVIIL 

390.  Les  reSangleSs  les  parallélogrammes  &  les  triangles  ,Jont  en 
Tflifon  compofee  de  la  raifon  de  leurs  hauteurs  &  de  celle  de  leurs  hafcs. 
;(fig.a42.) 

D:éMOKSTRATioTf.  Soient  deux  re£langles  quelconques  ahj  cd, 
dont  la  hauteur  de  lun  eft  a ,  la  bafe b  ;  la  hauteur  de  Tautre  c,  & 
-la  bafe  d  Je  compare  la  hauteur  du  premier  à  la  hauteur  du  fécond  , 
:&  la  bafe  à  la  bafe  ;,ce  qui  me  donne  les  deux  raifons  a^cib^d.  Je 
fais  la  raifon  compofee  de  ces  deux  rayons,  &  j'ai  ab,  cd.  Or ,  le  pre- 
mier terme  4ib  de  cette  raifon ,  étant  le  produit  de  la  hauteur  du  fM:e^ 
mier  redangle  par  fa  bafe,  eft  égal  à  ce  reâangle  :  &  par  la  même 
jaifbn,  le  fécond  terme  cf/eft  égal  au  fécond  reâangle  :  donc  les 
deux  reâangles  font  en  raifon  compofee  de  la  raifon  de  lett»  hau- 
teurs &  de  celle  de  leurs  bafes^ 


GÈoMéTRiE.  LES  SURFACES.  Figures JernblahUs.  36c 


Les  parallélogrammes  étant  égaux  aux  redangles  de  même  bafe 
&  de  même  hauteur,  font  donc  auffi  en  raifon  compoféc  de  la  raifoa 
de  leurs  hauteurs  &  de  celle  de  leurs  bafes  :  &  il  faut  dire  la  même 
chofe  des  triangles ,  à  caufe  qu'ils  font  moitiés  des  reftangles  de  même 
hauteur  &l  de  même  bafè.  C.  Q.  F.  D. 

39 1.  pROBLâMK.  Sur  un  côté  donné  ab,  conjlndre  une  figure fenf,^ 
blable  à  une  figure  donnée  ABCDE,  (fig.  243.  ) 

SoLUfTioN.  De  Tun  des  angles  A  de  la  figure  donnée ,  je  mené 
des  droites  AC,  AD  aux  angles  oppofés  :  aux  extrémités  a^  ^  de  la 
droite  donnée  ab  ^  je  fais  les  angles  cab ,  cba^  égaux  chacun  à  chacun 
aux  angles  CAB ,  C)BA  ;  &  par  conféquent  le  triangle  cab  eft  fem- 
blable  au  triangle  CAB.  Je  fais  aux  extrémités  ii ,  c,  de  la  droite  ac^ 
les  angles  dac^  dça^  égaux  chacun  à  chacun  aux  angles  DAC ,  DCA  ; 
&  le  triangle  dactfk.  auffi  femblaljle  au  triangle  DAC.  Enfin  ^  je  fais 
aux  extrémités  a,  d^dc  la  droite a^,  les  angles éady  tf<iî , éijaux cha- 
cun à  chacun  aux  angles  EAD,  EDA  ,  &  le  triangle  eaaçfk  fem- 
blable  au  triangle  EAD.  Ainfi  les  figures  abcde^  ABCDE,  étartt 
compofées  d^un  m^me  nombre  de  triangles  femblables  chacun  à  cha* 
cun,  font  femblabies  entre  elles ,  (  i  ^4.  ) 

Proposition      LXXXIX« 

.   392.  Les  figures  femblabies  Jont  entre  elles  comme  les  quarrés  de 
leurs  côtés  homologues  ou  des  lignes  femblablement  pojees.  (fig.  244.) 

DÉMONSTRATION.  Soient  deux  reâangles  femblabies  ab  ^  cdz 
Enibrte  qu'on  ait  a.  b  :  :  c.  d.  Je  fais  le  quarré  o^  de  la  hauteur  a  du 
premier ,  &  le  quarré  ce  de  la  hauteur  c  du  fécond.  Or  y  le  quarré  aa 
ayant  même  hauteur  que  le  premier  réâangle  ab  ;  ces  deux  figures 
font  entre  elles  comme  leurs  bafes  a^  b  (^  373  )  :  donc  aa.  ab  ::  a.  h  ; 
ôc  par  la  même  raifon  ^  nous  avons  ce.  cd  ::c,  d  Mais  les  raifons  a  > 
b  ;c  ^d,  font  égales  ;  h  caufe  des  reétangles  femblabies  aby  cd:  donc 
les  raifons  aa  ,  ab,  ôccc^  cdy  font  auffi  égales  ;  &  partant  nous  avons 
aa.  ab  :  :  ce.  cd,  ou  aa.  ce  :  :  ab.  cd:  ce  qui  fait  voir  que  les  reftanglès 
ab  y  cd  font  entre  eux  comme  les  quarrés  aa^cc  de  leurs  côtés  ho- 
mologues a  &c  c. 

Or ,  à  caufè  de  la fimilitude  des  figures  ab ,  cdy  nous  avons  a.c:: 
b.  dy  donc  aa.  ce  :  ;  bb.  dd.  Mais  les  deux  reftangles  font  entre  eux 
comme  les  quarrés  aa ,  ce  de  leurs  hauteurs  :  donc  ils  font  aufli  comme 
les  quarrés  bb^  dddc  leurs  bafes  :&  on  démontrera  delà  même  façon , 
qu'ils  font,  comme  les  quarrés  des  lignes  femblablement  pofées  -y  à 
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caufè  que  ces  lignes  font  entre  elles  comme  ks  bafes^  ou  comme  les 
hauceurs(i6^.; 

Les  parallélogrammfis  iismfelables  éranc  «gaux  aux  reâaogks  do 
même  hauteur  &  de  mènae  hak ,  font  donc  auffi  encre  eux  cçmmc 
les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues ,  ou  des  Ugnes  femblablemeflc 
pofées  :  &  il  faut  dire  la  même  chofes  des  triangles  (emblables  ;  à 

caufe  qu'ils  font  moitiés  des  reftangles  de  même  hauteur  &  dQ 
même  bafè. 

Quant  aux  polygones  femblables  réguliers  ou  irréguUers  ;  il  efl 
clair  que  ces  figures  étant  compofées  d'un  même  nombre  de  triangles 
femblables  chacun  à  chacun  ^  tous  ces  triangles  feront  entre  eux 
comnEie  les  quarrés  de  leurs  Imfes,  &c.  Par  exemple,  dans  la  figure 
^43,  les  triangles  ABC ,  ahc^  (èront  entre  çux  comme  les  quarrés 
de  leurs  baCes  BC ,  ^c  :  de  rnêuke  les  triangles  ACD ,  acd  (èront  entre 
eux  comme  les  quarrés  de  leurs  bafes  CD  3  cd^  ou  comme  ks  quarrés 
des  bafes  BCf  o^c  ;\  caule  deJSC.  bc  :  :  CD.  cd^  &  aiofi  de  fuite. : 
&  par  conféqqent  les  %urçs  feront  au/H  encre  çllçs  çonune  les  quarré$ 
de  BC,  èc  ;  ou  de  CIa»  ctt^  &;c. 

Enfin  9  les  cercles  étant  des  pol^ones ,  (ont  eatrç  eux  ço{Çin\Q 
Içs  (juarrés  dç  leurs  diamètres  y  &c.  (L  Q.  F«  P« 

Proposition    X^C 

3  93 ,  Si  trois  lignes  a ,  b^  c ,  font  en  j>rovordon  continue  \  le  quané 
de  la  première  eu  au  ^uarré  4e  la  féconde  ^  comme  la  première  ejè  4 
la  troijîeme.  (  fig.  245  •  ) 

DEMONSTRATION.  Je  fais  le  re6):angle  ah  de  la  première  par  la 
féconde ,  &  j'y  ajoute  le  quarré  aa  de  la  première.  Je  fais  de  même 
le  reârangle  bc  de  la  féconde  par  la  troifieme ,  &  j*y  ajoute  le  quarré 
bb  de  la  féconde.  Le  quarré  aa&cXt  reftangle  ab  ayfuit  même  hau-^ 
teur  3  font  entre  eux  comme  leurs  bafes  a  Ôcb:  donc  aa,  ab::a.i} 
&  par  la  mênie  raifbn  âb.  bc  :  :  b,  c.  Mais,  les  raifonç  a^b  iSc  b,c , 
font  égales ,  par  la  fuppofijtipn  :  donc  aa.  ab  ::  bb^  bç;  ou  aa.  bb  :  : 
ab.  bc;  &  les  reâangles  abj  bc^  ayant  une  dimenfidn  commune  ^  j 
font  entre  eux  comme  leurs  dimenfions  inégales  a^  c  :  donc  dh. 
bc  ;  :  a.  c^  &  par  conféquent  aa.  bb  ::  a.  c  :  ce  qui  fait  voir  que  le 
quarré  de  la  première  ligne  a  eft  auxjuarré  4e  h  féçondç ,  çqmme  la 
première  çft  à  ïa  troifieme.  C.  Q.  F.  D» 

554.  RjBMAfu^uE.  Faurois  pu  démontrer  ces  fropofidoos  de  la 
même  fiiçon  que  je  Tai  fait  dans  Talgebre.  Mais  j'ai  été  bifio  aife  de 
faire  voir  qu'on  peut  tiuer  les  vérités  géoinétriqiief  des  p:ioci{ies  les 
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plus  f impies  de  cette  fciecice  ^  d'une  manière  même  plus  nacurellç 
qu'on  ne  le  feroic  par  l'algel^e. 

pROPOSittoir    XCI 

^(^\.Si  fur  ks  trois  côtés  ctun  triangle  reSangle  ABC|  on  conjlruit 
trois  figures  femblables  ;  UJipiré  hRhC  faite  jiirrhy^^^  AC, 

efi  égale  aux  deux  autres ^ÂJDSB  y  BFGC  ,faius  fur  les  dettx  autres 
côtés  AB  y  BC.  (  %«  x^j.  ) 

D^MONSTRATH>if.  Lcs  tFois  figures  étant  ^mblables  y  font  entre 
elles  comme  los  quarrés  de  leurs  cotés  homologues  AC^  AB,  BC. 
Mais  le  quarré  de  AC  eâ  égal  aux  quairrés  des  deux  autres  côtés  AB  , 
BC  (171)  :  donc  ta  figure  AHLC  eft  égale  aux  deux  autres.  C.  Q« 
F.  D. 

^9^»  CoROLlAiRB  I.  Si4tr  lei  trois  côtés  AC,  AB,  BC,  ^ 
triangle  reSangle  ABC,  ^n  décru  des  demi-cercles  AEBRC ,  AHB , 
BSC  ;  le  triangle  ABC  efl  égal  aux  deux  vornons  de  cercles  AHBE  j 
BSRC  y  quon  nomme  communément  lunules.  (  fîg.  147.  ) 

D^MOMSTRATioNé  Les  dcmi-cercles  étant  femblables ,  font  entre 
eux  comme  les  quarrés  de  leurs  diamètres  (  3<^2  )  ;  &  par  conTéquent 
le  demi-cercle  AEBRC  eft  égal  aux  deux  autres:  &  retranchant  de 
part  &  d'autre  les  fegmens  communs  AEB ,  BRd;  il  refte  fe  triangle 
ABC  égal  aux  deux  lunules* 

397.  CoRôLlAïAË  IL  Si  te  triangle  reSangle  ABC  eÛ  ififcele; 
thaque  lunule  efi  égale  à  la  moitié  du  triante  ABC  :  c^e/i^a-dire  quen 
{d>aijfant  dufommet  B  la  perpendiculaire  BT  j  la  lunule  AHBE  efi 
égale  au  triangle  ABT  s&  la  lunule  BSCR  égaie  au  triangle  BT(j. 
(%.248.) 

DiéMONSTRATïON.  Lcs  demiKrercks  AHB ,  BSC ,  font  égaux  ;  à 
caufe  às:s  diamètres  égaux  AB ,  BC  :  &  les  fegmens  AEB ,  BRC  ^ 
font  auifi  égaux  ;  à  caufe  des  cordes  égales  AB ,  BC.  :  retranchant 
donc  des  deux  petits  demi-cercles  les  deux  fègmens ,  les  deux  lunules 
feflantesferont^ales.Or,  ces  deux  lunules  (ont  égales  au  triangle 
ABC  :  donc  chacune  d'elles  vaut  la  moitié  de  ce  triangle. 

308.  Remarque.  Ce  n'efl  que  dans  le  cas  où  le  triangle  reâangle 
ÀB(J  eil  ifofcele ,  qu'on  peut  trouver  en  particulier  la  valeur  de  cha^ 
que  lunule  :  &  alors  Tune  ou  l'autre  de  ces  lunules  ,  fe  nomme  lu- 
nule d^Hypocrate ,  fameux  Mathématicien ,  qui  vivoit  du  tems  des 
Grecs ,  &  qui  le  premier  en  a  trouvé  la  quadrature.  Or ,  dans  cette 
kinule,  fI  ^ut  observer  que  le  quart  de  cercle  BTCR  eft  égal,  au 
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demi-cercle  BSC  :  car  le  triangle  BTC  étant  égal  à  la  lunule  BSCR; 
fî  on  ajoute  de  part  &  d'autre  le  fegment  BRC,  on  aura  le  quart  de 
cercle  BTCR  égal  au  demi-cercle  BSC,  Et  dé-là  JVifihon ,  célèbre 
Anglois,a  trouvé  le  moyen  dedivifer  la  lunule  d'Hypocrate  en  telles 
parties  qu'on  voudra ,  ainfi  qu'on  va  voir  dans  le  problême  fuivant. 

399,  Problème  L  Divifer  la  lunule  éPHypocrate  BSCE.  en  tel 
nombre  de  parties  que  Con  voudra,  (fig.  249.) 

Solution.  Du  centre  T  du  quart  de  cercle,  je  mené  par  Je  centre 
O  du  demi-cercle  la  droite  TS  qui  divife  la  lunule  en  deux  parties 
BSR ,  RSC.  Ainfi  fuppofé  qu'on  veuille  la  divifer  en  quatre  parties 
égales  y  je  divilè  le  diamètre  BC  en  quatre  parties  égales  ;  &  des 
points  dedivifion  ,  j'élève  des  perpendiculaires  MF,  ZY: puis  des 
poijits  P,  Y,  menant  les  droites  PT^  YT,  qui  coupent  la  circonfé- 
rence du  quart  de  cercle  aux  points  H ,  V  ;  je  dis  que  les  parties  de 
lunule  SRHP  ^  SRVY,  en  font  chacune  le  quart  :  ce  que  je  démontre 
ainfi. 

Je  mené  les  droites  OP,  TM  :  &  à  caufe  des  parallèles  PM ,  ST  ; 
les  triangles  PMO,PMT,quî  ont  la  môme  bafe  PM,&  qui  font 
entre  deux  parallèles ,  font  égaux  (374)  ;  &  retranchant  de  part  & 
d'autre  la  partie  commune  PXM,  il  refte  le  triangle  POXégai  au 
triangle  MXT. 

Dans  le  triangle  îfofcele  POT,  l'angle  extérieur  POS  étant  égal 

X  deux  intérieurs  àppofés ,  eft  par  conféquent  double  de  l'angle 
OTP.  Or,  à  caufe  que  le  quart  de  cercle  BTCR  eft  égal  au  demi- 
cercle  BSC  y  il  s'eniuit  que  le  cercle  entier  du  rayon  BT  eft  double 
du  cercle  entier  du  rayon  OB,  &  que  par  conféquent  le  feftcur  SOP 
du  demi-cercle  eft  égal  au  feâeur  RTH  du  quart  de  cercle  ;  à  caufe 
de  l'angle  SOP  double  de  l'angle  RTH,  Retranchant  donc  de  ces 
deux  feâçurs  la  partie  commune  ORX  ,  le  refle  SRLP  eft  égal  au 
refte  I^OTH  ;  &  ajoutant  PLH  de  part  &  d'autre ,  j  ai  SRHP  égal 
au  triangle  POT ,  ou  aux  deux  triangles  POX .  OXT  :  &  enfin  met^ 
tant  au  lieu  du  triangle  POX  ^  Iç  triangle  XMT^  qui  Jpi  eft  égal  ; 
nous  avons  SRHP  égal  au  triangle  OTM, 

Mais  le  triangle  OMT  ayant  la  même  hauteur  OT  que  le  triangle 
BTC^  n'eft  que  Je  quart  de  ce  triangle  j  k  cayfc  que  fa  bafe  OM  eft 
le  quart  de  la  bafe  BC  (376):  donc  la  partie  SRHP  eft  égale  au 
quart  du  triangle  PTC ,  ou  au  quart  de  la  lunule  BSCR,  laquelle  eft 
égale  au  priangle  BTQ 

4.Q0.  PBvOJJlêmb  U.  Trouver  un  quant  é^d  à  plujiturs  quarrés 

donnes , 


aiix 
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donnis ,  vu  une  figure  JemblabU  &  égale  à  plufieurs  figures  fembla-^ 
If/es.  (£g.  x$o.) 

SoLVTiQN.  Suppofons  que  les  droites  ÂB ,  BC  ^  foient  les  cotés 
des  deux  premiers  quarrés  donnés.  Te  leup  fais  faire  un  angle  droit 
ABC  I  &  menant  la  droite  AC,  j'ai  le  triangle  reâangle  ABC  y  dan» 
lequel  le  quarré  de  AC  eft  égal  aux  quarrés  des  deux  autres  côtés 
ABj  BC  (171).  Je  prends  le  côté  CD  du  troifieme  quarré  donné; 
&  lui  Faifant  faire  un  angle  droit  ACD  avec  AC  ^  je  mené  la  droite 
AD  :  ce  qui  me  donne  un  autre  triangle  reâangle  ACD  y  dans  lequel 
le  quarré  de  AD  eft  égal  aux  quarrés  de  AC  &  de  DC.  Mais  le  quarré 
de  AC  eft  égal  aux  quarrés  de  AB ,  BC  :  donc  le  quarré  de  AD  efl 
égal  aux  trois  premiers  quarrés  donnés  ;  &  continuant  de  la  même 
façon  j  je  trouverai  le  quarré  de  A£^  égal  aux  quatre  premiers  quarrés 
donnés  :  fàifànt  donc  Le  quarré  de  A£,  j'aurai  ce  qu  on  demande ,  & 
ainfi  des  autres. 

Et  (i  l'on  demandoit  une  figure  femblable  &  égale  à  plusieurs  fW 
gures  (emblables  ;  je  mettrois  au  lieu  des  droites  AB>BC,CD5  DE^ 
les  côtés  homologues  de  ces  figures  :  après  quoi  la  figure  femblable 
faite  fur  AE  feroit  égale  aux  quatre  ngures  données ,  &c  ;  à  caufe 
que  les  figures  fembladbles  font  entre  elles  comme  les  quarrés  de  leurs 
côtés  homologues^ 

Proposition    XGIL 

Aoi.  Si  Ton  mené  dans  un  cercle  deux  diamètres  AC^BD^qui 
fajfent  entre  eux  un  angle  aigu;  &  que  de  leurs  extrémités  Aylà^on 
mené  des  tangentes  A V  3  BR  3  qui  fe  unmnent  aux  diamètres  3  &  qui 
fe  coupent  enH'^je  dis  : 

I^  Que  Us  triantes  AVO,  BROfititspar  les  deux  diamètres, 
avec  chacune  des  tangentes  y  font  égaux. 

IP.  Que  les  triangles  AHR ,  BH  V,  faits  par  les  tangentes  avec 
chaque  diamètre  ^fiont  àujfi  égaux.  (  fig.  2$  1 0 

I^iSmonstration.  p.  A  caufe  des  tangentes  perpendiculaires  fur 
les  diamètres  aux  points  A,  B ,  les  triangles  AVO ,  BRO  font  rec- 
tangles ;  &  à  caufe  de  Tan^e  aigu  O  commun ,  &  du  côté  AO  égal 
au  côté  BO ,  ces  deux  triangles  Ipntégaux^  (100.) 

11^.  Retranchant  donc  des  deux  triangles  égaux  AVO,  BRO ,  le 
trapéïOidc  commun  AHBO  ;  le  refte  VHB  eftigal  au  refteRHA.  Ce 
qu'il  falloip  démontrer. 

40X.  Corollaire.  Si  des  extrémités  A,B,  des  dianutres^  on 
mcru  des  perpendiculaires  AX^  YSSfiir  les  diamètres  oppojes  ;  le  trian» 
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vk  PiSfX  fait  entre  les  diamètres  par  l'une  des  perpendicul<uresA\, 
&  la  tangente  AV  menée  du  même  point  A ,  ejl  égal  au  trapé^oide 
AXBRjait  entre  les  diamètres  par  la  même  perpendiculaire  AX ,  & 
r autre  tangenu  BR. 

DEMONSTRATION.  Par  la  propofition  précédente  ,  le  triangle 
>VHB  eft  égal  au  triangle  AHR  :  aputant  donc  k  chacun  de  ces  trian- 
gles le  trapézoïde  commun  AHBa,  on  aura  AVX=BRAX. 

Proposition    XC  II  I. 

..  403.  Pofant  que  les  deux  diamètres  AC  ,  BD  foient  donnés  avec 
leurs  tangentes  AV,  BR  ;  /  d^un  point  quelconque  S  pris  fur  la  cir- 
conférence ,  on  mené  entre  les  diamètres  deux  droites  LZ,  MT  paral- 
lèles aux  tangentes  A  V,  BR  ;  (  fig.  2-  5  2.  )  ^ 

lo.Le  triangle  LST  fait  par  ces  deux  parallèles  avec  P un  des  dia- 
mètres H^  prolongé  enN  ,  ^ft^<^  au  trapé^ioide  BRUT  fait  par  la 
tangente  BK  de  ce  diamètre  UO^t  &  fa  parallèle  MT. 

II".  Le  triangle  MSZ  fait  par  Us  mêmes  parallèles  avec  Vautre 
diamètre  CAR ,  efl  égal  au  traoéioîde  AVLZ  fait  par  la  tangente 
AV  de  ce  diamètre  &  fa  parallèle. 

Démonstration.  V.  Du  point  A ,  je  mené  AX  perpendiculaire 
fur  DB ,  Ôc  j'ai  AVX=BRAX  (  402.)  Or ,  à  câufe  de  la  perpendi- 
culaire AX  parallèle  à  la  tangente  RB ,  &^  fa  parallèle  MT,  &  de 
LZ  parallèle  à  AV;  les  triangles  VAX ,  L$T>  font  femblables  & 
font  entre  eux  comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  (392)  •' 

donc  VAX.  LST::  ÂX. ST.  _^      ^ 

Mais,  par  la  propriété  du  cercle ,  nous  avons  AX  =  BO  —  XO 
(284),  &  ST=  BÔ  ~  TÔ':  donc  VAX .  LST  :  :  BÔ'— XÔ.  BÔ 
— TO.  Or,  les  triangles  BRO ,  TMO ,  XAO ,  étant  femblables,  font 

entre  eux  comme  les  quarrés  BO ,  TO ,  XO  de  leurs  côtés  homolo- 
gues BOy  TO,  XO  (393)  ;  mettant  donc  les  triangles  au  lieu  des 
quarrés ,  nous  aurons  VAX .  LST  :  ;  BRO — XAO .  BRO  —  TMO 
ou  VAX .  LST  :  :  BRAX .  BRMT.  Mais  l'antécédent  VAX  eft  égal 
à  l'antécédent  BRAX  ;  donc  le  conféquent  LST  eft  égal  au  confe- 
<iuent  BRMT;  &  on  prouvera  la  même  chofe  toutes  les  fois  que 
la  parallèle  ST  coupera  le  diamètre  BD  entre  le  centre  O  &  ie 
point  B. 

Mais  fi  le  point  Q  d'.où  l'on  mené  les  droites  QL ,  QE,  parallèles 
aux  tangentes  AV,  BR  eft  tellement  pôfé  que  la  parallèle  QE  coupe 
le  diamètre  BD  en  deflbus  de  O  ;  je  mené  à  l'extrémité  D  la  tan- 
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genre  DF  ,  qui  coupe  RC  prolongé  en  F  ;  &  comme  le  triangle 
LQP,  fait  par  les  deux  parallèles  avec  le  diamètre  BD,  eft  encore 

femblable  au  triangle  VAX  ;  j'ai  de  même  VAX .  LQP  ;  :  ÂX  .  ^ 

:  :  BO  —  XO .  OD  —  OP  ;  ôc  au  lîeu  des  quarrés  mettant  les  trian- 
gles BRO,  AXO  ,  ODF,OPE,  qui  font  entre  eux  comme  ces 
quarrés  ;  nous  aurons  VAX  .  LQP  :  :  BRO  —  AXO  .  ODF  —  OPE  ; 
c'eft-k-dire  VAX  .  LQP  ::  BRAX  .  DFEP.  Mais  VAX=BRAX: 
donc  LQP  =  DFEP.  Ain fî  le  triangle  LQP,  fait  avec  le  diamètre 
BD  par  les  parallèles  QL ,  QE ,  menées  du  point  Q ,  eft  toujours  égal 
au  trapézoïde  DFEP  fait  par  ces  mêmes  parallèles  avec  la  tangente 
DF  ;  &  ce  feroit  encore  la  même  chofe ,  fî  le  point  d'où  Ton  mené 
les  parallèles  aux  tangentes  y  étoit  pris  fur  la  demi  -  circonférence 
BCD. 

11^.  Maintenant  pour  démontrer  que  le  triangle  MSZ,  fait  avec 
Tautre  diamètre  AC  par  les  parallèles  LZ,  MT,  eft  égal  au  trapé- 
2o'ide  AVLZ  fait  par  la  tangente  AV  de  ce  diamètre  &  fa  parallèle 
LZ  ;  je  n'aurois  qu'à  mener  du  fommet  B  de  l'autre  diamètre  une 
perpendiculaire  B3  fur  AC ,  &  achever  le  refte,  comme  ci  -  defUis. 
Mais  comme  cette  démohftration  ne  réuffiroic  pas  par  rapport  aux 
fcwiions  coniques  que  ceci  concerne  ;  voici  une  autre  démonftration 
qui  fera  commune  aux  fcâions  coniques,  &  au  cercle. . 

Nous  avons  VAX  =  BRAX  (  40Z  );  &  retranchant  dp  VAX  le 
triangle  LST ,  &  de  BRAX,  le  trapézoïde  BRMT  égal  au  triangle 
LST ,  comme  on  vient  de  voir  ;  nous  aurons  AVLSTX  =  MTXA  ; 
&  retranchant  la  partie  commune  STX2,  nous  aurons  AVL2=s 
MSi.  A  ;  &  ajoutant  de  part  &c  d'autre  le  triangle  AiZ,  nqus  aurons 
enfin  AVlZ=MSZ.  (fg.  i<^x.) 

D'abord.  Si  le  point  Q  d'où  les  parallèles  QL  ,QE,  aux  tangentes, 
foîit  menées ,  çft  tellement  pofé  que  la  parallèle  foit  en-de(ious  du 
centre  O  ;  je  mené  du  point  D  une  tangente  KDF  qui  coupe  AC 
prolongé  en  F,  &  la  tangente  AV  prolongée  en  K:  les  triangles  rec- 
tangles BRO ,  DOF,  font  femblables  &  égaux  ;  à  caufe  de  BO  =â 
OD,  .&  des  angles  fur  BO  égaux  chacun  à  chacun  aux  angles  fur 
DO.  Or,  le  triangle  BRO  eft  égal  au  triangle  AVÛ  (401;:  donc 
A VO  =  FOD  ;  &c  ajoutant  de  part  &c  d'autre  le  trapèze  AKDO , 
nous  avons  VKD  =  AKF;  &  retranchant  de  VKD  le  triangle  LQP, 
&  de  AKF  le  trapézoïde  PEFD  égal  au  triangle  LQP ,  comme  on  a 
vuci-deffusj  il  refte  VLQPDK  =  AEPDK:  enfin  retranchant  de 
part  &  d'autre  la  partie  commune  AKDPQZ ,  nous  aurons  VAZL 
«5=ZQEj  c'eft-à-dire  le  triangle  ZQE  fait  par  les  parallèles  menées 
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du  point  Q,  avec  le  diamètre  AC  égal  au  trapézoïde  AVLZ  fait  pau 
la  tangente  AV  de  ce  diamètre  &  fa  parallèle. 

Enfuite,  fi  je  point  Q,  d*où  l'on  mené  des  parallèles  aux  tangentes^ 
étoitfur  la  demî-circoniFérence BCT  {fig.  253),  de  façon  que  la  pa- 
rallèle QT  coupât  le  diamètre  BD  eti  deflus  de  O  ^  hr  fimilitude  des 
triangles  QTL  ^  VAX ,  feroit  condure  comme  auparavant  que  le 
triangle  TLQ  y  fait  avec  le  diamètre  BD  ^  eft  égal  au  trapézoïde 
BRMT  :  puis  menant  dupornt  C  ]a  tafigente  CK  qui  coupe  BD  en  t^ 
&  RB  en  K,  on  trouveroit  aifëment  ^  comme  on  vient  de  voir  ^  que 
le  triangle  QME  fait  avec  Tautre  diamètre  eft:  égal  au  trap^oïde 
£Lr  C  fait  par  la  tangente  O  de  ce  diamètre  ^  &  fa  parallèle* 

Enfin  y  la  figure  ^5  4  fait  voir  que  fi  le  point  Q  étoit  fur  la  demi- 
circonférence  BCD ,  &  que  la  parallèle  QT  coupât  BD  en  deflbus 
de  O  ;  il  faudroit  faire  de  ce  côté  ce  qu  oa  a  fait  de  1  autre  dans  la  fi- 
gure X5  2.  C  Q.  F.  D* 

Remarque.  Cette  propc^tiot^  &  fa  précédente ,  (ont  efièntrellei 
pour  les  feâions  coniques ,  âo  j'avertis^  d'avance  que  pourvu,  qu'on 
fâche  bien  ceci  ^  &  ce  que  nous  avons  dit  touchant  le  cercle  ;  orii 
iera  furpris  quand  on  viendra  aux  (èâions  coniques ,  de  voir  que  l'é- 
tude de  ces  courbes  ne  lera  plus  qu'une  applicatioa  naturelle  des 
principes  les  plus  fimples. 

Du  ckangtment  des  figures  &  de  leur  réducUon  de  grand  en 

petit  &  de  petit  en  grande 


404.  Problème  I.  Une  figure  autlconque  ABCDiEF  cuim  doanies 
faire  un  triangle  qtd  htijoit  égal,  (fig,  281.). 

Solution.  P.  Je  retranche  de  la  ègure  un  triatigre  ABC  par  & 
diagonale  AC.  Du  fommct  B ,  je  mené  la  droite  BP  parallèle  à  AC  , 
jufqu'à  ce  qu'elle  coupe  en  P ,  Tun  des  côtés  AF  prolongé  r  ce  qm 
me  donne  un  quadrilatère  PBCA ,  dans  lequel  menant  l'autre  diago- 
nale PC,  j'ai  deux  triangles  égaux  BAC ,  CP  A  ;  à  caufe  qu'ils  ont  Ja 
même  bafe  CA,  &  qu'ils  font  entre  les  deux  parallèles  C  A ,  BP.  Re- 
tranchant donc  de  la  figure  donnée,  Te  triangle  BAC,  &  fiibftimant 
en  fa  place  le  triangle  PAC  ;  f  ai  la  figure  PCDF  ,  égale  à  la  figure 
donnée,  &  qui  a  un  angle  de  moins. 

II^  Je  coupe  le  triangle  DEF  par  la  diagonale  DR  Du  (bmmet  E 
de  ce  triangk,  je  mené  EH  parallèle  k  DE,  jufqu'à  ce  qu^elle  ren- 
contre le  côté  AF  prolongé  en  H  :  ce  qui  me  donne  le  quadrilaterfe 
FDEH ,  dans  lequel  menant  l'autre  diagonale  DH,  j*ai  deux  trian- 
gles ^aux  FED ,  FHD  j  k  caufe  qu'ils  ont  ht  bafe  commune  FI> , 


Géométrie.  LES  SURFACES.  Figures  égales.     ^3 


&  qu'ils  font  entre  deux  parallèles.  Retranchait  donc  de  la  figure 
PCDF,  le  triangle  FDE  ;  &  mettant  en  fa  place  le  triangle  FDH  ;  j'ai 
la  figure PCDH,égale  à  la  figure  donnée,&  qui  a  deux  angles  de  moins. 
III^.  Je  retranche  de  cette  figure  le  triangle  CDH ,  par  la  diago- 
nale CH  ;  &  du  fommet  D  de  ce  triangle ,  je  mené  DR  parallèle  à 
CH  jufquk  ce  qu  elle  rencontre  AF  prolongée  en  R:  &  menant  la 
droite  CR,  les  triangles  CDH,  CHR,  qui  ont  la  même  bafe  CH , 
&  qui  font  encre  deux  parallèles,  font  égaux  ;  ainfi  mettant  CHR  au 
lieu  de  CDH  j  j'ai  le  triangle  PCR ,  égal  k  la  figure  donnée. 

40^.  Problème  II.  Faire  un  reSangle  égal  à  un  triangle  donné 
ABa(fig.255.) 

Solution*  Du  fommet  B ,  j'abaiiTe  la  perpendiculaire  ES  fur  la 
baie  AC  :  je  coupe  BS  en  deux  également  en  R  ;  &  avec  la  bafe  AC 
&  la  hauteur  SR ,  je  fais  le  redangle  AEDC ,  lequel  eft  égal  au  trian- 
gle donné  ABC.  Car  le  triangle  ABC  eft  égal  à  ia  bafe  AvJ  multipliée 
par  la  moitié  de  fa  hauteur  BS ,  c'eft-à-dire  par  SR  (  37  $  )  ;  &  le  rec- 
tangle AEDC  eft  égal  au  même  produit. 

Ou  bien  je  coupe  la  bafe  AC  du  triangle  en  deux  également  en  R 
ij^g'  2^^);  &:  avec  la  moitié  AR  &c  la  hauteur  BS  du  triangle,  je 
fais  un  reâangle  AEDR  ^  lequel  eft  égal  au  triangle  donné.  Car  le 
refkangle  AEFC ,  de  même  hauteur  &  4^  même  baie  que  le  triangle , 
eft  double  du  triangle:  or,  les  reâangles  AEDR,  AEFC,  ayant 
mèmt  hauteur  AE ,  font  entre  eux  comme  leurs  bafes  AR ,  AC 
(373):  donc  AEDR  étant  la  moitié  de  AEFC ,  eft  par  conféquent 
égal  au  triangle. 

40^.  Problème  III.  Un  triangle  ABC  étant  donné  ;  faire  un  pa^ 
rallélogramme  qui  luijbit  égal ,  &  qui  ait  un  angle  donné,  (fig.  257.) 

Solution.  Du  fommet  B ,  je  mené  EF  parallèle  à  la  bafe  AC  :  je 
fais  en  A  un  angle  C AE ,  égal  à  Tangle  donné ,  &  achevant  le  pa- 
rallélogramme AEFC,  je  coupe  AC  en  deux  également  en  P  ;  d'où 
je  mené  PB  parallèle  à  AE:  ce  qui  donne  le  triangle  ABC ,  égal  au 
parallélogramme  AEBP.  Car  les  parallélogrammes  AEBP ,  AEFC , 
ayant  la  même  hauteur  ,  font  entre  eux  comme  leurs  bafes  AP ,  AC: 
c  eft-à-dire  le  parallélogramme  AEBP  eft  la  moitié  du  parallélo- 
gramme AEFC.  Or ,  le  triangle  ABC  eft  auffi  la  moitié  du  parallé- 
logramme AEFC  :  donc,  &c. 

Ou  bien  je  coupe  le  côté  AE  en  deux  également  en  H  ;  d'où  je 
mené  HR  parallèle  à  AC  :  ce  qui  me  donne  le  parallélogramme 
AHRC  égal  au  triangle  ;  à  caufe  que  l'un  &  1  autre  font  la  moitié 
du  paralléloerahune  AEFC. 
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407.  Problême  IV,  Une  figure  quelconque  étant  donnée  rj<^ire  un 
re étante  ou  un  parallélogramme  qui  lui  J oit  égal. 

Je  change  la  figure' en  un  triangle  qui  luî  foît  égal  (404)  ;  &  de 
ce  triangle  je  Fais  le  re6langle  ou  le  parallélogramme  requis.  (  40^  . 
406.) 

408.  Problême  V.  Faire  un  quarréégalà  un  parallélogramme ,  ou 
à  un  triangle  ^  ou  à  une  figure  quelconque  donnée,  (fig.  258.) 

Solution.  !"•  Pour  faire  un  quarré  égal  au  parallélogramme 
ABCD  ;  je  prends  une  moyenne  proportionnelle  AE,  entre  la  hau- 
teur AB  &  la  bafe  AD  ;  ôc  le  quarré  AF  fait  fur  cette  proportion- 
nelle y  efl  égal  au  reâangle.  Car  puifqué  nous  avons  AB  •  ÂÊ  :  :  AE . 

AD  ;  nous  avons  auffi  AE  =  AB  x  AD  :  or  AB  x  AD  eit  le  paral- 
lélogramme ;  donc  le  quarré  AF  eft  égal  k  ce  parallélogramme.    > 

IP.  Si  la  figure  donnée  eft  un  triangle ,  je  prends  une  moyenne 
proporrionnelJe  entre  la  moitié  de  fa  hauteur  &  fa  bafe  ;  &  le  quarré 
de  cette  moyenne  proportionnelle  étant  égal  au  produit  des  extrêmes, 
eft  par  conféquent  égal  au  triangle  donné,  {fig.  259.) 

Enfin  fi  la  figure  eft  un  polygone  régulier  ,  je  la  réduis  en  trian- 
gles, &j  achevé  le  refte  comme  il  vient  d'être  dit.  {fig  i6x.  ) 

409.  Problême  VI.  Changer  un  triangle  en  un  autre  qui  ait  une 
hauteur  donnée  ^  ou  une  hafic  donnée,  (fig.  2^9.  ) 

Solution.  P.  Soit  le  triangle  ABC  qu'on  demande  de  changer 
en  un  autre  qui  ait  la  hauteur  EH.  Je  cherche  une  quatrième  pro- 
portionnelle à  la  hauteur  donnée  EH,  à  la  hauteur  BD  du  triangle 
ABC,  &  à  fa  bafe  AC.  A  Textrêmité  H  de  la  hauteur  EH,  j'élève 
la  perpendiculaire  RP,  que  je  fais  égale  à  la  quatrième  proportion- 
nelle trouvée  :  &  menant  les  lignes  RE  ,  PE  ;  le  triangle  REP , 
dont  la  hauteur  eft  EH ,  eft  égal  au  triangle  donné  ABC.  Car  par  la 
conftruâion ,  les  hauteurs  EH  ,  BD ,  de  ces  deux  triangles ,  font  ré- 
ciproques aux  b^fes  AC ,  RP  :  donc  les  deux  triangles  font  égaux. 

(376.) 

11^.  Si  on  demande  que  le  triangle  ABC  foit  changé  en  un  autre 
qui  ait  la  bafe  RP;  je  cherche  une  quatrième  proportionnelle  à  cette 
bareRP,à  la  bafe  AC,  &à  la  hauteur  BD  ;  &  élevant  fur  RP, 
une  perpendiculaire  HE  que  je  fais  égale  k  la  quatrième  proportion- 
nelle trouvée  ;  je  mené  les  droites  RE,  EP,  qui  me  donnent  le  triant 
gle  REP  égal  au  triangle  ABC  ;  à  caufe  des  bafes  RP  ,  AC,  réci- 
proques aux  hauteurs  BD ,  EH  ;  par  la  conArudion. 
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—  410.  CoROLLAiRB  1.  On  changera  <U  la  même  façon  un  reSangle 
ou  un  parallélogramme  en  un  autre  ^  qui  ait  une  hauteur  ou  une  bafe 
-donnée  :  en  cherchanc  une  quatrième  proportionnelle ,  comme  dans 
Je  problème  précédent. 

411.  CoROLLAiRB  II.  Dc  mcMe,  y?  on  voulait  changer  un  foly^ 
gone  quelconque  régulier  ou  irrègulier  en  un  trian^  qui  eût  une  liMn 
teur  ou  une  bafe  donnée  s  on  cliangeroit  d'abord  cette  figure  en  trian- 
gle (404);  &  on  changeroit  enfuice  ce  triangle  en  un  autre  qui  eût 
la  hauteur  ou  la  bafe  donnée  :&  fi  on  vouloir  changer  le  polygone  en 
un  reâangle  ou  parallélogramme  qui  eût  une  hauteur  ou  une  bafe 
donnée ,  on  le  changeroit  d^alwrd  en  reâangle  ou  en  ^atallélo- 
gramme  (  407  )  :  après  quoi  on  changeroit  ce  reétangle  ou  ce  paral- 
lélogramme en  un  autre,  qui  eût  la  hauteur  ou  la  bafe  donnée. 
(4Ï0.) 

41 2.  Problème  VII.  Faire  une  figure  égale  à  plufiçitrs  figuras 
,  données,  (ûg.  i6o.) 

Solution.  Je  réduis  les  figures  données  en  triangles  (  404) ,  que 
je  fiippofeétre  les  triangles  ABC,  EFD,  HIL.  Je  réduis  ces  trois 
triangles  à  une  même  hauteur  IM  (  409  )  ;  ou  ce  qui  revient  au 
même  ,  je  cherche  la  bafe  LF  qu'il  &ut  donner  au  triangle  ABC , 
afin  qu'il  puifTe  avoir  la  hauteur  IM.  Je  mers  cette  bafe  en  ligne 
droite  avec  la  bafe  HL ,  &  menant  la  droite  PI ,  le  triangle  PLI  eft 
égal  au  triangle  ABC  (  ^j6  )  ;  &  par  conféquent  le  triangle  HIP  eft 
égal  aux  deux  HIL ,  AÉC. 

Je  cherche  de  même  la  bafe  PQ  ,  qu'il  faut  donner  au  triangle 
EFD ,  afin  qu'il  puifie  avoir  la  hauteur  IM  ;  &  mettant  cette  bafe  en 
ligne  droite  avec  HP,  &  menant  la  droite  QI  ;  le  triangle  PQI  eft 
égal  au  triangle  EFD;  donc  le  triangle  entier  HIQ  eft  égal  aux  trois 
triangles  ^  &  par  conféquent  aux  trois  figures  données. 

413.  Problème  VIII.  Deux  figures  X ,  Q ,  étant  données  ;  trou-- 
ver  une  troifieme figure  quijbitjemblable  à  la  première  X,  &  égale 
â  la  féconde  Q.  (  ng»  2(5 1 .  ) 

Solution.  Je  change  la  figure  X  en  un  triangle  ,  que  je  change 
enfuîte  en  un  autre  AMB ,  qui  ait  pour  bâfe  lecôté  AB.  Je  change  de 
même  la  figure  Q  en  un  triangle  BMP ,  qui  ait  la  même  hauteur  que 
le  triangle  AMB  :  ainfi  le  triangle  AMP  eft  égal  aux  deux  figures 
données.  Je  décris  fur  AP  un  demi-cercle  APR;  &  au  point  B  j'é- 
lève la  perpendiculaire  BR^  fur  laquelle  je  conftruii  la  figure  Y  fem- 
blable  à  la  figure  X  r  &  je  dis^que  la  figurp  Y  eft  égale  à  la  figure  Q. 
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Car  les  triangles  AMB ,  BMP,  ayant  la  même  hauteur,  font  entre 
eux  comme  leurs  bafes  AB,  BP  ;  mais  AMB=X,  &  BMP=Q; 
donc  X .  Q  :  :  AB .  BP.  Or^  les  figures  fèmblables  X ,  Y  »  font  entre 

elles  comme  les  quarrés  AB  ,  BR ,  de  leurs  côtés  homologues  AR , 
BR  (39X)  ;  &  à  caufe  que  dans  le  demi-cercle  APR,  la  ligne  BR 
eft  moyenne  proportionnelle  entre  les  (egmens  AB ,  BP  ;  nous  avons 

AB.BR::BR.RP.  Donc  nous  avons  auffiTÂB.  BR  ;:  AB.  BR;  & 
par  conféquent  X .  Y  :  ;  AB  .  BP.  Mais  nous  venons  de  trouver  X. 
Q  ;;  AB .  BP  :  donc  X  .  Y ::X  .  Qr  ce  qui  donne  Y=:Q. 

414,  Corollaire.  On  peut  donc  par  ce  moyen,  changer plujzeurs 
figures  qui  ne  font  pas  femplahles  entre  eUes^tn  un  mâme  nombre  d© 
figures  toutes  fèmblables  à  l'une  des  figures  données, 

41  y .  Problème  IX.  Le  côté  (Tun  pofygone  régulier  étant  donné  s 
trouver  le  polygone.  (  fig.  %6i.  ) 

Solution.  Soit  la  droite  AB,  fur  laquelle  on  demande  de  décrire 
un  pentagone  régulier.  Je  décris  un  cercle  avec  un  rayon  quelconque 
OM ,  &  dans  ce  cercle  j'inicris  un  pentagone  régulier  que  je  divife 
en  Tes  cinq  triangles  égaux»  Enfuite  fur  la  droite  AB,  je  conftruis  un 
triangle  ARB  femblable  au  triangle  MON  »  en  faifant  les  angles  A, 
B,  égaux  chacun  à  chacun  aux  angles  M ,  N.  Enfin  du  fommec  R 
pris  pour  centre  j  &  avec  le  rayon  RA  9  je  décris  un  cercle  dans  le- 
quel portant  cinq  fois  la  corde  AB ,  j'ai  le  pentagone  demandé^  Car 
l'angle  ARB,  égal  à  l'angle  MON,  vaut  la  cinquième  partie  de  U 
circonférence  ABVTX  ;  de  même  que  Tangle  MON ,  vaut  la  cin- 
quième partie  de  la  circonférence  MNPQTf 

411^.  Prob;.êmb  X*  Çh^n^er  unejigure  quelconque  ,  en  polygone 
régulier.  (Bg.  %6^.) 

Solution.  Je  change  la  figure  donnée  en  un  triangle  que  je  fup« 
pofe  être  le  triangle  ABC.  Je  divife  fa  bafe  AC  en  cinq  parties 
égales  ;  &  des  points  de  divifion  je  mené  au  fommet  les  droites  DB , 
£B ,  &c,  qui  divifent  le  triangle  en  cinq  triangles  égaux  :  à  caufe 
qu'ils  ont  tous  la  même  hauteur  ôç  les  bafes  égales.  Je  décris  avec 
un  rayon  quelconque  OR  un  cercle,  dans  lequel  j'infçns  un  penta- 
gone que  je  divife  en  fes  cinq  triangles.  Je  fais  pn  triangle  TSV , 
femblsJsle  à  l'un  des  triangles  ROT  du  pentagone,  &  égal  au  triangle 
ABD  ,  cinquième  partie  du  triangle  ABC  (413);  &  dp  fommçt  V 
décrivant  un  cercle  avec  le  rayon  VT  9  je  porte  ST  cinq  fois  autopr 
de  la  circonfiérencc  :  ce  qui  me  donne  un  pentagone  égal  au  triangje 

'  ABC 
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ABC ,  6c  par  conféquent  à  la  figure  donnée.  Car  les  cinq  triang  es 
de  ce  pentagone  font  égaux  aux  cinq  triangles  qui  compolenc  le 
triangle  ABC  ;  &  Tangle  TVS  embraffe  la  cinquième  partie  de  la 
circonférence  de  fon  cercle ,  de  même  que  l'angle  ROT  fon  égal 
embrafTe  la  cinquième  partie  de  la  circonférence  du  (ien. 

Proposition    XCIV. 

• 

417.  Un  quadrilatère  quelconque  ABCD  étant  donné  avufesdia^^ 
nales  AC,  BD  :  fi  ton  divife  tun  des  côtés  AB  en  deux  é^alementenEy  & 
que  de  ce  point  de  divijion  on  mené  la  droite  EF  parallèle  à  tune  des  dia^ 
gonales  AC;  enjuite  du  point  F  la  droite  FG  parallèle  â  Vamre  dia- 
gonale  BD'ypuis  du  point  G  ladroite  YiG  parallèle  à  la  diagonale  hCy 
&  enfin  du  point  H  la  droite  ]SSà  parallèle  à  la  diagonale  BD  :  je  dis 
que  cette  dernière  parallèle  couvera  le  côté  AB  au  pointa  qui  le  divife 
en  deux  égalenunt;  &  que  la  figure  EFGH  fera  un  parallélogramme 
qui  fera  ta  moitié  du  quadrilatère  donné.  (  fig.  264.  ) 

DéMOKSTRATiOK.  I^  Dans  le  triangle  ABC, les  bafes  AC,EiF, 
^tant  parallèles,  coupent  les -côtés  AB,  BC,  proportionnellement  r 
Or^  AB  eft  coupé  en  deux  également  en  E  :  donc  BC  eft  auffî  coupé 
en  deux  également  en  F.  Far  la  même  raifon ,  dans  le  trismgle  BCD , 
:dont  lesbafes  BD  j»  FG,  font  parallèles,  le  côté  CD  eft  coupé  en  deux 
également  en  G;  &  dans  le  triangle  CDA,  dont  les  deux  bafesAC^ 
GH  font  parallèles,  le  côté  AD  eft  coupé  en  deux  également  en  H  : 
ainfi  dans  le  triangle  ABD,  la  ligtie  HE  menée  du  point  H  parallè- 
lement à  la  bafe,  doit  couper  le  côté  AB  au  point  E  qui  \^  divife 
en  deux  également. 

IP.  Les  droites  EF,  HG  étant  parallèles  \  la  même  droite  AC  9 
font  parallèles  entre  elles  ;  par  la  même. rai  fon ,  les  droites  EH,  FG 
parallèles  à  la  même  droite  BD ,  fon  parallèles  entre  elles  ;  donc 
ia  figure  EFGH  eft  un  parallélogramme. 

IIP.  Les  triangles  femblables  ABC ,  EBF  étant  entre  eux  comme 
les  quarrés  de  leurs  cotés  homologues  AB,  EB  (392),  qui  font 
comme  2  à  i  ;  il  s'ehfuiç  que  ces  deux  triangles  font  entre  euic  comme 
^  à  I  :  c'eft-k-dire ,  le  triangle  EBF  eft  le  quart  du  triangle  ABC  \ 
Se  par  la  même  raifon  HGD  eft  le  quart  du  triàïigle  ACD  ;  aînfi  les 
deux  enfenjble  EBF,  HGD  font  le  quart  du  quadrilatère  ABCDj 
On  prouvera  de  même  que  le  triangle  ÈAH  étant  Je  quart  du  trian- 
gle BAD  ;  &  le  triangle  FCG ,  le  quart  du  triangle  BCD  ;  les  deux 
cnfemble  EAH ,  FCG  font  auffi  le  quart  du  quadrilatère  ABCD  : 
retranchant  donc  du  quadrilatère  les  quatre  trjanglesJEBF,  HÇG , 
Tome  L  .     B  b  b 
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EAH,  FCG,  qui  valent  les  deuK  quarts  ou  la  moitié  du  quadri- 
latère ;  le  refte,  c'eft-à-dire  le  parallélogramme  EFGH  fera  la  moitié 
de  ce  quadrilatère.  C\  Q.  F.  D, 

418,  Corollaire.  Si  le  quadrilatère  a  un  de  fes  angles  rentrons  i 
en  démontrera  toujours  que  le  parallélogramme  EFGH  en  cjlla  moitié. 
(fîg,  26^.) 

DEMONSTRATION.  Je  prolonge  les  parallèles  EH ,  FG ,  &  la  dia- 
gonale BD ,  jufqu*à  ce  qu'elles  coupent  l'autre  diagonale  AC  aux 
points  M ,  N ,  R  :  &  je  prouverai ,  comme  ci-deflus ,  que  le  triangle 
ëBF  ,  eft  le  quart  du  triangle  ABC  ;  que  le  triangle  AEM  eft  le  quart 
du  triangle  ABR;  &  le  triangle  CFN^  le  quart  du  triangle  BRC. 
D'où  il  luit  que  les  trois  triangfes  EBF ,  AEM ,  CFN ,  font  cnfenible 
les  deux  quarts  ou  là  mpitié  du  triangle  ABC  ;  &  que  par  coiifér 
quënt  le  parallélogramme  reftant  EFNM ,  eft  la  moitié  de  ce  trian- 
gle ou  k  moitié  du  quadrilatère  ABCD  y  plus  la  moitié  du  triangle 
ADC ,  c'eft-à-dîre  EFNM  =  \  ABCD  +  i  ADC. 
/  Or ,  dans  letrîangle  ADC,  lès  trois  triangles  HDG,  AHM,  CGN 
étant  égaux  k  la  moitié  de  ce  triangle  ,  le  refte  HGNM  vaut  Tautre 
moitié ,  &  nous  avons  HÇNM  =  t  ADC.  Mais  nous  avons  trouvé 
EFNM  =  \  ABCD  hh  t  ADC  :  retranchant  donc  du  premier  mem- 
bre le  parallélogramme  HGNM  ;  &  de  l'autre ,  \  ADC  qui  lui  eft 
égal  j  nous  aurons  EFGH=t  ABCD. 

P    R    O    P   O    s   I   T   I   O    N       X    C    V. 


41 9.  Une  figure  quelconque  ABC  étant  donnée  ;  fi  £un  point  pris 
en-dènors  ou  en-dedans  de  la  figuré  y  on  mené  les  droius  OÀ ,  OC ,  OB , 
à  tous  les  angles;  &  qu  ayant  divifiétune  de  ces  droites  OA  en  raijbn 
quelconque  en 'E  y  on  mené  du  point  E  la  droite  ÈF parallèle  à  la  bafe 
^Q  dit  triangle  AOC  ;  puis  au  point  ¥  yla  droite  FH  parallèle  à  la 
hafé^Xl  du  triangle  fiiivant  COB  ,  &  ainfi  dcfiiite  :  la  dernière  pa- 
taUele  HE  vajfera  par  le  pointa ,  &  la  figure  EFH  formée  par  ces 
parallèles  y  Jera  femblabU  a  la  figure  ABC.  (  :fig.  266.  ) 

:  DEMONSTRATION.  P.Daos  le  triangle  AOC ,  la  parallèle  EF  coupe 
le  côté.  OÇ  en  même  raifon.  que  le  coté  OA  :  de  .même  dans  le  trian- 
gle COB ,  la  parallèle  FH  coupe  le  côté  OB  en  même  raifon  que  le 
œté'  ÛC  >•  donc  OB  eft:  coupé  eô  H ,  en  même  raifon  que  AO  eft 
coupé  eh  E  ;.&  par  confëquent  la  parallèle  menée  du  point  H ,  doit 
pafler'par  E. 

:  Jn>-  Le  triangfc  OEF  eft  femblable  au  triangle  OAC  ;  k  caufe  de 
l'aiiglfi  commun  O  i  &  des  >afes  EF ,  ÀC  parallèles  :  par  la  même 
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raifon  ,  le  triangle  OFH  eft  femblâbleMu  triangle  ÔCB;  &  le  trian-? 
gle  OHE,  au  triangle  OBA  :  donc  les  deux  figures  ACB  ,  EFH;, 
étant  compofëes  d'un  égal  nombre  de  triangles  femblables ,  font: 
aulli  femblables  entre  elles.  G.  Q.  F.  D. 

4x0.  Corollaire.  Si  le  point  O  étoit  pris  fur  le  circuit  de  Idjl- 
gure  267  ;  on  démontr^-oit  ae  la  même  façon  que  EF ,  FH ,  &c  ;  forr 
meroient  une  figure  EFHRS  fèmbkble  à  la  figure  APBDC. 

4x1 .  pROBLÔMB  I.  Une  figure  ABCD  étant  donnée  ^  en  décrireune 
autre  fcfhblahle  y  &  qui  foit  avec  elle  en  telle  raifon  que  Von  voudra. 

(fig.z68.) 

Solution.  I*.  Je  prends  un  point  O,  ou  dans  la  figure ,  ou  en -de- 
hors ,  ou  fur  le  circuit ,  ou  enfin  à  Tun  des  angles.  De  ce  poînt ,  je 
mené  des  droites  à  tous  \çs  angles  ;  &  fuppofant  qu'on  veuille  que  la 
figure  demandée  ne  foit  que  la  moitié  de  la  figure  donnée  ;  je  divife 
Tune  des  droites  OA  en  deux  également  en  R.  Je  cherche  une 
moyenne  proportionnelle  OE,  entre  OR  &  OA;  &  du  point  E,  je 
mené  EH  parallèle  k  AB  ;  puis  HS  parallèle  à  CB ,  &  aînli  dd  fiiîte  : 
ce  qui  me  donne  la  figure  ÈHSV  fémblable,  &  moitié  de  la  figure 
donnée. 

•Car  ces  figures  font  entre  elles  comme  les  quarrés  des  b'gnes  OE , 
OA,  femblablement  pofées  (  391  )  :  mais  par  la  coriftru^on,  nous 

avons  OA.  OE  :  ;  OE.  OR  :  doncÔX!  ÔI':  :  OA.  OR  (393  ).  Maïs 

O  A  eft  double  de  OR  :  donc  OA  eft  double  de  OE  ;  ôc  par  confé- 
quent  la  figure  donnée .  eft  double  de  la  figure  EHSV. 

IP.  Si  Ton  veut  que  la  figure  EHSV  {fig.  269)  foit  double,  de 
la  figure  donnée;  je  prolonge  OA  en  R ,  enforte  que  AR  foit  égal 
à  OA:  je  prends  une  moyenne  proportionnelle  OE,  entre  OA,OR. 
I>u  point  E,  je  mené  EH  parallèle  k  AB  ,  &c  ;  &  la  figure  EHSV 
cfl:  double  de  la  donnée.  Car  à  caufe  de  O  A .  OE  :  :  OE.  OR  ;  nous 

avons  OA.  OE:  !  OA. OR  :  :  i .  2  (393 ) ;  &  par  conféquent  la  figure 
donnée  n'eft  que  la  moitié  de  la  figure  EHSV. 

nP.  Si  Ton  veut  que  la  figure  EHSV  foit  à  la  figure  donnée  cppime 
une  ligne  MN  eft  à  une  ligne  MP  :  je  cherche  une  quatrième  pro- 
portionnelle OR  aux  trois  lignes  MP,  MN ,  O  A  :  enfuîte  une  moyenne 
proportionnelle  OE ,  entre  OA  &  OR  ;  &  j'achève  le  refte ,  coHUJie 
d-defTus  :  ce  qui  fe  démontre  de  la  même  façon. 

4XX.  Remarque.  On  peut  abréger  beaucoup  Topération , en  met- 
tant le  point  O  fur  les  angles  de  la  figure  {fig.  1^0  ).  Car  alors  la  fi- 

-  Bbbîj  '    ^ 
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^re  fe  trouve  divifée  en  deux  triangles  de  moins  ^  &  par  confequenc 
il  y  a  moins  de  parallèles  à  mener  :  Tune  ôc  l'autre  méthode  ont 
leur  utilité,  &  c'eA  par  leur  moyen  qu'on  réduit  toutes  les  ligures  de 
grand  en  petit,  &  de  petit  on  grand. 

•423.  Problème  II.  Deux  quarrés  étant  donnés  ^  en  trouver  tant 
xt autres  que  ton  voudra  ^  lef quels  pris  deux  Aïeux  ^foient  égaux  aux 
deux  quarrés  donnés.  (  Ag.  271  •  ) 

Solution.  Suppofons  que  les  droites  AB ,  BC ,  foîent  les  côtés 
des  deux  quarrés  donnés.  Je  leur  fais  faire  un  angle  droit  ABC  :  puis 
menant  Thypothénufe  AC,  je  décris  le  demi-cercle  ABDC  qui  paflè 
par  le  point  B  ;  puifque  l'angle  ABC  efl  droit.  D'un  point  quel- 
conque D  de  la  circonférence,  je  mené  deux  droites  DA ,  DC  ,  aux 
extrémités  du  diamètre  ;  &  par  conféquent  Tangle  ADC  étant  auiTi 
droit ,  les  quarrés  des  droites  AD ,  DC ,  pris  enfemble  font  égaux 
au  quatre  de  leur  hypothénufe  AC.  Mais  les  quarrés  des  droites  AB , 
BC ,  pris  enfemble  lont  aufli  égaux  au  quatre  de  la  même  hypothé- 


nufe :  donc  AD  -f-  DC  =  AB  -+-  BC.  Et  comme  il  y  a  une  infiniré 
de  points  dans  le  quart  de  circonférence  ABD,  il  efl  vifîble  qu'en 
menant  de  chacun  de  ces  points  deux  lignes  aux  extrémités  A ,  C  du 
diamètre  ;  on  auroit  une  infinité  de  quarrés ,  qui ,  pris  deux  à  deux , 
;  feroient  égaux  aux  deux  quarrés  donnés. 

Quant  à  tous  les  points  de  l'autre  quart  de  cercle  DC ,  il  efl  clair 
que  toutes  les  lignes  que  l'on  meneroit  de  ces  points  aux  extrémités 
A ,  C ,  feroient  les  mêmes  deux  k  deux  que  celles  qui  auroient  été 
menées  du  quart  de  cercle  ABD ,  &  que  par  conféquent  leurs  quar- 
rés feroient  les  mêmes. 

4x4.  Corollaire.  Quoiqu'on  puijje  trouver  une  infinité  de  quar- 
rés j  qui ,  pris  deux  à  deux^  foient  égaux  ;  on  ne  trouvera  cependant 
jamais  aue  leurs  racines  prifes  deux  à  deux  foient  égales  :  mais  les 
deux  plus  grandes  feront  les  deux  égales  AD ,  DC  ;  &  les  autres  AB  , 
BC ,  feront  damant  moindres  que  les  deux  égales  AD  ^  DC,  quelles 
feront  plus  inégales  entre  elles.  (  fîg.  271.  ) 

DEMONSTRATION.  Si  l'on  veut  que  les  deux  inégales  AB ,  BC, 
prifes  enfemble,  foient  égales  à  la  fomme  des  deux  égales  AD, DC  ; 
je  décris  du  point  C ,  &  avec  le  rayon  CD ,  Tare  DE  :  ce 


qui  donne 
CE  =  DC;'&oar  conféquent  BÉ  eu  l'excès  du  coté.BC,  fur  le 
.  côté  DC,  De  même  du  point  A ,  &  avec  le  rayon  AB ,  je  décris 
l'arc  BR  :  ce  qui.  donne  AB  =3  AR  ;  &  par  conféquent  DR  eft  l'ex- 
cès de  AD  ou  DC  fon  égale  fur  AB.  Ainfi ,  afin  que  les  deux  ÀB , 


GÉOMÉTRIE.  LES    SURFACES.  Leurs  rapports.  381 


BC  f oient  égales  aux  deux.DC ,  DA  ;  il  faut  qu«  l'excès  BE ,  donc 
fiC  CurpaÛe  DC,  foit  égal  à  l'excès  DR  donc  DA  furpaâê  BA.  Cela 

poië. 

Nous  avons  BC  «=  DC  +  BE,  &  AB  «=  AD  —  DR  =  DC 
—  BE  ;  k  caufe  de  AD  =  DC ,  &deDR  =  BE,par  la  (upofition  : 

donc  BC  =DC*-i-  2BE  x  DC-+-BË,'&  AB  =  DC~  2BE  x DC 


rj-  BE  ;  &  ajoutant  enfemblc  ces  deux  équations ,  nous  aurons  BC 
AB=  2DC  -h  xBE.  Mais  les  quarrés de  AD,  DC,  font^D 


DC  «=  iDC  :  donc  fi  la  fuppofition  étoit  vraie,  les  deux  quarrés 
de  AB,  BC ,  pris  enfemble ,  furpafTeroient  la  fomme  des  quarrés  de 
AD,  DC  de  deux  fois  le  quarré  de  BE.  Mais  il  eft  démontré  que  les 
quarrés  deAB,  BC,  ne  furpafTent  pas  les  quarrés  de  AD,  DC  :  donc 
en  fuppofant  les  racines  AB,  BC,  égaies  enfemble  aux  racines  AD, 
DC ,  on  les  (uppofe  trop  grandes. 

On  démontrera  de  la  même  façon,  que  les  deux  cotés  ou  racines 
AH,  HC ,  (ont  enfemble  moindres  que  les  deux  AB ,  BC,  qui  font 
moins  inégales  entre  elles. 

4a  5.  Frobl&mb  ni.  Trouver  une  moyenne  proporûonnelle  à 
deux  figures  données. 

Solution  P.  Si  les  deux  figures  données  ne  font  pasfêmblables, 
je  les  réduis  en  triangles  de  même  hauteur  ;  aJSn  qu'elles  foiehc 
entre  elles  comme  les  bafcs  de  ces  triangles  :  puis  prenant  une 
moyenne  proportionnelle .  entre  ces  deux  bafês ,  je  fais  fur  cette 
moyenne  proportionnelle  un  triangle  de  même  hauteur  que  les  deux 
autres;  &  ce  triangle  efl  moyen  proportionnel  entre  les  deux  autres, 
&  par  confëquent  entre  les  deux  figures.  Ce  qui  eft  évident  :  puif- 
que  les  triangles  de  mêmehauceur  font  entre  eux  comme  leurs  bafès; 
éc  que  par  la  conftruâion,  les  bafes  font  en  proportion  continue. 

II^Mais  fi  les  deux  figures  font  femblables,  je  prends  une  moyenne 
proporrionnelle  entre  deux  de  leurs  côtés  homologues  ;  &  fur  cette 
moyenne  proporrionnelle ,  je  décris  une  figure  fêmbiable ,  laquelle 
efl  auiïi  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  autres  :  car  \^  trois 
côtés  homologues  étant  en  proportion  continue ,  leurs  quarrés  le  fe* 
ront  auffi*  Or,  ces  figures  font  entre  elles  comme  les  quarrés  de 
leurs  cotés  homologues.  Donc ,  &c. 

*  • 

426.  Problème  IV.  Exprimer  en  lignes  la  rai/on  de  plufieurs 
figures  données. 

Solution.  Je  réduis  les  figures  données  en  triangles  de  même 
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hauteur  ;  &  les  bafes  de  ces  triangles  expriment  la  raifon  dcsfigqrjes 
entre  elles. 

DE  LA    GÉODÉSIE  OU  DIVISION  DES    FIGURES 

SUR  LE  TERREIN. 

427.  pROBiâMB  I.  Divifcr  un  triangle  en  tel  nombre  départies 
égales  ou  inégales  en  raifon  donnée  que  Von  voudra ,  par  des  lignes 
menées  de  la  hafe  aufommet.  (  fig.  lyx.  ) 

Solution.  Pour  divifèr  le  triangle  ABC  en  trois  parties  égales  ; 
je  divife  la  bafe  en  trois  parties  égales  aux  points  £ ,  H  :  &  de  ces 
points  menant  au  fommet  les  droites  £B,  UB,  le  triangle  fe 'trouve 
divifé  en  trois  triangles  égaux  ;  à  cau(e  qu'ils  ont  la  même  hauteur 
&  les  bafes  égales  (376.) 

Et  pour  divifer  le  même  triangle  en  trois  parties  qui  foient  entre 
elles  comme  les  trois  parties  RS ,  SM,  MN ,  de  la  droite  RN  ;  je  di- 
vife la  bafe  en  même  raifon  que  la  droite  RN ,  &  fuppofant  que  les 
points  de  divifion  foient  les  points  E,  H;  je  mené  des  droites  au 
fommet  B ,  qui  divifent  le  triangle  en  trois  triangles  qui  font  entre  eux 
comme  leurs  bafes  ^  âc  par  conféquent  comme  leurs  droites  RS  ^ 
SM ,  MN. 

428..pROBLâMB  II.  Divifer  un  triangle  ABC  en  autant  départies 
Àgales  ou  inégales  mi  on  voudra  ,  par  des  lignes  menées  d!un  point  O 
pns  fur  le  circuit  du  triangle.  (  fig.  273,  ) 

Solution.  Si  Ton  demande  trois  parties  égales  ^j^e  dWite  le  côté 
BC  en  trois  également  aux  points  D ,  E  ;  &  le  triangle  ABC  fe  trouve 
divifé  en  trois  triangles  égaux  BAD ,  DAE,  EAC.  Je  mené  la  droite 
OA  ;  &  des  points  D ,  E ,  les  droites  DR  ,  ES ,  parallèles  à  OA  : 
enfin,  du  point  O,  je  mené  les  droites  OR,  OS,  qui  divifent  le  trian- 
gle ABC  en  trois  parties  égales. 

Car  les  triangles  RDA,  RDO ,  qui  ont  la  bafe  commune  RD  y  & 
qui  font  entre  les  parallèles  RD,  AO ,  font  égaux  (374)  :  ajoutant 
donc  à  chacun  d'eux  la  partie  commune  RBD,  nous  aurons  le  trian- 
gle DAB  égal  au  triangle  ORB.  Mais  DAB  eft  le  tiers  du  triangle 
ABC  :  donc  ORB  en  eft  aufli  le  tiers. 

De  même  les  triangles  ES  A ,  ESO ,  qui  ont  la  bafe  commune  ES , 
&  qui  font  entre  les  parallèles  AO,  SE,  font  égaux:  donc  ajoutant 
la  partie  commune  SEC ,  les  triangles  ACE ,  OSG  fortt  égaux.  Mais 
AEC  eft  le  tiers  du  triangle  ABC  :  donc  OSC  en  eft  aufli  le  tiers;  & 
par  conféquent  le  quadrilatère  ROSA  eft  le  tiers  reftant* 

Ec  £1  Ton  demande  que  les  crois  parties  foienc  entre  elles  comme 
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429.  Problème  III.  Divifer  un  triande  ABC  en  autant  de  pu 
l'on  voudra, égales  ou  inégales ypar des  uffies parallèles  à  la  bafe 


les  parties  HP,  PQ ,  QT ,  de  la  droite  HT  ;  je  divife  la  droite  BC  en 
même  raifon  que  la  droite  HT  ;  &  j'achève  le  refte  comme  ci-deffus. 

parties 
au  on  vouara, égaies  ou  megaics ypar acs  u^a paruucccs  a  la  uafe  AC« 
(fîg.  474.) 

Solution.  Si  on  demande  qu'il  foit  divîfé  en  trois  parties  égales , 
je  divife  le  côté  AB  en  trois  également  aux  points  E,  R  ;  je  prends  une 
moyenne  proportionnelle  BH,  entre  la  droite  BA  &  fon  tiers  BE; 
&  je  mené  HM  parallèle  à  la  bafe.  Je  prends  de  même  une  moyenne 
proportionnelle  BN ,  entre  la  droite  B A  &  fes  deux  tiers  BR  ;  &  me- 
nant la  droite  NP  parallèle  à  la  bafe,  le  triangle  ABC  fe  trouve  divife 
en  trois  parties  égales  par  les  parallèles  HM,NP. 

Car  les  triangles  femblables  BHM ,  BAC ,  font  entre  eux  comme 
les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  BH,  BA  (392)-  Or ,  par 

la  conftruâîon ,  nous  avons  BE  .  BH  :  ;  BH .  BA  ;  donc  BE .  BH  :  : 
BE.BA  ::  i  .3  (393)  ;  &  par  conféquent  le  triangle  BHM  eft  le 
tiers  du  triangle  BAC.  On  prouvera  de  même  que  le  triangle  BNl? 
eft  les  deux  tiers  du  triangle  BAC  ;  d'où  il  fuit  qu'en  retranchant  de 
ce  triangle ,  le  triangle  BHM  ;  le  refte  HMNP  fera  auflî  le  tiers  du 
triangle  ,  &  par  conféquent  le  trapézoïde  NPC A  fera  le  tiers  rcflant. 
Si  on  demande  que  le  triangle  foit  divife  en  trois  parties ,  qui 
foient  entre  elles  comme  les  trois  parties  SQ,  QT,  TV,  de  la  droite 
LV  ;  je  divife  le  côté  BA  en  même  raifon  que  la  droite  SV ,  &  j'a- 
chève le  refte ,  comme  ci-deffus. 

430.  Problème  IV^Divifir  un  triante  ABC  en  autant  de  par-- 
ties  égales  ou  inégales  qtion  voudra  ^  par  des  lignes  qui  partent  d'un 
même  point  dans  faire  qui  nejlpas  donné.  (  fig.  2*75.) 

Solution.  I®.  Si  Ton  veut  que  le  triangle  foit  divife  en  quatre 
parries  égales  ;  je  prends  AR  égal  à  la  quatrième  partie  de  la  bafe  : 
du  point  R,  je  mené  la  droite  RV  parallèle  au  côté  AB  ;  je  divife 
RV  en  deux  également  en  O;  &  menant  les  droites  OA,  OB ,  le 
triangle  OAB  eft  le  quart  du  triangle  ABC.  Car  menant  la  droite 
RB ,  les  triangles  ÀBO ,  ABR ,  qui  ont  la  bafe  commune  AB ,  & 
qui  font  entre  les  parallèles  AB  ^  RV ,  font  égaux.  Mais  ABR  eft  le 
quart  du  triangle  ABC;  à  caufe  que  ces  deux  triangles  ont  la  même 
hauteur  \  &  que  la  bafe  AR  eft  Te  quart  de  la  bafe  AC  :  donc  le  trian- 
gle ABO  éft  auflî  le  quart  du  triangle  ABC. 

Maintenant  le  trapézoïde  reftant  AOBC  eft  les  trois  quarts  du 
tçîanglc  ABC ,  &  par  conféquent  ^  il  faut  le  divifer  en  trois  parties 
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égales.  Or  y  dans  ce  crapézoïde ,  les  triangles  ROC  ^  VOC  y  qui  onc 
les  bafës  RO  y  VO  y  égaies  par  la  conflruftion ,  &  la  même  hauteur  , 
puisqu'ils  ont  le  fommet  en  C ,  font  égaux  :  &  les  triangles  AQR  ^ 
BOV^qui  ont  aufli  les  bafes  égales^âc  qui  font  entre  les  parallelesAB^V 
fontauffî  égaux  :  donc  les  triangles  AOQBOC,  font  égaux  entre  eux. 
C'cfl  pourquoi  divifant  chacune  de  leurs  bafes  en  trois  parties,  6c 
menant  des  points  de  divifion  des  droites  au  point  O;  j'ai  fix  parties 
égales,  lefquelles  prifes  deux  à  deux  en  donnent  trois  AOS,  SOTC, 
BOT,  qui  lont  chacune  le  quart  du  triangle  ABC. 

II''.  Si  on  veut  que  le  triangle  foit  divifé  en  quatre  parties  qui 
foient  entre  elles  comme  les  parties  MN,  NP,  PQ,QX,  delà 
droite  MX  ;  je  prends  fur  la  bafe  AC  une  partie  AR  ,  enforte  que 
j'aie  AR .  AC  :  :  MN  .NX  :  Ôc  achevant  le  refte ,  comme  ci-deflus, 
le  triangle  ABO  e(l  a:u  triangle  total  ABC ,  comme  MN  eft  à  MX  ; 
i&  il  ne  rede  plus  qu'à  dîvifcr  le  trapézoïde  AOBC  en  trois  parties  qui 
foient  entre  elles  comme  les  autres  parties  NP,  PQ ,  QX  de  la  droite 
MX ,  par  le  point  O  pris  fur  fon  circuit  j  &  c^eil  ce  que  nous  allons 
enfeigner  dans  le  problème  fuivant. 

431.  Problème  V.  Divifer  une  figure  quelconque  ABCDE  en  tant 
de  parties  que  Von  voudra  ^  égales  ou  inégales  ^  par  des  lignes  menées 
d'un  point  O  pris  furie  circuit,  (fig.  276.) 

Solution.  I®.  Si  l'on  veut  que  la  figure  foit  divifëe  en  trois  par- 
ties égales  ;  du  point  O ,  jç  mçnç  à  tous  les  angles  les  droites  OA  , 
OB,  OC,  qui  la  divîfent  en  triangles:  je  change  ces  triangles 
en  d'autres  PMQ ,  QMR ,  RMS ,  SMT  ,qui  leur  foient  égaux  chacun 
k  chacun ,  &  qui  aient  la  même  hauteur ,  c'eft-à*dire  PMQ«=  AEO, 
QMR=AOB,&  ainfi  de  fuite,&  par  conféqùent  le  triangle  total  PMT 
eft  égal  à  la  figure  ABCDE.  Je  divife  la  bafe  PT  en  trois  également 
aux  points  N ,  L  :  d'où  je  mené  au  fommet  M,  les  droites  NM,  LM , 
qui  divifent  le  triangle  PMT  en  trois  autres  PMN ,  NML ,  LMT  , 
égaux  entre  eux  »  àcaufe  des  bafes  égales,  &  4e  la  hauteur  commune. 

Maintenant  à  caufe  que  le  point  N  du  tiers  PN  tombe  fur  la  bafe 
QR  du  triangle  QMR  —  AOB  ;  je  divife  la  bafe  AB  du  triangle 
AOB  çn  X,  en  même  raifon  que  la  bafe  QR  eft  divifée  en  N  :  6c  me- 
nant la  droite  XO ,  le  triangle  \OX  çft  au  triangle  AOB,  comme 
la  bafe  AX  eft  à  la  bafe  AB.  Mais  QMN  eft  au  triangle  QMR,  aufli 
comme  QN  eft  à  QR ,  ou  comme  AX  eft  à  AB  :  donc  AXO  é 
AOB  :  :  QMN  .  QNR  :  &  à  caufe  de  AOB  =  QMR,  nous  avons 
AXO  =  QMN,  Or,  EOA=PMQ:  donc  EOA^-AOX=PMQ 
r*- QMN,  ou  EOXA^PMN.  Mais  PMN  eft  le  tiers  du  triangle 

J?MT, 
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PMT,  égal  à  Jla  figure  ABCDE  :  donc  EOXA  eft  le  tiers  de  cette 
Jfigure. 

De  même  à  caufê  que  le  point  L  de  la  féconde  divifion  égale  NL , 
rombe  fur  la  bafe  RS  du  triangle  RMS  égal  au  triangle  BOC  ;  je  di- 
vife  la  bafe  BC  de  ce  triangle  en  Z ,  en  même  raifon  que  la  baie  RS 
eft  divifée  en  L  :  &  menant  la  droite  OZ ,  la  parne  XOZB  eft  encore 
un  tiers  de  la  figure.  Car  k  caufe  de  AOB  =  QMR ,  &  de  AOX=:3 
QMN  ;  nous  avons  XOB = NMR.  Or,  BOZ .  BOC  :  :  BZ .  BC  :  ? 
RL.RS;&  RML .  RMS ::  RL . RS  r  donc  BOZ . BOC :: RML  . 
RMS;  &  à  caufe  de  BOC  =  RMS,  nous  avons  BOZ  «RML,  ^ 
par  conféquent  XOB -*- BOZ = NMR -f- RML  ,  ou  XOZB  « 
NML.  Mais  NML  eft  le  riers  du  triangle  FMX  égal  à  là  figurç 
ABCDE  :  dpnç  XOZB  en  eft  aufli  le  tiers,  &  par  conféquent  QZCD 
pft  le  tiers  reftant. 

II<*.  Si  on  veut  que  la  figure  (bit  divifée  dans  la  raifon  de  troi$ 
lignes  inégales,  je  divife  la  balè  FT  d^ns  la  même  raifon  j  &  j'achevQ 
le  re{);e  comme  auparavant. 

432.  Remarque.  On  voit  par-là  qu'il  eft  également  fùcile  de  di- 
yifer  ^ne  figure  en  parries  égales  ou  mégales  en  raifon  donnée  :  c'eft 
pourquoi  je  ne  parlerai  plus  que  de  h  divifioo  des  figures  en  partie;^ 

433.  PROLÊME  VL  Divifer  unejîgttre  damée  ASCD  m  ul nomy 
hre  de  parues  égales  au  on  ypudrapar  un  point  O  donné  dans  tairf, 

(fig.a.77.) 

* 

Solution.  Du  point  O ,  Je  mené  h.  tous  les  angles ,  les  droites 
pA,OB,OÇ,  OD,  qui  divilènt  la  figure  en  triangles.  Je  change  ces 
triangles  eo  d'autres  MEN,  NEP,  PEQ,  QER,  qui  leur  foient 
égaux  chacun  k.chaci^n^  S^  qui  aient  une  même  hauteur,  c'eft-à-dire 
^1EN=pA0D,  NEP=A0B,PEQ=B0C,  &  QER==COD; 
&  par  conféquent  le  triangle  entier  MER  eft  égal  à  la  figure  ABCD. 

Si  l'on  veut  donc  divifèr  la  figure  ABCD  en  trois  parties  égales , 
je  divife  la  bafe  MR  en  trois  également  aux  points  H ,  L;  d'pùjc 
mené  au  fommet  les  droites  HE,  LE  qui  divilcnt  le  triangle  MER 
en  trois  triangles  MEH,  HEL,  LER  égaux  entre  eux ,  &  dont  cha- 
cun par  conféquent  eft  le  tiers  du  triangle  MER  ou  de  la  figure 
ABCD.  Ainfi  à  caufe  que  le  point  H  du  tiers  MH  tombe  fyr  la  bafê 
NP  du  triangle  NEP  égal  au  triangle  AOB  ;  je  divife  la  bafe  AB  de 
ce  triangle  en  X ,  en  même  raifon  que  NP  eft  divife  en  H  ;  &  me- 
nant la  droite  XO,  la  partie  DOXA  eft  le  tiere  de  la  figure  ABCD  ; 
ce  que  l'on  démcMitrera  comme  dans  le  problème  précédenf.  - 
TombL  Ccc- 
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De  même  à  càufè  qm  le  point  L  de  la  féconde  divifîon  égale  HLp 
tombe  hir  la  bafe  PQ  du  triangle  PEQ  égal  au  triangle  BOC  ;  je  di- 
vife  la  bafe  BC  de  ce  triangle  en  Z ,  en  même  raifon  que  la  bafe  FQ 
Tdft  en  L  :  &  menant  ZO  ^  la  partie  XOZB  eft  encore  le  tiers  de  la 
^giure,  6c  par  confëquent  DOZC  eft  l'autre  tiers. 

434*  CoROLLAiRB.  On  fe  fervira  de  la  même  méthode  lorfqu'il 
Êiudra  divifer  un  triangle  par  un  point  donné  dans  Caire.  Car  il  rauc 
prendre  garde. que  dans  le  problême  du  nombre  430 ^ le  point  dans 
Taire  n'étoit  point  donnée  &c  qu'il  s^agiflbit  de  le  trouver  j  au  lieu 
qu' jcî  il  &ut  néceff^rement  s'afbreindre  au  point  que  Ton  donne. 

435 .  ProblÊMb  VII.  Dévifer  un  trapé[oïde  ABCD,  en  autant  de 
carnes  égales  qdon  voudra.  (  fig.  278.  j 

Solution.  Si  Ton  veut  qu^îl  foit  divifé  en  quatre  parties  égales  ^ 
je  dîviiê  la  baie  inférieure  AB  en  quatre  parties  égales  aux  points 
M^  Ny  R  :  je  divife  de  même  la  baie  fupérieure  DC  en  quatre  éga- 
lement  aux  points  S,  T^  X  :  &  menant  par  les  points  de  divifion  ^ 
les  droites  MS^  NT^  RX  ;  le  trapézoïde  e(l  divifë  en  quatre  trapé- 
TOides^aux.  < 

Car  le  trapéxoTde  ADSM  eft  égal  au  produit  de  la  fomme  de 
îês  deux  bafes  AM,  DS,  par  la  moitié  de  la  hauteur  (58^).  Or  les. 
trois  autres  trapézoïdes  ont  la  même  hauteur^  &  les  bafes  égales  aux 
idjeux  AM ,  DS  :  donc  ils  font  égaux  au  même  produit. 

436.  Problème  YllL' Divifer  un  trapéioïde  ABCD,  par  des 
lignes  parallèles  à  fa  bafe.  (  fîg.  280.) 

Solution.  Je  prolonge  les  côtés  nôn-^paralleles  AD^  CB,  jufqQ'à 
ce  qu'ils  fe  rencontrent  en  £  :  je  réduis  le  trapézoïde  en  un  triangle 
MnP  qui  lui  foît  égal ,  &  le  triangle  DEC  en  Un  autre  PNS  qui  lui 
ibit  égal^  &  qui  ait  même  hauteur  que  le  triangle  MNP.  Ainfî  le 
'trapézoïde  AÈCÏ)  eft  au  triangle  DCE ,  comme  le  triangle  MNP 
eâ:  au  triangle  PNS,  ou  comme  la  bafe  MP  à  la  bafe  PS^à  cau(è  que 
les  deux  triangles  onç  la  même  hauteur. 

sa  l'on  veut  donc  que  le  trapézoïde  foit  divifë  en  trois  parties 
égales  ;  je  divîlè  la  bafe  PM  en  trois  également  aux  points  Q. ,  R  , 
/d'où  je  mené  les  droites  QN,  RN  qui  divifent  le  triangle  MNP  et» 
trois  parties  égales  :  je  prends  une  moyenne  proportionnelle  SO  , 
^ntre  SP  &dR  renfuite  une  quatrième  proportionnelle  KL  aux 
trois  lignes  SP  y  SO^  ED  ;  &  du  point  L  menant  LH  parallèle  à  la 
|)afê  AB  9  la  partie  IHCD  efl  le  riers  du  trapézoïde. 

Car  les,  triangles  KDC^  lEiM^  étant  femblables^  font  entre  eiu^ 
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comme  les  quàrrés  ED ,  BLr,  de  leurs  côtés  homologues^  Qr,  par  h 

conftruâion ,  nous  avons  ED.  EL  ;  :  SP.  SO  :  donc  'ED^:  rSP*  SO!* 

Mais  nous  avoivî  aufli  SP.  SO  :  :  SO.  SR  :  donc  S?.  SÔ  :  :  SP.5R. 
f29i),  &  par  conféquent  ÊDC  .  ELC  :  ;  SP  .  SR  ;  :  SNP .  SNR; 
&dmfant,EDC.  ELC  —EDC  ;  :  SNP.SNR-:  SNP;  ou  EDC. 
LHCD  :  :  SNP.  RNP.  Mais  nous  avons  EDC  «SNP  j  donc  LHCD 
»RNP,  c'eft-à-dire ,  la  partie  LHCD  eft  égale  au  triangle  RMP 
qui  eft  le  tiers  du  triangle  MNP ,  ou  le  tiers  du  trapézoiîde  ABCD. 
Je  prends  de  même  une  moyenne  proporticMinelle  S2^ ,  entre  5P 
te  SQ  ;  puis  une  quatrième  proportionnelle  ET ,  aux  quatre  lignes 
SP ,  SZ ,  ED  :  &  menant  TV  parallèle  ï  la  bafe ,  la  partie  t\l>Ù 
tik  les  deux  tiers  du  trapézoïde  ÀBCD  ;  ce  qui  fe  démontre  de  même 
que  ci-defTus  :  donc  retranchant  la  partie  LflCD,  qu!  en  eft  auidî  lé 
tiers  ;  le  refle  TVHL  eft  le  tiers,  &  par  conféquent  ABVT  eft  le  tiers 
reftant. 

-  •  . 

437.  Froblèhib  IX.  Retrancher  tTun  triangU  AfiC>  tmtrian^ 
égal  a  un  triangle  donné  D£F«  (  fig*  ^79*) 

Solution.  Je  cherche  un  triangle  HCL  égal  an  triangle  DEF  ^ 
4^  femblable  au  triangle  ABC  (414)1  &  iietranchant  l'un  de  l'autre^ 
lercfteeûABLH. 

DKS  FIGURES   ISOPÉRIMETRSS. 
'   '438,  Deux  ou  plufieurs  figures  qui  ont  les  circuits  égaux  |  font 

jdites  ifopérimetres. 

439.  Problème  I.  Une  figure  étant  donnée  ,  en  faire  unt  Atur^ 
d^une  autre  efpece  fui  lui  foit  ijbpérimetre^  (  %•  28 1 .)  /i 

Solution.  Suppoféque  Ton  demande  de  faine  un  redangle  ifbp^ 
rimetre  au  triangle  ABC  ;  j'ajoute  enfèmUe  les  cètés  du  ttim^t  ^ 
fen  forte  qu'ils  forment  la  ligne  droite  EL:  je  éoupe  cette  ligne  ch 
deux  également  en  G  ;  &  enfiiite  chacune  des  moitiés  ^  en  deux  par^ 
ttes  inégales ,  faifanc  EFaaHL ,  &  FG  =«  GH  :  je  prends  les  deut 
égales  EFy  HL^pour  former  les  dcuk  bafes  Aipérieure  &  in^riemt 
d^in  reftangle  MO  ;  &  les  deux  FG,  GH  ^  pour  en  former  les  côtes  t 
2iinfi  le  reâangle  MO  eft  ifopérimetre  au  triangle  ABC. 

440.  CoROiLAïRB.  II  cfV  ^\{é  de  voir  qu'on  pourroît  faire  de  la 
même  façon  un  quarré ,  un  polygone  régulier ,  &:c  ^  ifopériaietre  an 
triangle  ABC. 

441.  FroblÎmb  h*  Un  triante  jbalene  ABC  étant  dorùté\  conf^ 

Cccij 
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mûre  fur  la  même  bafe  AB  im  triangU  ifof ceU  ifopérimetre  au  triaiÊ^ 
5/«ABC.(fig,283.) 

Solution.  Je  prends  AD  égal  à  la  moitié  des  deux  cot^  AC; 
CB  ;  &  je  fais  fur  la  bafe  AB ^  un  triangle  ADB  donc  les  côtés  AD« 
BD ,  foient  égaux* 

Proposition    |X  C  V  !• 


442.  De  tous  les  triangles  ifovénmetres  faits  fur  une  même  hafe^ 
celui  qui  ejl  ifofcele  fur  cette  hafe  efi  plus  grand  que  ceux  qui  ne  font 
j>as  ifofceies  ;  &  les  autres  font  d'autant  plus  petits  que  leurs  côtés 
font  plus  inégaux,  (fig.  284.) 

DiéMONSTRATiON.  Soic  le  triangle  ABC  ifofcele  fur  la  bafe  AB  ^ 
c'eft-à-dire  dont  les  cotés  AC  j  CJB  font  égaux;  &  le  triangle  ABE. 
ifopérimetre  au  triangle  ABC^  mais  qui  n'efl  pas  ifofcele  fur  fa  bafe^ 
ou  qui  n^a  pas  les  côtés  AE ,  £B  égaux* 

Te  prolonge  AC  en  R,  faifant  ACaCR  ;  &  je  mené  la  drofteER^ 
Dans' le  triangle  AËR  y  les  deux  côtés  AE,  ER  3  pris  enfemble ,  font 
plus  grands  que  AR  ou  que  AC ,  CB ,  ou  enfin  ^  que.  AE  H-^B  s=9 
AC^ir  CB  ^  à  caufe  t)ue  les  deux  triangles  ACB  ,  AEB  font  ifopéri* 
tnetres,  6c  qu'ils  ont  la  même  bafe  :  ainfi  nous  avons  AE-t-ERk^. 
AE+EB;  &  retranchant  A£  de  part  &  d^autre^  nous  avons  £R 
plus  grand  que  EB.  Or ,  les  trianries  BCE ,  ECR ,  ont  le  côté  CE 
commun ,  le^côté  BC  (%al  au  côté  CR  :  mais  la  bkfe  BE  eft  plus  pe- 
tite que  la.  bafe  ER,  comme  on  vient  devoir:  donc  i 'angle  BG£  eft 
Îdus  petit  que  Tangle  ECR  (108),  &  par  conféquent  moindre  que 
a  moitié  de  Tangle  RCB.  Mais  Tangle  RCB  externe  au  triangle  ACB, 
étant  égal  aux  deux  internes  oppofés  A  &  ABC  qui  font  égaux ,  efl 
double  de  l'angle  ABC  ;  &  menant  la  droite  CS  parallèle  à  AB , 
fangie  SCB  eft  égal  k  foti  alterne  ABC ,  &  vaut  par  conféquent  la 
inoîtié  de  l'angle  RCB  :  donc  l'angle  BCE  eft  moindre  que  Tanglo 
SCB  ;  &  par  conféquent  le  fomrtiet  E  du  triangle  ABE  tombe  ea 
deffous  de  la  parallèle  CS.  Ainfî  la  hauteur  du  triangle  ifofcele  ACB 
eft  plus  grande  que  celle  du  triangle  AEB.  Mais*  ces  deux  triangles 
ayant  la  même  bafe  AB ,  font  entre  eux  comme  leur  hauteur  :  donc 
|e  triangle  ACB  eft  plus  grand  que  le  triangle  AEB. 

On  démontrera  de  la  même  taçoh  que  le  triangle  AFB  ifopéri-^ 
piètre  au  triangle  AEB,  mais  dont  les  côtés  AF,FB  font  plus  iné- 
gaux entre  eux  que  les  côtés  AE,  EB,  eft  moindre  que  le  triangle 
AEB  ,&  ainfi  des  autres.  C.  Q.  F.  D.  , 

-   443-.  Corollaire.  Si  Jeux  triangles,  i/ojielcs   &  ifo/érimetres 
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ABC^  AECs  ont  un  cote  AC  commun^  celui  qui  cji  ifofceUfur  ce 
côtés  c^efl-a-dire  le  triangle  ABC  qui  afes  deux  angles  égaux  fur 
hCiCjtplus  grand  que  celui  qui  nefipas  ifofcele  fur  ce  côté  y  cejt-à^ 
dire  que  le  triangle  AEC  qui  afes  angles  égaux  fur  CE,  &  nonpai 
yirAC-(fig.  x8j.) 

DEMONSTRATION.  Le  triangle  AEC,  confidéré  par  rapport  à  la 
bafeAC,  eft  fcalcne,  puifquefes  côtés  AE,EC  font  inégaux;  au 
lieu  que  le  triangle  ABC ,  confidéré  par  rapport  à  la  même  bafe ,  eft 
ifojfcde  :  donc  celui-ci  eft  plus  grand  que  celui-là. 

Proposition     XCVIL 

\  444.  Si  deux  triangles  ifopérimetres  &  ifofcelcs  AEC  ^  ABC  3  ont 
Un  côté  commun  AC  ;  celui-ci  dont  la  différence  de  la  hafe  à  chacun 
de  fis  côtés  égaux  ,  efl  moindre  ^  eft  plus  grand  ^  celui  dont  la  dif^ 
férence  de  la  hafe  à  chacun  de  fes  côtés  égaux ^  eflpbis  grande  {h^. 

DEMONSTRATION.  Soît  le  trïainglc  ifbfceîe  ACE  dont  les  cotés 
égaux  font  AÉ ,  AC ,  &  la  bâfe  eft  EC  que  nous  fuppofèrons  plus 
grande  que  le  côté  AE  ou  A<r.  Si  je  veux  faire  fur  AC  un  triangle 
libjpériffletre  au  triangle  AEC  &  ifofcele  fajc  AC,  il  faut  que  des 
deux  côtés  inégaux  AE,  EC,  j'en  fafle  deux  égaux  AB ,  BC  :  & 
pour  cela ,  je  dois  prendre  la  moitié  de  Texcës  de  EC  fur  AE,  &  le 
donner  à  AC.  Ainfi  dans  le  nouveau  triangle  ABC,  le  côté  AB  oiî 
BG  fera  plus  grand  que  AC  de  la  moitié  de  Tcxcës  de  CE  fur  AE 
ou  AC  j  &  pair  confèquent  la  difiérence  de  la  bafe  AC  de  ce  noi^ 
veau  tninglé  à  foni  côté  BC  ou  B  A ,  fera  moindre  que ,  dans  le  trian^ 
gle  ACE ,  la  différence  de  la  bafe  CE  au  côté  AC.  Or ,  le  nouveau 
triangle  ABC  étant  ifofcele  fur  le  côté  commun  AC ,  eft  plus  grand 
que  le  triangle  AEC  qui  n*eft  pas  ifofcele  fur  ce  côté  ;  donc ,  &c. 

Si  dans  le  triangle  AEC  la  bafe  EC  étoit  plus  petite  que  le  côté 

AEou  AC,  il  feroit  facile  de  faire  la  même,  démonftration.  C.(X 
F.  D. 

Proïositioiï     XCVIII. 

44^5 .  De  tous  les  triangles  ifopérimetres  ^  celui  qui  eft  équilatéral 
eji  le  plus  grand.  (  -fig,  286.  ) 

DEMONSTRATION.  Soit  le  triangle  (calene  ABC.  Te  fais  for  fa  bafé 
'AB  ufl  triangle  ifofcele  ADB-,  &  ifopérimetre  à  ABC;  &:  par  con- 
féquent  ADB  eft  plus  grand  que  ACB  (44x.)  Je  fais  fur  le  côté  AD 
du  triangle  ifofcele  ADB,  un  triangle  ifqpérimetré  &  ifofcele DEA; 
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jk  ce  triangle  DEA  étant  îfofcele  fur  DA ,  eft  plus  grand  que  ADB 
qui  n^eft  pas  ifofcele  fur  DA  (  44.3  )  ;  &  Ja  différence  de  fa  bafe  AD 
à  (es  côtés  AE ,  DE ,  eft  moindre ,  que  dans  le  triangle  ADB  ^  la  dif- 
férence de  la  bafe  AB  à  fes  côtés  AD ,  DB  (  444).  Je  fais  de  même 
fur  ED  un  triangle  ifofcele  EOD  &  ifopérimetre  au  triangle  DEA  : 
ainfi  ce  dernier  triangle  EDO  eft  plus  grand  que  le  triangle  DEA  , 
ôc  la  différence  de  fa  bafe  à  fes  côtés  eft  moindre.  Donc  3  puîfqu'à 
mefure  que  la  différence  de  la  bafe  aux  côtés  diminue  ,  le  triangle 
ifopérimetre  devient  plus  grand  ;  il  s'enfuit  que  quand  cette  dîffê* 
rence  fera  nulle  ;c'eft-a*dire  quand  le  triangle  ifopérimetre  fera  équî- 
latéral  ^  ce  triangle  fera  le  plus  grand  de  tous  les  ifbpérimetres. 

Si  Ton  prend  un  autre  triangle  fcalene  ifopérimetre  au  triaqgle 
ACB)  mais  de  différente  bafe^âc  qu'on  faffe  le  même  raifonnemcnt; 
un  trouvera  que  le  triangle  équilatéral  &  ifopérimetre  à  ce  triangle , 
fera  le  plus  grand*  Or ,  on  ne  peut  trouver  qu  un  feul  triangle  équi- 
latéral ifopérimetre  à  plufieurs  ifopérimetres  ;  donc  il  eft  vrai  en  gé^ 
néral  que  de  tous  les  triangles  ifopérimetres  de  mêmes  bafès  ou  de 
bafes  inégales ,  Téquilatéral  eft  le  plus  grand.  C.  Q.  F.  D. 

PROFOSlTiaN      XiCIX, 

*  44^.  De  tous  les  paralUlogrammes  ijbpérimetres  qui  ont  la  même 
bafe  AB  ^  le  plus  granJ  ejè  le  reSangle  ADCB;  &-  les  autres  font  d^au^ 
tara  moindres  ^  qu'ils  ont  des  angles  plus  aigus.  (  fig.  287.) 

DEMOKSTaATioK.  Dupoiut  A  pris  pour  cèn Ère  &  a vcc  Je  rayon 
AD  y  je  décris  un  demi-cercle  MDN;  &  du  même  point  menant  le 
rayon  AEàun  point  de  la  circonférence  E  différent  de  D  ^j'achève  le 
parallélogramme  AEGB,  lequel  eft  ifopérimetre  au  reâangle  ADCB: 
puifqu'ils  ont  la  bafe  commune  AB  ^  &  le  côté  AE  égal  au  côté  AD; 
a  caufe  que  ce  (ont  des  rayons  d'un  même  cercle.  Or  y  le  point  D  étant 
le  point  de  la  circonférence  le  plus  éloigné  dû  diamètre  MN ,  la 
hauteur  AD  du  reâangle  ADCB  eft  plus  grande  que  la  hauteur  £F 
du  parallélogramme  ^GB  :  donc  le  reâanglc  eft  plus  grand  que 
le  parallélogramme  ;  puiique  ces  figures  ayant  même  bafe  y  font  en  - 
tre  elles  cohime  leurs  hauteurs. 

Si  l'on  prend  fur  la  circonférence  un  point  H  plus  éloigné  de  D 
que  le  point E^  &  qu'ayant  mené  le  rayon  AH ,  on  achevé  Je  parais 
lélogramme  AHLB  ;  on  démontrera  aifément  que  ce  parallélo- 
gramme eft  moindre  que  le  parallélogramme  AEGB  ^  &  aiu(i  des 
autres.  C.  Q.  F.  D, 

PRaposiTioN    c 

447.  De  tous  les  reSangles  ifopérimetres  j  le  plus  grand  ejl  U 
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quarré  ABCD  ,  Ù  Us  autres  font  <f  autant  nwmdrcs  que  leurs  côtés 
Jontplus  inégaux.  (  %•  288.) 

DEMONSTRATION.  F.  Je  rctranchc  de  la  hauteur  AB,  la  partie 
BR;  &  j'ajoute  à  la  bafe  AD ,  la  partie  AE  égale  à  BR  :  &  achevant 
le  reftangle  EFHD ,  le  quarré  ABCD,  eft  ifopérimetre  au  reftangle 
EFHD  qui  a  gaené  fur  la  longueur  de  la  baie ,  ce  qu^l  a  perdu  uir 
la  hauteur.  Or ^  les  reâangles  BRHC ,  EARF ,  ayant  les  baies  BR  & 
EA  égales ,  font  entre  eux  conune  leurs  hauteurs  RH ,  AR  j  &  RH 
eft  plus  grande  que  AR:  donc  le  reâangle  BRHC  eft  plus  grand  que 
le  reilangle  EARF;  &  ajoutant  la  partie  commune  ARHD,  nous 
avons  ABCD  plus  grand  que  EFHD. 

IP.  Je  retranche  de  la  hauteur  AR  ou  EF  du  reftangle  EFHD  \ 
une  partie  FN  ;  &:  j'ajoute  à  fa  bafe  ED ,  une  partie  ES  égale  à  FN  ; 
aînfi  achevant  le  reâangle  STVD ,  ce  reâangle  STVD  eftifopéri- 
metre  au  reâangle  EFHD.  Or,  les  reâangles  FNHV,  TNES ,  ayant 
les  bafes  FN,  SE  égales ,  font  entre  eux  cortime  leurs  hauteurs  FH , 
EN  ;  &  FH  eft  plus  grand  que  EN  :  donc  le  reaangle  FNHV  eft  plus 
grand  que  le  re£langle  TNES  ;  &  ajoutant  à  chacun  d'eux  la  partie 
commune  ENVD,  lé  reaangle  EFHD  eft  plus  grand  que  le  reaangle 
STVD  dont  les  côtés  font  plus  inégaux.  C.  Q.  F.  D. 

PropositionCI. 

448.  Si  deux  triantes  reSangles  ABC,  RCD  font  Jimblables s 
je  dis  que  le  quarré  d'une  ligne  compofée  des  deux  kyvothénufes  BC  , 

CD  s  ^ft  égal  au  quarré  a  une  llg^e  compofée  des  deux  cotés  komo^ 
logues  AB ,  CR ,  plus  au  quarré  aune  autre  ligne  compofée  des  deux 
autres  côtés  homologues  AC ,  RD.  (  fig.  2-89.) 

.  DEMONSTRATION*  Je  joius  en  ligne  droite  les  hypothénufes  BO, 
CD;  &  à  caufe  de  l'angle  ABC ,  égal  à  Fangle  RCD  ;  les  lignes  AB , 
RC ,  font  parallèles ,  de  même  que  \^  lignes  AC ,  RD  :  à  caufe  des 
angles  égaux  ACB ,  RDC.  Je  prolonge  BA  jufqu'à  la  rencontre  de 
DR  prolongée  en  F  :  ainfî  les  droites  AC ,  PR  parallèles  entre  les 
parallèles  BP,  CR ,  font  égales  ;  &  par  la  même  raifon  les  droites 

AP,CR,le  font  auffi  ;  &  le  triangle  BPD  eft  reftangle.  DonciBŒ) 

=BPHhPD  :  c'eft-à-dire  le  quarré  de  la  ligne  BP  égale  aux  deux  hy- 
pothénufes ,  eft  égal  au  quarré  de  la  ligne  BP  ou  BA+RC,  plus  au 
quarré  de  la  ligne  PD  ou  RD-i-AC.  Ue  qu^il  falloit  démontrer. 

449.  Problôme.  Deux  triangles  ifofceUs  ABC ,  CDE,  ^iné- 
gaUs  bafes  ^&  qui  ne  font  pas  femblahUs  entre  eux,  étant  donnés  s 
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conftruirc  fur  Us  mêmes  bafes  ]  deux  autres  triangles  ifofceles  ùfem^ 
blciles  entre  eux  ARC,  CB^  ^  dont  les  quatre  cotés  AH  yUC^CR^ 
^REyfMent  enfemble  égaux  aux  quatre  côtés"  AB ,  ÇÇ  ,  CD  >  PE  des 
deux  triangles  donnés  pris  enfcmblf.  (fig.  290.) 

.  Solution.  Tajoutç  en  lîgne  droite  les  côtés  AB ,  CD ,  des  trian- 
gles donnés  :  je  coupe  la  fomme  MN  en  S  ^  en  même  raifbn  que  la 
tomme  AE  de  leurs  bafes  eft  coupée  en  C  r  je  prends  deijx  droite$ 
jégales  chacune  à  la  grande  partie  MS  ;  &  je  conltruis  avec  ces  deux 
lignes  &  la  grande  bafe  AC  un  triangle  ifofcele  AHC.  Je  prenjls  de 
même  deux  lignes  égales  chacune  à  la  petite  partie  SN  ;  &  jp  con^ 
trois  avec  ces  deux  lignes  &  la  petite  bafe  CE ,  un  triangle  ifofcele  ^ 
CRE.  Ainfi  les  deux  trianglçs  ilofçeles  AHC ,  CRE  fonf  lemblabks  : 
car  nous  avons  AH .  CR  ::  MS .  SN  ::  AC  .  CEj  &  de  plus  leurs 
quatre  côtés  pris  enfemble  font  égaux  aux  quatre  côtés  des  triangles 
donn&  :  puilque  nous  avons  AHHhCR5==MS+SN==MN==AB-jij 

J?   R  O   ?   0    s   ;  T  I  O   H       CIL 

4^0.  Deux  triangles  ifofceles  ABC,  CDE^  nonfemblables,  étant 
donnés  fur  des  bafes  inégales  ou  égales  AQ^CX^\  fi  fur  les  mêmes 
bafes  on  fait  deux  triangles  ifofceles  AlfC  ^  CRE  ,  femblables  en^ 
eux  j  &  dont  les  quatre  côtés  AH , HC,  CK^B£éfoient  enfemble 
égaux  aux  quatre  côtés  AB ,  BC ,  CD  3  DE  des  triantes  donnés  : 
je  dis  que  les  deux  triangles  femblables  AHC,  CRE ,  pns  enfemble 
feront  plus  grands  que  les  deux  4^BC  ^  CDE ,  pris  enfemble.  (  fig. 

JS^MONSTRATiON^Des  fômmcts  H,  D,  j^abaîfe  les  perpendîcu* 
laires  HP^  DQ,  qui  pafleront  par  les  autres  fommets  B ,  R  ;  à  caufe 
que  léç  quatre  triangle?  font  ifofpcles  fiir  les  bafes  AC,CE.  Je  pro- 
longe là  perpendiculaire  DQ  du  plus  grand  des  deux  triangles  xlon^ 
nés,  faifant  QL=:;:  DQ;  du  fommet  B  de  l'autre  triangle  donné ^  je 
mené  la  droite  BL  ;  &  du  point  L,  la  droite  LC.  Les  deux  triangles 
reftangles  CQD ,  CQL ,  ayant  le  côté  CQ  commun ,  &  lexôté  DQ 
égal  à  QL ,  font  parfaitement  égaux  j  &  par  confôquent  nous  avons 
.LC:==CD  ,,&BCrhÇL==BC-hCD=HC-HCR,  Or^dans  Je  trian- 
gle BCL  les  deux  côtés  BÇ,  CL,  éfant  enfemble  plus  grands  qtsele 
côté  BL  ;  le  quarré  d'unç  ligne  compofée  des  deux  BC ,  CL  ,  ou  des 
deux  HC ,  Ck,  eft  donc  plus  grand  que  le  quarré  de  BL,&  p^r  con- 
séquent nous  aivons  HC'  -+-"CR  >  ^/  • 

Les  triangles  reftangics  HPC ,  RQC,  étanc  femblables  ,  k  caufc 

do 


j 
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de  Tangle  aigu  HCP  égal  à  Tangle  aigu  RCQ;  le  quarré  d'une  ligne 
compofëe  de  leurs  hypothénufes  HC,  CR,  eft  égal  au  quarré  d'une 
ïigne  compofée  des  deux  côtés  HP ,  RQ  ,  plus  au  quarré  de  la  ligne 
PQ  compofef  de  deux  autres  côtés  PC,  CQ  (448)  ;  ainfi  nous  avons 

HC+CR  =  HP+RQ-l-PQ.' 

De  même  les  triangles  redangles  PBS ,  SLQ ,  étant  femblables  ; 
le  quarré  de  la  ligne  BL  compoiee  des  deux  hypothénufes  BS ,  SL , 
eft  égal  au  quarré  d*une  ligne  compofée  des  deux  côtés  BP,  QL  ou 
QD,  plus  au  quarré  de  la  ligne  PQ  compofée  des  deux  autres  côtés 

PC,  CQ;  &par  conféqucnt  BL  ^  BP  4-  QD  +  PQ>'  Or ,  nous 

avons  trouvé  BL  plus  petit  que  HC-+-  CR  :  donc  BP  -4-  QD  Hh  PQ 


—  ■  I    ■■■        ■   ■■  I    a  I»  ■      ■  m% 

eft  plus  petit  que  HC  Hh  CR ,  ou  que  fbn  égal  HP-f-RQ-h  PQ  :  rê- 

Cranchanc  donc  PQ  de  part  &  d'autre,  nous  aurons  BPHh  QD  plus 

petit  que  HP  *+*  RQ.  Donc  en  tirant  la  racine  quarrée  de  part  & 
d'autre ,  nous  aurons  BP  -H  QD  plus  petit  que  HP  ■+-  RQ;  c'eft-à- 
dire ,  les  hauteurs  des  deux  triangles  non-femblabics  3  (ont  enfemble 
moindres  que  les  hauteurs  des  deux  triangles  femblables.  D'où  il 
fuit  que  l'excès  HB  de  la  hauteur  HP  du  triangle  AHC  fur  la  hau- 
teur PB  du  triangle  ABC  5  eft  plus  grand  que  l'excès  DR  de  la  hau- 
teur DQ  du  xriangle  CDE  fur  la  hauteur  RQ  du  triangle  CRE, 
Cela  pofé^  ' 

Le  triangle  ABC  eft  i  ACxPB ,  &  le  triangle  CDE  eft  f  CExDQ 
(  371  )  >  &  leur  fomme  eft  t  ACxPB  -f-  t  CE x DQ  :  au  contraire  ie 
triangle  AHC  efti  ACxPB+BH ,  &  le  triangle  CRE  eft  |  CExQD 

—DR ,  &  leur  fomme  eft  ^  AC x PBh- BH-f-^EC xQD~DR. 
Cpmparant  dont  cette  fomme  avec  la  précédente  -f  AC  xPBr4-i  CE 
X  DQ ,  il  eft  aifé  de  voir  que  le  triangle  AHC  gagne  fîir  le  triangle 
ABC ,  une  quantité  |  ACxËH  plus  grande  que  la  quantité  ^  ECxDR 
que  le  triangle  CRE  perd  par  rapport  au  triangle  CDE  ;  puifque  ^  AC 
efl  plus  grand  que  ^  CE,  &  BH  plus  grand  que  DR  :  donc  les  deux 
triangles  femblables  AHC ,  CRE ,  font  enfèmble  plus  grands  que  le^ 
iion-femblables  ABC ,  CDE.  Ce  qu'il  falloit  démontrer,  '  r 

PROÏQSITIOir      CIII. 

4<  1 .  De  toutes  les  figures  ifopénmetres  (Tun  même  nomBre  Je  côtt^l 
2ci  plus  grande  eft  cette  qui  eft  équilatérale  &  équiangle.  (  fig.  252.  ) 

Dj^monstration.  K  Soit  la  figure  de  cinq  côtés  ABCDE,  qui 
n'eft  pas  équilatérale  ,&  dont  les  côtés  inégaux  font  EA,  ABJemcnc 
TomeI/  Ddd 
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la  droite  EB;  &  je  fais  fur  xrette  bafe ,  pn  triangle  ifofccleERB ,  dont 
les  deux  côtés  ER  9  JS.B ,  pas  ertCerable  foient  égaux  aux  côtés  EA  , 
AB  ,:pris  enfemble.  Ainfi  k  triangle  £RJ3eft  plus  grand  que  le  trian- 
gle EAB  (442)  ;  &  ajoutant  la  |>artie  comnruine  EDCB  y  la  figure 
KEDCB  eit  plusjgrande  que  la  figure  AEE>CB.  X^onc  toute  la  figure 
irréguliere  dans  fes  côtés ,  n'-eft  pas  U  plus  giail4p  des  %urçs  iiopé- 
rinjetres  d'u'^  même  nojajbre  de  côtés. 

11%  Sait  donc  .wie.figi.irp  ABCDE ,  régulîcrc  dans  fçs  cotés^  maïs 
qui  a  des  angles  iné^^x  EDC ,  EAB.  C%.  ^93.  ) 

Je  mené  les  droites  £C ,  EB  ;  &  faifant  Tur  ces  droites  pri(es  pour 
t>afes  y  deux  triangles  ifoCceles  femblables  ERC  y  EHB ,  &:  dont  les 
^«atcevOQoés  iobot  «tfeaxibk  -égaux  aux  .^uapre  côtés  des  triangles 
EBC^  EA*  i  les  deux  îi»ng^  ERC ,  lïï^^  font  enfemble  plus 
grands-que  JjQS  deux  EDC ,  EAB  (4.50)  ;  &  ajpmant  de  part  ^  d'au- 
f  re  la^artie  commune  12BC ,  la  figure  ïftCH  eft  plus  grande  que  la 
$gl«»  ËDGBA  :  jloac«ciuse k  figfureiriaégiAîeK  dansées  angles, n'eft 
psfi  H  i^us  ^ande  jA^s  élgiute  lîfbp^rHnetces  ^f^u  méaie  nombre 

iliF.i)r^:entBeitaucqsies  fîgune  î&pënaieCDes  d*un  même  nombre 
<4p  iQQtés ,  il  ^ut  Aéçeâbinemeiit  4^'iA  j  en  ak  aine  |diis  ^grande  \  à 
^it&  qu'un  ceatour  dopné  ne  peut  pas  Dolermer  un  ûfpace  qui  de- 
vienne tottjouBs  plps  ^eand  :  êc  nous  «u^enons  de  trouver  que  toutes, 
celles  qui  ne  font  pas  régulières  y  ne  fauroient  être  plvs  grandes  ; 
4onc  1»  '%Mi«  i:iig)lUe«e  i^ats  fe;  côtés  ^  àjkns  fes  9B,gles  tA  h  plus 
ipcande  4e  toutes.  C.42-  ^*P- 

iPROPOSITIOK      CIV. 

^ft.  Z^  tf^sg^^  ^/w/  AfiC  ôt<mt  domit^Ji  ton  divift  tun  de  fes 
€Ûi4s  BA  tn  parties  égetUs  BD ,  DE ,  E3F ,  &c  ;  fi'  que  de  tous  les 
points. de  Mvifion  on  mené  des  droites  OC ,  EC^  FC ,  &c ,  tf  un  joint 
^<^^m  C  de  t autre  cote  BC  :  je  dis  que  les  angles  r)CB,  ECB  , 
fÇj^  y  pcc ,  .ifxmt  en  diminuant  à  mejlire  ^'ils  s'éloigneront  du  pre- 
mier IDŒ.  (  fig.  294.  ) 

:!D^MON«'CRATaQN.  Dy  point  C  pris  pour  ccnjtre ,  fc  de  Tînter- 
valle  CD ,  je  décris  un  arc  de  cercle  qui  coupe  les  lignes  voifines 
de  CD ,  Tune  en  |l  jSf  l'at^tije  qn  H.  Ainfi  k  c»ifc  qu^  VincUnée  CD 
?ft  plus  grande  que  la  perpendicuJaire  CB ,  >'ai  ÇH  =  CD  plus 
grand  quçCB  ;  i&  àcaute  que  loblique  CE  eft  plus  grande  que  To- 
blique  CD  qui  eft  moins  éloignée  de  la  perpendiculaire  CB ,  j"ai 
CR=CD  moihdre  que  CE.  Or,  les  triangles  CDB,  CED,  aj^nt 
la  hauteur  commune  CB,  &  les  bafcs  DByDEp  égales  ^ fontigaux 
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entre  eux  :  &  le  fèâeur  CDH  eft  plus  grand  que  le  triangle  CDB  ; 
aix  lieu  que  le  fèébeurCRD  eft  moindre  que  le  triangle  CED  :  donc 
Iç  feâeur  CDH  eft  plus  grand  que  le  feâeur  CRD.  Mais  ces  deux 
fe(îleurs  font  comme  leurs  arcs  DH,  DR,  ou  comme  les  angles  DCH, 
DCR,  qui  font  mefurés  par  ces  arcs  ;  donc  Tangle  DCH  eft  plus, 
grand  que  Sangle  DCR;  &  on  prouvera  de  la  même  façon  que  l'an- 
gle FCÊ  eft  moindre  que  Tangle  ECD.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

453.  Corollaire.  Donc  Us  anghs  DCB,  ECD,  FCE,  &C',  ne 
font  pas  dans  la  raifon  des  bafes  DB ,  ED  ,  FE ,  &e.  des  triangles 
DCB ,  ECD ,  &c.  Car  ces  bafes  font  égales ,  &  les  angles  au  coq- 
traire  vont  en  diminuante  (  fig.  294.  ) 

P  R   o  B  b  s  I  T  I  o  N     C  V. 

454.  Si  Jeux  folymnes  régalien  ABCDE,  FGHI.MN,  eUJiff^ 
rentes  efpeces ,  font  ijopérimares  ;  U  côté  AR  dii  premier  é/t  au  coté' 
FG  dujecond\  réciproquemem  comme  U  nombre  des.  côtés  tbf fécond ^ 

Sicûtèt  ■ 
uu  j.ci,9na,  au  nomon  aes côtits duiptmier.  (.'fig. ix^^y. 

DEMONSTRATION.  Ec  côtë  ^ABjcft  la  cinquième' parde  du  cw-' 
cuit  ABCDE; &4ecôtéFG  «sftlaTixieme partie <k<;irouic B^jmJVïSr:- 
mais  £68  deux  circuitfr  font  égaux  :  donc  AB  eft,k  FG;;comm©f  ^ft" 
a^;  de  féduifànc  c«.fraaîohs  au  même  dëno^naceur,  ce  qoi  don-. 
nera-^&-^;  nous  aurons.  AB  eft  à  FG,  comme  ^eftàiÇj.OM" 
commet  eft  à  5  ;  c'éft-à;siîre  comme  I©  nombre  fil  des  côtés  dû  fé- 
cond eft  au  nombre- j,  dès  côtés' du  premier. 

p6raême.à.caufè^qjU€  tous  les  aaglés  au  centre  d'un  poIvgoii»y 
valent  quatre  angles  droits  j.ràngleau-centreAÔB'eft  là  cî^uielne' 
partie  de  quaûre  droits,  «c  l'anale  au  centre  FFG  en  eft  la  fixiême. 
partie:  donc  cos  deux -angles  tontentre  eutrcomme-j- eff'ik^Vou 
comme  -^eft'k  3^ ,. ou. comme  (î  eft  à'  5  i  âc  par  oortféqueAt  dànsJa. 
même  raifijn  d6  AB  à  F€^,.ou  dii  nombre  des  angles  dû  polfronè- 
FGHEM:au  nombre  dés  angles  du  polygone  ABOÏE'  Gé.  qullM- 
loïc  démofltrer.  p  r    /^  v  . 

B  R,  o  E  o.  ff>I,  T  t  o   N      CrV'L 

4«x  Bm  ^ofy^mes.  réguBmi  ifijunénsmett^i^yntiôà-  di  di^Hmx 
tw/mknside:câus,  étam^domtésrU'.  pliuignmd  0f^c6iiiiîam^iUf^iiiSi 
grand  nombre  de.câtés,.Çiig:  i^^.y,  ^      . 

•  Jî>4Brà»raATtoîR^irlftpçp«lg^ 

Dddij 
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mètre  à  Texagone  régulier  FGNTVM.  Le  côté  AB  du  pentagone  , 
eft  donc  au  côté  FG  de  Texagone ,  comme  6àç(454);6c  par  confé- 
quent  fi  le  côté  AB  eft  dîvifeen  6  parties  égales ,  le  côté  FG  en  con- 
tiendra cinq.  Je  prends  la  moitié  de  Tune  de  ces  parties  ^  que  je  porte 
de  A  en  H ,  &  1  autre  moitié  de  B  en  L;  &  je  mené  les  lignes  HO  ^ 
IX) ,  &  1  apothème  OQ.  Ainfi  puifque  AB  contient  6  parties  égales 
&  doubles  chacune  de  la  partie  AH  ;  la  ligne  AQ  qui  eft  la  moitié  de 
AB  ^  contiendra  fix  moitiés  de  ces  parties  égales  ^  c'eft-à-dire  iix 
parties  égales  à  AH.  Concevant  donc  que  AQ  foit  divifè  en  ces  6 
parties  égales  y  &  que  de  tous  les  points  foient  menées  au  point  O 
des  droites  ;  le  triangle  AOQ  fera  divifé  en  6  petits  triangles ,  égaux 
chacun  au  triangle  AOH.  Mais  comme  les  angles  au  fommet  O 
de  ces  fix  triangles ,  iront  en  diminuant  à  mefure  que  leurs  bafes  s?é« 
loigneront  de  OQ  (  4<)2  )  ;  Tangle  AOH  fera  moindre  que  lafixieme 

Î Partie  de  l'angle  AOQ  ;  &  par  la  même  raifon  l'angle  BOL  égal  à 
'^angle  AOH  ^  fera  aufli  moindre  que  la  fixieme  partie  de  l'angle 
QOL.  Ainfi  l'angle  HOL  fera  plus  grand  que  les  cinq  fixiemes  de 
l'angle  AOB  ;  c'eft-à-dire  que  HOL  fera  plus  grand  par  rapport  à 
l'angle  AOB  ^  que  5  par  rapport  à  6.  Or  ^  l'angle  FRG  eft  ^  Vanglc 
AOB  ,  comme  ^  à  6  :  donc  l'angle  HOL  fera  plus  grand  que  l'an^» 

§le  FRG  ;  &  par  conféquent  dans .  le  triangle  ifofcele  HOL  j  les 
eux  angles  fur  la  bafe  OHL  ^  OLH  y  feront  plus  perits  que  les  deux 
angles  RFG  ^  RGF  fur  la  bafe  du  triangle  ifofcele  RFG. 
"  Faifant  donc  fur  FG ,  deux  angles  SFG,  SGF,  égaux  âbx  deux 
angles  OHL  y  OLH  ;  il  eft  clair  que  les  deux  côtés  FSs  SG ,  étant 
pffus  inclinés  fur  la  bafe  que  les  deux  FR^  GR^  fe  couperont  en  ua 
point  S  plus  proche  de  la  bafe  que  le  point  R  où  fe  coupent  les  deux 
FR^  GR  :  &  que  par  conféquent  le  triangle  FSG  aura  la  hauteur 
SP  plus  petite  que  la  Jiauteur  RP  du  triangle  FRG.  M aislc<triat)gle$ 
HOL,  FSG ,  étant  femblables  &  égaux ,  ont  les  hauceui^ égales  OQ, 
SP  ;  donc  OQ  eft  plus  petit  que  RP. 

Or ,  le  pentagone  ABCDE  eft  égal  au  produit  de  fon  circuit  mul- 
tiplié par  la  moine  de  fon  apothème  OQ  (  377  )  ;  &  l'exagohc 
FGNTVM  eft  égal  au  produit  de  fon  circuit  par  la  moitié  de  fon 
ajpothême  :  donc  à  caufe  de  l'égalité  des  deux  circuits  y  ces  deux  po- 
lygones (ont  entre  çux  comme  la  moitié  de  leurs  apothèmes,  ou 
comme  leurs  apothèmes  ;  &  par  confëqûent  le  pentagone  eft  plus 
petit  que  Texagone  qui  a  plus  décotes  de  lui.  Et  on  démontrera  la 
même  chofe  à  Tégard  de  deux  autres  polygones  réguliers  ifopéri* 
mètres ,  de  difFérens  nombres  de  côtés.  C.  Q.  F.  D. 
.  45  6.  CoKOu AiRB.  De  tous  Us  pofygo/ies  régutierss  U  cercle  étant 
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de  tous 


dthii  qui  contient  un  plus  grand  nombre  de  côtés  ^  il  s* enfuit  que  de 
les  polygones  réguliers  ijopérimetres ,  le  cercle  ejl  le  plus  grand. 
.  4^57*  Remarque.  De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  touchant 
les  figures  i fopéri mètres ,  on  en  peut  aîfément  conclure  que  de  tous 
tes  maga:^ins  que  P on  conjlruit  dans  les  places  pour  les  munitions  de 
guerre  &  de  bouche  ;  les  quarrés  contiennent  davantage  que  ceux 
qu'on  fait  en  quarré  long  en  fuppofant  le  même  circuit  i  &  que  Us  cir^ 
culaires  font  ceux  qui  contiennent  le  plus ^  On  pourroit  ajouter^  en 
faveur  de  ces  derniers,  que  la  figure  de  leurs  couvertures ,  les  ga- 
rantit beaucoup  plus  que  tous  les  autres ,  du  choc  direâ  des  bombes» 


V  û 


«HP*«* 


CHAPITRE       X. 

hss  DIFFÉRENTES  POSITIONS  DES  LIGNES  A  VÈGARD  DES 
-PLANS  j  ET  DE  CELLES  DES  PLANS  ENTRE  EUX, 

4158.  \J  N  die  qu'une  ligne  droite  tXkfur  un  flan  ,  lorfque  toutes  Tes 
parties  (ont  dans  ce  plan^ 

«  • 

459,  THjâoRÊAtB.  L  Si  i^ux  points  Kj  s  3  d'une  ligne  droite  font 
Jur  un  plan  ABCD  ;  loiaes  les  parties  de  cette  ligne ,  même  prolongée 
à  r infini  ^  feront  dans  ce  plan  aujfi  prolongé  à  C infini,  (fig.  297/) 

'  D^MONSTRAtioK.  Diï  point  R ,  par  le  point  S ,  menez  dans  le 
plan  ABCD^  la  droite  RS  ;  ce  que  rofrpeut  faire  ^  puifque  toutes  les^ 
parties  de  ce  plan  ne  hauffent  ni  ne  baifient  pas  plus  les  unes  que  le$ 
autres  :  cette  Hgne  RS  aura  tous  fes  points  fur  le  plan.  Or  ^  du  poinc 
R  au  point  S  ^  on  ne  peut  mener  qu'une  feule  ligne  droite  :  donc  il 
n'eft  pas  poffible  qu'une  autre  ligne  droite  qui  a  les  points  R  ^  S  ^ 
iur  le  plan  ABCD^  ait  quelques  uns  de  fes  points  entre  R&  S  qui  ne 
fbient  pas  fur  ce  plan  ;  &  il  eft  évident  que  fi  Ton  prolonge  la  ligne 
droite  RS  de  part  &  d'autre  en  Z  &  en  X  >  tous^  les  points  de  cette 
Jig^ne  feront  encore  fur  le  plan  ABCD  ^  prolongé  s'il  le  hxxi.  C.  Q.F.D. 

•'  4^0.  Théorème  IL  Deux  lignes  droites  AB  ,  CB  qtdfe  coupent 
en  B ,  font  dans  un  même  plan.  (ng.  xcjS.  ) 

DEMONSTRATION.  Je  mené  la  droite  AC  ;  &  là  faifant  fnouvoîr 
toujours  parallèlement  \  elle-même  jusqu'en  B ,  le  long  de  la  droite*. 
AB^  elle  décrit  par  fon  mouvement -une  furfàce  ACEB.  Or,  \t%^ 
points  C  9  B  9  de  la  droite  BC  ,  font  dans  cetcÈ  furface  :  donc  toute 
la  ligne  BC  eft  dans  le  plan  AC£B  de  même  que  la  ligne  AB.  Ce 
qu'il  felloit  démontrer*  .  w 
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diculaire  fur  le  plan  IVJNOP  j  &  fon  extrémité  B  décrit  .une  droite 
BS  fur  laquelle  AB  efl  auffi  toujours  perpendiculaire*  Or.^  je  dis  que 
BS  doit  être  dans  le  plan  RHTX  ;  car  fi  cela  n'étoit  pas,  ce  plan 
couperoit  la  droite  CS  en  un  autre  point  quelconque  E,  Ainfi  menant 
dans  ce  plan  la  droite  BE  ;  la  droite  CS  perpendiculaire  fur  SJB ,  fc- 
roit  nécelTairement  oblique  fur  BE ,  &  par  conféquent  fur  je  plaa 
RHTX  :  ce  qui  çft  contre  la  fuppofition.  C.  Q.  E.  D, 

470.  TH]éoRéME  VII.  Si  Jeux  plans  font  parallèles  entre  eux^ 
toutes  les  perpendiculaires  menées  entre  ces  deux  plans  ^  font  égales. 
Ce  qui  eft  évident  ^  puifque  les  deux  plans  font  toujours  à  égafo 

difmnce,  &  que  les  diftances  fe  mefurent  par  les  perpendiculaires. 

* 

471.  Problème  L  D*un  point  donné  A  hçrs  d^unplan  MNOP, 
ahaiffer  une  perpendiculaire  Jur  ce  plan.  (  fig.  3 03 .  ) 

Solution.  Je  mené  dans  le  plan  y  une  ligne  quelconque  RQ  :  4^ 
point  donné  A,  j'abailTe  fvr.çettjp  li^ne  une  pe.rppndiculaîre  AS  :  4u 
point  S  je  mené  dans  le  plan  MNOP  une  droite  $T  perpendiculaire 
fur  RQ^  &  du  point  A  j'abaifTe  fur  SX  la  perpendiculaire  AT,  qui 
fera  perpendiculaire  fur  le  plan  MNOP. 

Car  la  droite  RS  étant  perpendiculaire  fur  les  deux  cotés  TS , 
SA  j  du  triangle  TSA ,  eft  par  conféquent  perpendiculaire  fur  ce 
triangle  (463  ).  Ainfi  menant  dans  le  plan  MNOP,  la  droite  XT 
perpendiculaire  fur  TS;  cette  droite  XT  étant  parallèle  à  RS,  fera.auffi 
perpendiculaire  fur  le  triangle  TSA  (  4^7  )  &  par  conCéqucnt  furie 
côté  TA  de  ce  triangle  :  donc  puifqùe  TA  efl  petpendîculsôre  fur 
XT ,  &  qu'elle  Teft  auffi  fur  TS ,  par  la  conftruaion  ,  &  que  XT  , 
TS  ,ilpnt  dans  le  inême  plan  MNPP ,  il  s'-enfuit  que  TA  eft  perpen«$ 
diculaire  fur  le  plan.  (  463.  ) 

471.  Problème  IL  D'un  point  donné  T  fur  un  plan  MNOJP , 
4lever  une  perpendiculaire  fur  ce  plan.  (  fig.  304.  ) 

Solution*  D'un  point  quelconque  A  pris  hors  du  plan ,  j'abaîflè 
une  perpendiculaire  AS;  &  enfuite  du  point  T ,  menant  TX  parallèle 
à  SA,  cette  droite  TX  eft  perpendiculaire  fur  le  plan,  (  4^7.) 

473.  DEFINITION.  Si  uoe  ligne  droite  eft  inclinée  fur  un  plan;  le 
plus  petit  angle  qu'elle  fait  avec  ce  plan ,  .fc  nomme  an^U  J'incU", 
naifon  de  la  ligne  fur  le  plan. 

474.  iPROBLÊME  III.  Une  ligne  AB  étant  inclinée  fur  m  fîan 
MNOP  ;  trouver  foa  angle  etinclimdfonfitr  ce  plan.  (  305 .) 

Solutio;n.  De  l'extrémité  B  de  cette  Jignc,  f  abaiffe  fur  le  plan 

la 
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la  perpendiculaire  BC  ;  &  du  point  C  menant  la  droite  AC  dans  le 
plan ,  l'angle  BAC  eft  langle  d  inclinaifon  :  ce  que  je  démontre  ainfi. 
Du  point  A  pris  pour  centre ,  &  avec  le  rayon  AC ,  je  décris  dans 
le  plan  MNOP  le  cercle  CDEHS  ^  &  du  point  A  je  conçois  qu'il 
foie  mené  à  la  di:confér€nce ,  une  infinité  de  rayons  AD,  AE,  AH, 
&C3  qui  formeront  tous  avec  la  droite  BA  difFérens  angles  BAD, 
BAE ,  &c.  Je  mené  la  droite  BD  ;  &  le  triangle  BCD  eft  redangle  : 
car  la  droite  BC  étant  perpendiculaire  fur  MNOP ,  eft  auffi  perpen- 
diculaire fur  les  droites  AC ,  CD ,  qui  font  dans  ce  plan ,  6ç  qiii 
palfent  par  le  point  C.  Ainfi  BD  eft  plus  grand  que  BC, 

Or,  les  triangles  ABC ,  ABD ,  ont  le  coté  AB  commun ,  &  le  côté 
AC  égal  au  côté  AD ,  parce  que  ces  deux  côtés  font  rayons  d'un 
même  cercle  ;  mais  la  bàfe  BC  de  l'un  ^  eft  moindre  que  la  ha(è  BD 
de  l'autre  :  donc  Tangle  BAC  eft  moindre  que  l'angle  BAD  (  1 09  ). 
On  prouvera  de  même  que  l'angle  BAE  eft  plus  grand  que  1  angle 
BAC  ,  &  ainfi  des  autres.  Donc  l'angle  BAC  étant  le  moindre  des 
angles  que  la  ligne  BA  fait  avec  les  lignes  menées  par  le  point  A  dans 
le  plan  MNOP ,  eft  Tangle  d'inclinaifdn  de  la  lighe  BA  fur  ce  plan. 

475.  Corollaire  L  II  fuit  de-lk  (Jig.  305  )  : 

I^.  Que  fan^le  BAH,  qui  c/lT angle  defuiu  de  P angle  ttinclinaU 
fort  BAC,  ejl  le  plus  grand  de  tous  les  angles  que  la  ligne  BA  fait 
avec  le  plan. 

II®.  Que  de  tous  les  autres  angles  qui  font  entre  le  plus  grand  BAH 
&  le  moindre  BAC  j  ceux  qui  s* approchent  plus  du  grand  ,  font 
plus  grands  que  ceux  qui  s'en  éloignent  davantage* 

111°.  Quon  peut  toujours  trouver  deux  angles  égaux ,  moindres  que 
le  plus  grand  BAH  ,  &  plus  grands  que  le  moindre  BAC;  mais  quon 
n*en  trouvera  jamais  trois  d  égaux. 

Démonstration.  Je  mené  la  droite  CE  dans  le  plan  ,  &c  la  droite 
EB  au  fommet  B  de  la  perpendiculaire  ;  ainfi  le  triangle  EBC  fera 
reâangle  de  même  que  le  triangle  DCB.  Mais  h  caufe  que  ces  deux 
triangles  ont  le  côté  BC  commun  ,  &  que  le  coté  CD  eft  moindre 
que  le  côté  CE,  puifque  Tare  CD  eft  moindre  que  Tare  CE  ;  il  s'en- 
fuie que  le  côté  EB  du  triangle  reâangle  EBC,  eft  plus  grand  que  le 
côté  BD  du  triangle  reâangle  BDC 

Or,  les  triangles  ABE,  ABD,  ayant  le  côté  AB  commun,  le 
côté  AE  égal  au  côté  AD  ,  &  la  bafe  EB  plus  grande  que  la  bafe 
BD  i  il  eft  clair  que  Tangle  BAE  qui  s'éloigne  plus  de  Tangle  d'incli- 
naifon  BAC,  eft  plus  grand  que  langlç  qui  s'en  éloigne  moins;  & 
continuant  le  m^me  raifonnement  ,  on  prouvera  que  f angle  BAH 
qui  eft  l'angle  de  fuite  de  l'angle  d'inclinaifon  BAC ,  eft  le  plus  grand 
TombL  Eee 
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de  cous  ceux  qui  font  faits  par  la  ligne  AB  avec  les  rayons  menés  du 
centre  fur  la  demi-circonférence  HEC;  &  quant  à  ceux  qui  feront 
faits  par  la  même  ligne  AB  avec  les  rayons  menés  du  centre  fur 
Tautre  demi  circonférence  HSC  ;  il  eft  facile  de  démontrer  qu'ils 
feront  égaux  chacun  à  chacun  a  ceux  qui  auront  été  faits  avec  les 
rayons  de  la  demi-circonférence  HEC. 

47^.  Corollaire  IL  II  fuit  encore  de-là ,  que  t angle  BAC  ^//z- 
çlinaifon  d'une  ligne  BA  fur  un  plan,  efi  dans  un  plan  BACperpendi'- 
culairejîir  le  plan  MNOP.  Car  la  droite  BC  étant  perpendiculaire  fur 
le  plan  MNOP  j  le  triangle  ABC  dans  lequel  eft  la  droite  BC  ^  eft 
aufS  perpendiculaire  fur  ce  plan. 

477.  Théorème  VIII.  Si  deux  plans  ABCD,EFGH  ^fc  coupent i 
leur  commune  feBion  efi  une  ligne  droite.  (  fig.  306.  ) 

Dj^monstration.  Le  plan  ABCD  n'eft  autre  chofe  que  la  fomme 
de  Ces  élémens  DC ,  RX,RX ,  &:c  i  de  même  que  le  plan  EFGHn  eft 
autre  chofe  que  la  fomme  de  fes  élémens  FG ,  SZySZ^ôcc  :  donc 
quand  ces  plans  viennent  à  fe  couper,  les  élémens  de  l'un  coupent  les 
élémens  de  Tautre.  Or ,  les  élémens  étant  des  lignes ,  ne  fè  coupent 
qu'en  un  point  :  donc  la  feâion  des  deux  plans  eft  une  fuite  de  poinxs 
M,0,0,0,&c,N,  &  par  cônféquent  une  ligne. 

Mais  cette  ligne  en  tant  qu'elle  appartient  au  plan  ABCO,  ne 
haufle  ni  ne  baifle  dans  aucune  de  les  parties  du  côté  de  G  ni  du 
côté  de  F  ;  &  en  tant  qu'elle  appartient  au  plan  EFGH,  eiJe  ne  hauffe 
ni  ne  baifle  dans  aucune  de  fes  parties  du  côté  de  C  ni  du  coté  de  D: 
donc  il  faut  néceflaircment  qu'elle  foit  ime  ligne  droite.  C.  Q.  F.  D* 

478.  Théorème  IX^i  Si  deux  points  ABCD,  EFGH  quife  cour 
pent  font  perpendiculaires  fur  un  plan  MNOP  ;  leur  commune  feSion 
RS  eft  perpendiculaire  Jur  ce  plan,  (  fig.  307.  )    , 

Démonstration.  Car  en  tant  que  RS  appartient  au  plan  ABCD 
perpendiculaire  fur  MNOP ,  elle  n'incline  pas  plus  fur  le  plan 
MNOP  du  côté  de  E ,  que  du  côté  de  H  ;'  &  par  cônféquent  elle  eft 
perpendiculaire  fur  EH  :  de  même  en  tant  que  RS  appartient  au  plan 
EHGF  auffi  perpendiculaire  fur  MNOP,  elle  n*incHne  pas  plus  du 
côté  de  A  que  du  côté  de  B  :  donc  puiique  RS  eft  perpendiculaire 
fur  les  deux  lignes  EH,  AB ,  qui  font  dans  le  plan  MNOP  j  elle  eft 

•perpendiculaire  fur  ce  plan  (463  ).  C  Q.  F.  D. 

• 

P'479.  Corollaire  I.  Si  Us  côtés  AB ,  BC,  d'un  angle  ABC  quiefi 
dans  un  plan  AQC,  font  parallèles  aux  côtés  DE,  EF  dua  autre 
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wigle  DEF  y//i  eji  dans  un  autre  plan  DEF  ;  ces  deux  angles  ABC , 
DEF  \font  égaux,  (fig.308.) 

D]éM0NSTRATiON.  Jc  joùis  Ics  fommecs  par  la  droite  BE;  &  fai- 
&nt  avancer  Tanele  ÂBC  toujours  parallèlement  à  lui-même  ^  le 
côté  AB  tombe  necefïairement  fur  (a  parallèle  DE ,  &  le  côté  BC  fur 
fa  parallèle  BC  :  d'où  il  fuit  que  les  deux  angles  font  égaux. 

480.  Corollaire  II.  V  angle  dUnclinaifon  de  deux  plans  ABEDi 
BEÎFC  quife  coupent  ejl  le  même  par-tout.  (  fig:  309,  ) 

DEMONSTRATION.  Suppofons  quc  l'angle  ABC  foît  Tangle  d^încli- 
naifon  des  deux  plans  du  côté  de  B.  Je  mené  à  l'extrémité  E  de  la 
commune  feâion  BE  &  dans  le  plan  ABDE ,  une  droite  ED  paral- 
lèle à  AB.  Je  mené  de  même  dans  le  plan  BEFC  une  droite  EF  pa- 
rallèle à  BC  :  aînfi  faifànt  gliffer  l'angle  ABC  toujours  parallèlement 
à  lui-même  le  long  de  BE,  il  tombera  enfin  fur  l'angle  DEC  &  lui 
fera  égal.  Mais  le  plan  que  le  côté  AB  décrira  pendant  fon  mouve- 
ment ,  fera  le  même  que  le  plan  ABED  ;  &  celui  que  l'autre  côté  BC 
décrira ,  fera  le  même  que  le  plan  BCFE  :  donc  l'angle  d'inclinaifon 
de  CCS  deux  plans  eft  le  même  par*tout. 

481.  Problêmb  IV.  Trouver  r  angle  d'inclinaifon  de  deux  plans 
ÂBED^  BCEF,  qidfe  coupent,  (fig.  309.) 

Solution,  D'un  point  quelconque  O  pris  fur  la  feéMon  commune 
HE  y  je  mené  dans  le  plan  ABED  la  droite  OR  perpendiculaire  fur 
BE,  &  dans  le  plan  BCFE  la  droite  OH  auili  perpendiculaire  fur  BE  ; 
fie  l'angle  ROH  eft  l'angle  d'inclinaifon  cherché. 

Car  le  plus  ou  moins  d'inclinaifon  des  deux  plans  entre  eux,  con- 
fiHe  uniquement  dans  le  plus  ou  moins  de  diftance  qu'ils  confervent 
entre  eux  :  donc  les  côtés  RÔ,  OH,  de  l'angle  qui  mefure  cette  in- 
clioaifon  ,  11e  doivent  plus  ou  moins  s'approcher  que  dans  le  fens  des 
plans  ;  &  par  confèquent  ils  ne  doivent  incliner  ni  liu  côté  de  B  ni  du 
côté  de  E. 

482.  ThiSorêmb  X.  Si  deux  plans  parallèles  ABCD,  EHFG  , 
font  coupés  par  un  troifieme  plan  MON  ;  les  deux  ferions  RS ,  PQ , 
font  parallèles.  (  fig.  310.) 

DjImonstration.  Si  cela  n'étoit  pas ,  les  deux  feftions.  s'appro- 
cheroient  d'un  côté  &  s'éloigneroient  de  l'autre  :  donc  les  deux  plans 
à  qui  elles  appartiennent  en  feroient  de  même  &  ne  feroient  plus  pa- 
jralléles  ;  ce  qui  eft  contre  la  fuppofîcion.  . 

Il  fuitdeJk  ,  que  fi  le  plan  MON  qui  coupe  les  deux  plans  parai'- 
leles  ,  efiun  triante  ;  les  côtes  MO ,  NO,  de  ce  triangle  font  coupes 

Eee  ij 
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proportionneUement par  lesJèSions  RS*,  ^Q^^fi^ppofi  néanmoins  qu€ 
Mîi  foUnt  parallèles  à  RS  ;  ce  qui  eft  évident. 

ANGLES       SOLIDES. 

483.  Di^FiNîTiON.  Si  trois  angles  plans  BAC,  CAD,  DAB  quî 
font  dans  trois  plans  difFérens  ont  le  fommet  commun  A,  &  qud 
leurs  côtés  s'ajuftent ,  ik  forment  un  angle  en  A  qui  fe  nomme  angle 
folide  ;  tels  font  tous  les  angles  des  corps  dont  les  faces  fe  terminent 

en  pointe,  (fig. 3 II.) 

484.  Il  faut  au  moins  trois  angles  plans  pour  former  un  angle  fb^ 
lide.  Car  il  eft  vifible  que  fi  entre  les  deux  angles  plans  B  AD,  BAC, 
il  ne  Ce  txouvoit  pas  un  troifieme  angle  CAD,  les  deux  angles  plans 
BAD  3  BAC  feroient  dans  un  même  plan. 

48*5.  THioRÊMB  I.  Si  un  ande folide  A  efi  forme  par  trois  angles 
plans  SAM,  MAN,  T^ASyUjomme de  deux  defes  angles  ^  efl plus 
grande  que  le  troifieme.  (  fig.  312.) 

DEMONSTRATION.  Si  fon  veut. que  TangleSAN  foi t  pins  grand 
que  les  deux.aucres  ^  je  fais  dans  le  plan  de  cet  angle ,  Tangle  SAR 
égal  à  Tangle  SAM  ;  &  par  conféquent  Tangle  reftant  RAP ,  eft  plu* 
grand  que  Tangle  NAM.  Je  prends  fur  le  côté  AM  de  Tangle  SAM  ^ 
la  partie  AC  ;  &  je  fais  AR  =  AC.  Du  point  C  je  mené  la  droite 
CB  ,  qui  coupe  l'autre  côté  SA  de  l'angle  SAM  ,  en  un  point  quel- 
conque B.  Du  point  B  par  le  point  R,  je  mené  kd^'oice  SP  qui 
coupe  la  droite  AN  en  P;  &  du  point  P  par  le  point  C,)c  mené  la 
droite  GP  :  ce  qui  .me  donne  le  triangle  BCP ,  qui  fert  de  bafe  à 
Fangle  iblide  A. 

Les  triangles  BAC ,  BAR ,  font  parfaitement  égaux  ;  a  caufe  dé- 
fi A  commun,  de  ACœAR,  &  de  Tanglc  compris  BAC  égal  à 
Tangle  compris  BAR  :  donc  BC  eft  égal  à  BK.  Or,  les  triangles  RAP  ^ 
PAC,  ont  le  côté  AR  égal  au  côté  AC,  &  le  côté  AP  commun  ;  mais 
Tangle  RAP  eft  plus  grand  que  Tangle  PAC,  parla  fuppofitionr 
donc  la  bafe  RP  eft  plus  grande  que  la  bafc  PC  ;  &  par  conféquent 
BR  H-  RP  ou  BP  eft  plus  grande  que  BC  ^-  CP  :  ce  qui  eft  impof- 
fible  ,  à  caufe  que  dans  tout  triangle  BPC  un  côté  feul  BP  eft  tou- 
jours moindre  que  les  deux  autres.  Donc,  il  efli  impoffible  aufli  qu& 
l'angle  B  AP  foit  plus  grand  que  la  fomme  des  deux  autres  BAC  , 
CAP ,  qui  forment  l'angle  folide  A. 

486.  THiéoRÊME  II.  La  fomme  des  angles  plans  BAC,CAP,PAB 
qui  forment  un  angle  folide  A  ,  vaut  toujours  moins  que  quatre  angles 
droits,  {fig. '^  IX.) 

Démonstration.  Je  termine  fangle  folide  A  par  une  bafeBPCj, 
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laquelle  forme  avec  les  plans  des  trois  angles  BAC ,  CAP,  PAB  , 
trois  autres  angles  folides  B ,  C ,  P.  Or ,  dans  Tangle  folîde  B  ,  les 
deux  angles  plans  PBA  ,  ABC ,  valent  plus  que  le  troificme  PBC 
(485  )  :  de  même  dans  l'angle  folide  C  ,  les  deux  angles  plans  BCA  ^ 
ACP ,  valent  plus  que  le  troifieme  BCP';  tSc  dans  l'angle  folide  P , 
]es  deux  angles  CPA ,  APB ,  valent  plus  que  k  troilîcme  CPB» 

Mais  dans  le  triangle  BPC ,  les  trois  angles  PBC,  BCP  ,  CPB  ; 
valent  enfemble  deux  droits  :  donc  les  fix  angles  PBA,  ABC 3  BCA^ 
ACP 3 CPA,  APB, valent  plus  de  deux  droits.  Mais  tous  les  angles 
des  trois  triangles  BAC ,  CAP,  PAB  ,  valent  enfemble  fix  droits  ; 
à  caufe  que  dans  chaque  triangle,  les  trois  angks  valent  deux 
droits  :  retranchant  donc  de  fix  angles  droits ,  la  valeur  des  angles 
fur  les  bafesdes  trois  triangles ,  laquelle  vaut  plus  de  deux  droits;  les 
trois  angles  qui  forment  1  angle  folide  A ,  vaudront  enfemble  moins 
de  quatre  droits.  On  prouvera  facilement  la  même  chofè,  fi  l'anglç 
folide  A  étoit  formé  par  plus  de  trois  angles* 


CHAPITRÉ      XL 

VE  LA  STÉRÉOMÉTRIE  OU  DE  LA  MESURE  DES  SOLIDES^ 
DE  LEURS  SURFACES  ET  DE  LEURS  RAPPORTS. 

4^j.  DiFiKiTioN  I.  Kj  n  nomme  cube  un  folîde  compris  (pus  fix 
faces  /donc  tous  les  côtés  font  égaux  entre  eux,  &  dont  les  angks 
fbntdroits.  (^g-.  313.) 

La  face  ABCD  fur  laquelle  on  conçoit  que  le  folîde  eft  appuyé, 
(e  nomme  bafe  inférieure ^  ou  fimplement  aafeih  fac^  FGHÉ  op- 
pofée  à  la  baie ,  k  nomme  bafe  fupérieure  ;  &  lés  quatre  autres  faces 
fe  nomment  faces  afcendantes  ^\  c^ufe  qu'elles  font  entre  la  bafe 
inférieure  &  la  fupérieure.  Il  eft  vifible  que  la  hauteur  de  ce  folide 
n'eft  pas  différente  de  l'un  des  côtés  GB  des  faces  afcendantes  :  puif- 
quc  toutes  les  faces  font  perpendiculaires  les  unes  fur  les  autres. 


488.  DEFiianoN  II,  Un  parallélépipède  eft  ur>  folide  ABCDEF 
GH  (yîg;  314.),  compris  fous  fix  parallélogrammes  dont  les  oppofés 
font  ^aux.  On  té  nomme  parattelepiptdè  reSan^e ,  forfque  tous  les 
angles  des  parallélogrammes  font  droits  ^  &  partdlélepipéde  incliné  j 
quand  les  angles  ne  font  pas  droitSr 

489.  DinNiTioNlILUn/7rz>eABCDEFGHILNM(/^.3iO^ 
v!A.  un  folide  compris  fous,  deux  bafes  égales  &paraUetesrÀBCJL}£F, 
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HILNMG,  &  fous  autant  de  parallélogrammes  que  chacune  des 
bafes  a  de  côtés.  Ce  folide  eft  droite  lorfque  les  parallélogrammes 
montans  font  perpendiculaires  fur  les  bafes  ;  &  incliné ,  lorfque  ces 
parallélogrammes  font  inclinés  entre  les  bafes.  Si  la  bafe  du  prilme  eft 
un  triangle,on  le  nommtvrifme  triangulaire  ;  fi  la  bafe  eft  un  penta- 
gone, on  le  nomtnt  prijmc  pcntugonal ;  ôc  ainfi  des  autres. 

490.  DiÉFiNiTioN  IV.  Un  cylindre  ,  eft  un  folide  compris  fous 
deux  bafès  égales  &  parallèles  ^  qui  font  deux  cercles  AB  ,  CD  y  & 
Ibus  une  furface  courbe  qui  règne  entre  les  deux  cercles  (Jig.  316.) 

Un  cercle  étant  un  polygone  d'une  infinité  de  cotés,  on  peut  con- 
cevoir un  cylindre  comme  un  prifme ,  dont  la  bafe  eft  compofee 
d'une  infinité  de  lignes  droites  ou  de  côtés. 

491.  DEFINITION  V.  Une  pyramide ,  eft  un  folide  compris  fous 
une  bafe  ABCD(Jig.  ^ij)y&  fous  autant  de  triangles  montans 
AEB,  BEC  i  CED,  DEA  que  la  bafe  a  de  côtés,  lefquels,  triangles 
ont  tous  leurs  fommets  en  un  même  point  E.  La  ligne  EO  menée 
du  fommet  au  centre  O  de  la  baie ,  fe  nomme  axe  $  &  cet  axe  ne 
diffère  point  de  la  hauteur ,  lorfqu'il  eft  perpendiculaire  fur  la  bafè. 
Mais  lorfqu'il  eft  incliné  fur  la  bafe,  la  pyramide  eft  auffi  inclinée;  & 
la  hauteur  doit  fe  prendre  par  la  perpendiculaire  menée  du  fommec 
E  fur  fa  bafe.  ^ 

492.  DEFINITION  VI.  Un  cône  eft  une  pyramide  d'une  infinité  de 
faces  ABE  (Jlg.  318),  dont  la  bafe  AB  eft  un  cercle  :  on  le  nomme 
droit  y  lorfque  fon  axe  EO  eft  perpendiculaire  [ucla.  bafe  y  &  incUné^ 
lorfque  l'axe  eft  incliné. 

493.  DEFINITION  VII.  La  fphere  eft  un  folide  ABCD  {^fig. 
319)  parfaitement  rond,  &  au  milieu  duquel  eft  un  point  O  égale- 
ment éloigné  de  tous  les  points  de  la  furface.  Si  Ton  conçoit  quW 
demi-cercle  ACB  tourne  autour  de  fon  diamètre  B  A  immobile  ;  \\ 
décrira  une  fphere  par  fa  circonvolution.  Toute  ligne  droite  BA  qui 
pafle  par  le  centre  O  &  qui  aboutit  de  part  &  d'autre  k  la  furface  ^ 
fe  nomme  axe  ou  diamètre  de  la  fphere;^  toute  ligne  OB  ^  menée 
du  centre  à  la  furface,  fe  nomme  rayon, 

P  R  I  S  M  E  Sy    C  Y  L  I  N  DR  E  S. 
Proposition     CVII. 


494.  Si  ton  coupe  un  parallélépipède  ^  ou  un  prifme ,  ou  un  cy^ 
lindre  ,  droits  ou  inclinés ,  par  un  plan  parallèle  à  la  bafe  ;  ce  plan' 
ferafimblahle  &  égal  à  la  bafe.  (  fig.  3 1 4.) 

DEMONSTRATION.  Soit  le  parallélépipède  ABCDEFGH,  coupé 
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par  le  plan  MNOP  parallèle  à  fa  bafe  ABCD  ;  le  parallélogramme 
BCHG  étant  coupé  par  les  deux  plans  MNOP  ,  ABCD ,  parallèles 
entre  eux;les  feâions  NO,BC,  faites  fur  ce  parallélogramme,  font  auffi 
parallèles  (482) ,  &  par  conféquent  égales;  à  caufequ^elles  font  entre 
les  parallèles  BG ,  C)H  :  &  on  prouvera  de  la  même  façon  que  les 
trois  côtés  du  plan  MNOP ,  font  égaux  &  parallèles  aux  trois  autres 
côtés  de  la  bafe  ABCD  chacun  à  chacun.  Or  les  angles  du  plan 
MNOP ,  font  aufli  égaux  aux  angles  de  la  bafe  ;  à  caufe  qu'ils  ont 
leurs  côtés  parallèles  à  ceux  de  ht  bafe  :  donc  les  deux  plans  MNOP^ 
ABCD  y  font  femblables  &  égaux. 

Là  même  chofe  fe  démontrera  à  Tégavd  d'un  cube  :  car  uh^cube 
n'eft  autre  chofe  qu'un  parallélépipède  reftangle  ^  dont  les  côtés  de 
la  b^e  &  la  hauteur  font  égaux.  C.  Q.  F.  D. 

Proposition    CVIII. 

49 <.  Tout  cube,  tout  parallélépipède  y  tout  pri/me^  &  tout  cylin^ 
<lre ,  droit  ou  incliné  y  ejl  égal  à  fa  bafe  multipliée  par  fa  hauteur , 
cejl'à'-dire  par  la  perpendiculaire  tirée  entre  les  deux  bafes.  (  fig. 
320.) 

Démonstration.  Soit  le  parallélépipède  AB.  Si  Ton  conçoit 

Su'il  foit  coupé  par  une  infinité  de  plans  parallèles  à  la  bafe ,  &  in- 
niment  proches  j  la  fomme  de  ces  plans  fera  égale  au  parallélépi- 
pède. Or,  tous-ces  plans  font  égaux  k  la  bafe  (494)  :  donc  leur  fomme 
n'eft  autre  chofe  que  la  bafe  prife  autant  àt  fois  qu'il  y  a  de  plans; 
c'efl-à-dire  la  bafe  multipliée  par  la  grandeur  qui  marque  la  multi- 
tude des  plans.  Mais  la  hauteur  AC  du  parallélépipède ,  fe  trouve 
coupée  par  les  plans ,  en  autant  de  parties  infiniment  petites  & 
égales  ;  &  chacune  de  ces  parties,  efl  la  hauteur  infiniment  petite  de 
chaque  plan ,  puifque  les  hauteurs  fe  prennent  par  les  perpendicu- 
laires :  donc  la  hauteur  AC  marque  la  multitude  des  plans  qui  com« 
pofênt  le  parallélépipède  ;  &  par  confëquent  ce  folide  eft  égal  au 
produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur. 

On  démontrera  de  la  même  façon  que  le  parallélépipède  incliné* 
AB  (7%".;32i  ),  eft  égal  au  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur  CE. 
Car  quoique  l'arête  inclinée  AC  foit  coupée  par  \qs  plans  en  autant 
de  parties  égales  qu'il  y  a  de  plans  qui  compofent  le  folide  ;  cepen- 
dant comme  cette  ligne  n*eft  pas  perpendiculaire  entre  les  plans , 
chacune  de  fes  parties  fe  trouve  plus  grande  que  la  hauteur  infini- 
ment petite  de  chacun  des  plans  ;  au  lieu  que  chaque  petite  partie  de 
la  perpendiculaire  CE  eft  précifement  égale  à  la  hauteur  infiniment 
petite  de  chaque  plan  :  d'où  il  fuit  que  c'eil  la  perpendiculaire  qui 


•# 
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doit  en  exprimer  la  multitude;  &  que  par  conféquenc  le  parallélépi- 
pède eft  égal  à  fa  bafè  multipliée  par  fa  hauteur. 

49^.  CoROLLAiRH  I.  7c^ï^5  Us  DaralUUpipedes  ^  tous  les  prifmes; 
tous  les  cylindres ,  qui  ont  même  hauteur  &  même  bafe ,  ou  Us  kau-^ 
teurs  égales  &  les  bafes  auffi  y  font  égaux.  Cela  eft  évident  :  puifqu'ils 
font  les  produits  de  leurs  bafes  par  leur  hauteur. 

497.  CoROLLAiRB  IL  Les parallélépipèdes  ^  les  prifmeSj  &  Us  cy^ 
lindres ,  qui  ont  les  bafes  égales  &  les  hauteurs  inégales  /font  entre 
eux  comme  les  hauteurs  :  ceux  qui  ont  les  bafes  inégales  &  Us  kau-- 
teurs  égales ,  font  entre  eux  comme  leurs  bafes  ;  &  ceux  qui  ont  Us 
bafes  réciproques  aux  hauteurs  3  font  égaux.  (  fig.  322.) 

DéitfdNSTRATioK.  P.  Soient  les  deux  parallélépipèdes  AF ,  MR, 
Si  Ton  fuppofe  que  les  deux  bafes  font  égales;  je  nomme  X  Tune  & 
l'autre  bafe  :  aînli  le  premier  eft  X  x  HA  ;  &  le  fécond  eft  X  x  MT» 
Or,  à  caufe  que  les  hauteurs  HA ,  MT  font  multipliées  parune  même 
grandeur  X  ;  les  produits  X  x  HA ,  X  x  MT  font  entre  eux  comme 
HA ,  MT  :  donc  les  parallélépipèdes  font  entre  eux  comme  les  hau-i* 
peuré  HA  ,  MT. 

II*'.  On  démontrera  de  la  même  façon  que  fi  les  bafes  font  îné-^ 
gales  &c  les  hauteurs  égales  ;  les  parallélépipèdes  font  entre  eux 
comme  les  bafes. 

111°.  Enfin  fi  les  bafes  font  réciproques  aux  hauteurs ,  dt{\A'àire 
fi  Pon  a  ABCD .  MNOP  :  :  MT .  AH  ;  on  aura ,  en  faifant  le  produit 
des  extrêmes  &  des  moyens  ,  ABCDxAH=.WJVC>^xMT,  c'efl> 
à-dire  ^  les  deux  parallélépipèdes  égaux^ 

498.  Corollaire  III.  Les  paralléUpipedes ,  Us-  prifmes ,  &  Uf 
cylindres ,  font  entre  eux  en  raifin  compojee  de  fa  raifon  de  lçur$  hau^ 
teurs  &  de  celU  de  Uurs  bafes.  (fig.  312^  ) 

Démonstration.  Soient  les  deux  parallélépipèdes  Ap  ,  MR.  La 
raifon  de  leurs  hauteurs  eft  AH^  MT:  cellede  leurs  bafes  eft  ÀBCD, 
MNOP;  &  la  compofée  des  deux  eft  AH  x  ABCD,  MTxMNOP. 
Or,  les  deux  termes  de  cette  raifon  ,  font  les  deux  parallélépipèdes  ; 
4onc  ces  deux  folides  font  en  raifon  compofée  ,  &c 

PYRAMIDES^   CONES^    PRISMES. 

Proposition      CIX, 

499.  Si  ton  couve  une  pyramide  ABCDE,  dont  la  kautetir  efi 
EQ  y  par  un  plan  MNOP  varalUle  â  la  bafe  ABCD  ;  je  dis  i^  qut 
cz  plan  fera  femblable  à  la  baje.  x^.  Quil  fera  à  la  bafe  comme  U 
qi-crré  de  fa  hauuur  SE  au  quarré  de  la  hauteur  QE  d!e  la  bafe,  en 

prenant 


«A«-i* 
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prenant  pour  hauteurs  les  dijiances  des  plans  auJhntmaK  de  La  pyra^^^ 
mide.  (fig.323.) 

DEMONSTRATION;  P.  La  face  AEB  étant  coupée  par  les  deux 
plans  MNOP,  ABGD,  parallèles  entre  eux  ;  les  feâions  MN ,  AB 
font  parallèles  encre  elles ,  &  par  la  même  raifon  les  trois  autres  cotés, 
du  plan  MNOF  £bnt  parallèles  aux  trois  autres  côtés  de  la  bafe.  Or  ^ 
dans  la  face  A£B  y  nous  avons  MN .  AB  :  :  ME  .  A£  ;  k  caufe  des 
parallèles  MN  ^  AB  :  &  parla  même  raifôn  dans  la  face  ADE^  nous 
avonsMP.  AD::ME.AE;  donc  MN.  AB  ::MP.  AD;  ce  qui 
fait  voir  que  les  côtés  MN  ,  M©  du  plan  MNOP  font  proportion- 
nels aux  côtés  AB  ,  AD  de  la  bafe.  Et  par  un  femblable  raifonne- 
ment  on  trouvera  tjue  les  deux  autres  côtés  PO,  ON ^  du  plan 
MNOP ,  font  auffi  proportionnels  aux  côtés  DC,  CB  de  la  bafe. 
Mais  les  ang^les  du  plan  MNOP  font  égaux  aux  angles  de  la  bafe 
chacun  à  chacun^  \  caufo  des  côtés  parallèles  :  donc  le  plan  MNOP 
^eft  £bmblable  i  la  ba(ê, 

11°.  Les  plans  MNOP ,  ABCD  ,  étant  femblabîes ,  font  entre  eur 
a>mme  Jes  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  MN ,  AB;  Mais  nous 
avons  MN.  AB  :  :  ME.  A£  :  donc  les  deux  plans  font  entre  eux 
comme  les  quarrés  de  ME.  AE.  Du  point  Q  où  la  perpendicu-,' 
iaire  coupe  la  bafe ,  je  mené  la  droite  AQ  :  ce  qui  me  donne.  \ei 
triangle  AQE,  dansJequel  les  deux  feftions  MS,  AQ  faîtes  par  les 
deux  pkns  MNOP ,  AÈCÛ^  parallèles  entre  eux  ,  font  paralelles. 
Ainfi  j'ai  SE.  QE::  ME.  AE;  &  par  conféquent  lesdcmx  ^gns     - 
MNOP ,  ABCD  étant  entre  eux  comme  les.quarrçs  de  ME,  AEy 
font  auffi  comme  les  quarrés  de  SE,  QE.  Ce  qu'il  falloit  démontren  ' 

.  Rbm\rqub«  Oa  démontrera  la  même  chofe  d^wie  pyramide  ifw 
dînée  ABCE  {fig.  3^4).  Car  prolongeant  le  pl^  MNOP,  &.  la) 
ba(€^  jufqu'à  la  rencontre  de  laperpeMic;ulaîreEQ,.n^née  ^(oXf^i 
met  fiir  la  bafe;  &  menant  dans  la  bal]^  la  droite  AQj  qtfi  donnera? 
le  triangle  AQE;  les  feâions  MS>  AQ ,  faites  fur  le  triangle  par  leS; 
plans  parallèles  MNOP ,  ABÇD  prolongés,  feront  parallèles.  Ainfi 
Ton  aura  ES .  EQ  :  ;  EM  -.  EA;s  :  MN;.  AB  ;  &  \çs  plans  PMNO,, 
ABCD  étaot  entre  eux  coiQnje.  les  quarrés  4ë  leurs;  pôtés  homplo*; 
gaes  MN ,  AB,  à  caufç  qu^ils  ibpt  ^mblables  »  ferparf)^  ^onféquçqtr. 
^omme  les  quarrés  de  leurs  h^iuteurs  ES,  EQ*  ,  .; 

P   R   O    P  O    s   I    T    I    O    N  r     C  X. 

c^OO.  Tées pyramides  ^i  ofit  Us  èafes* égales'^  &  ies^^Utèùts  tfi^i* 
Jbnt égales,  (hg.  2if).  v-  -  •  : 

TOMB  L  Pf f 
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DEMONSTRATION.  Soient  les  deux  pyramides  ABCDE,  HZVQ  j 
dans  lefquelles  je  fuppofe  que  la  bafe  quarrée  de  la  première  eft  égale 
à  la  bafe  triangulaire  de  la  féconde  ^  &  que  la  hauteur  OE  efl  égale 
Il  la  hauteur  QX.  Je  coupé  Tune  &  l'autre  par  des  plans  MNLP , 
RYT ,  parallèles  aux  bafes^  &  qui  foient  à  égales  diftances  des  fbm«- 
snets  £  ^  Q;  ce  qui  me  donne  ES  =  QF.  Or ,  dans  la  première  pyra-^ 

mide,  j'ai  MNLP.  ABCD  ;:  SE.   OE  (490)  ;  &  dans  la  féconde 

RYT.  HZV  :  ;  QF.  QX':  donc  à  caufe  de  QF:=ls',  &  de  QX'=ÔÈi 
f  ai  MNLP.  ÀBCD  ;:  RYT.  HZV.  Mais  ABCD  «=  HZV  :  donc 
MNLP  =  RYT.  , 

Or  fi  Ton  conçoit  que  Tune  &  l'autre  pyramide  foienc  coupées 
par  une  infinité  de  plans  parallèles  aux  bafes  ;  il  n'y  aura  pas  plus  de 
plans  dans  Tune  que  dans  l'autre ,  à  caufe  des  hauteurs  égalés  ;  & 
chaque  plan  de  Tune  fera  égal  à  chaque  plan  de  Tautre^  qui  fera  à 
égale  diuance  du  fpmmet  ^  ainfi  qu'on  vient  de  voir  :  donc  lafomme 
des  plans  de  l'une  ifera  égale  à  la  fomme  des  plans  de  l'autre,  &  pair 
confcque&t  les  deux  pyramides  feront  égales* 

<oi.  Corollaire  Ce  que  noiis  venons  de  S,re  dans  Us  deux  pr^^ 
fondons  précédentes  touchant  les  pyramides  j  doit  s^ entendre  au0  de^ 
cônes  droits  ou  inclinés  :  puifque  les  cônes  font  des  pyramides  dont 
les  bafes  ont  une  infinité  de  côtés, 

F  R   O    P   O   s   I  T   X   O   K       C  X.  r. 

^0%.  Tout  prifme  triangulaire  ÂBCDEF  peut  Je  divifer  in  tràît 
pyramides  égales^  (fîg-320 

DEMONSTRATION.  Jc  coupe  les  trois  parallélogrammes  montons  j; 
par  les  diagonales  ÀF ,  FC  y  EC  ;  &  je  fais  pafTer  un  plan  par  les 
deux  AF,  FC ,  &  un  autre  par  les  deux  FC ,  EC  :  ce  qui  me  <lonne 
trois  pyramides  ABCF ,  ÈFDC ,  ECAF.  Or,  les  deux  premières  ônc 
ics  bafes  ABC,  DEF  égales .,  de  même  que  leurs  hauteurs BF ,  DC  : 
&  fi  l'on  conçoit  que  la  féconde  EFDC  ait  pour  bafe  le  triangle 
ECD  ,  &  que  la  bafe  de  la  troîfîeme  EACF  foit  le  triangle  ECA  ; 
on  trouvera  que  ces  deux  pyramides  font  aufli  égales,  à  caufe  que 
leurs  bafes  EAC,  ECD  font  égales,  &  qu'elles  ont  leurs  fommerâ 
au  même  point  F  :  ce  qui  leur  donne  une  même  hauteur.  Donc  les 
trois  pyramides  font  égales.  C.  Q.  F.  D# 

503.  Corollaire.  Donc  tout  prifme  triangulaire  ABCDEF  ,  ejH 
i(iple  4'UM  pyramide  ABCF  de  même  hauteiir  &  de  mime  bafe  (  £g« 


y 
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Proposition    CXIL 

^04,  Touu  pyramide. ,  dç  quelque  nombre  de  côtes  quefoitfa  iafe  i 
eji  le  tiers  d'unprifme  de  même  hauteur  &  de  même  hafe.  (  fig,  3  27.) 

DEMONSTRATION.  Soît  la  pyramide  pcntagonale  ABCDEF.  Du 
point  O  oii  fon  axe  coupe  la  bafe ,  je  mené  des  droite^  OA,  OB,OC, 
&c ,  à  tous  les  angles:  ce  qui  divîfe  la  bafe  en  autant  de  triangles 
qu'elle  a  de  côtés.  Je  coupe  la  pyramide  par  des  plans  qui  paflent  par 
le  fommet  F  &  pat  les  droites  OA,  OB,  OC,  &:c;  &  la  pyramide  fe 
trouve  divifée  en  cinq  pyramides  triangulaires ,  qui  ont  chacune  pour 
bafe  l'un  des  triangles  de  là  bafe.  Te  conftruis  fur  ces  triangles  ^  des 
prifmcs  triangulaires  de  même  hauteur  ;  &  cts  cinq  prifmes  pris  en- 
lemble  forment  un  prîfme  total  dont  la  bafe  eft  la  même  que  celle 
de  la  pyramrde,  &  quia  même  hauteur.  Or,  chacun  des  prifmes  trian- 
gulaires eft  triple  de  la  pyramide  triangulaire  correfpondante  ;  donc 
le  prifme  total  eft  triple  de  la  pyramide  totale  j  &  par  conféqiientla 
jpyramide  en  eft  le  tiers. 

Et  Qn  démontrera  la  même  chofe  à  l'égard  des  pyramides  îhcE- 
nées  >  &  des  cônes  droits  ou  inclinés,  C.  Q.  F.  0. 

^o^»  Corollaire.  Les  pyramides  qui  ont  les  hafes  égales  &  les^ 
hauteurs  inégales  ^font  entre  elles  comme  leurs  hauteurs  ;  celles  qui 
ont  les  hauteurs  égales  &  les  hafes  inégales  font  entre  elles  comme 
leurs  bafes  ;  &  ÇçUes  oui  ont  /^  haut^t^  réciproques  aux  hafes,  font 
égales,  , 

DEMONSTRATION.  IiCs  p)rramîdes  '  font  le  tiers  des  prifmes  de 
même  bafe  &  de  même  hauteur  ;  or  ce  qui  convient  aux  entiers  con- 
vient à  leurs  riers  :  donc  ce  que  nous  avons  dit  des  prifmes  (  497  )^ 
^oit  iç.^vcç  auin  des  pyramides. 

PïLOtOSÏTÏON      ÇXIII. 

^06.  Une  pyranddehBlCS  étant  donnée;  fi  on  la  coupe  par  un  plan 
OËD  paralleîe  à  la  bafe  «/e  dis  que  pour  avoir  la  valeur  de  la  partie 
tronquée  ABCDEO ,  iljaut  chercher  un  plan  moyen  proportionnel 
géométrique  entre  la  bafe  inférieure  &  lafupérieure  DÈO  ;  ajouter  ce 

S  Ion  aux  deux  bafes^  &  multiplier  le  tout  par  le  tiers  de  la  hauteur 
IZ  de  la  partie  tronquée  ABCDEO-  (  %.  428.) 

DiâMONSTRATiON.  F.  Suppofons  que  fa  pyramide  fbît  triangu- 
laire. Je  coupe  deux  des  faces  montantes  ABEO  y  BCDE ,  par  des 
diagonales  AE  ,  CE;  &  faifant  pafter  un  pUn  par  ces  deux  diago- 
nales |   je  rçtrançhe  de  la  pyramide  tronquée  ,  la  pyramide  ABCE; 

^  Fffij 
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&  il  me  refleune  autre  pyramide  AODCE.  Je  coupe  la  face  AODC^ 
par  la  diagonale  OC  ;  6c  je  coupe  AODCÈ ,  par  un  plan  qui  paffe 
par  le  fommec  E  par  la  diagonale  OC  :  ce  qui  me  donne  deux  autres 
pyramides  AOCE ,  ODCE. 

Maintenant  je  cherche  le  rapport  de  la  première  de  ces  trois  pvra- 
mides  ABCE,  khi  féconde  AOCE;  &  comme  elles  ont  deux  faces 
ABE,  OEA,  qui  font  fur  un  même  plan ,  fi  je  prends  ces  deux  faces 
pour  leurs  bafes ,  elles  auront  lune  &  Tautrê le  fommet  en  C ;  & 
par  confequent  leur  hauteur  fera  la  même  :  d'où  il  fuit  que  ces  deux 
pyramides  feront  entre  elles  comme  leurs  bafes  ABE^  0£A.  Mais 
ces  deux  bafes  ou  triangles  étant  entre  les  deux  parallèles  AB  ^  OE, 
ïpnt  entre  eux  comme  leurs  bafes  AB,  OErdonc  les  deux  pyra- 
mides feront  entre  elles  comme  AB ,  OE,  Ainfî  nommant  P  la  pre- 
mière AJBCE^  Se  S  la  fécondé  AOCEî  nous  aurons  P.S::AB» 
(DE. 

,  Je  compare  de  mênve  la  féconde  AOCE  j  avec  la  troîfieme 
ODCE  ^  &  prenant  pour  leurs  bafes  les  faces  AOC ,  ODC,  qui  font 
lUr  un  même  plan  ^  eUes  fe*  trouvent  avoir  le  fommet  commun  en  E, 
&  par  conféquenria  même  hauteur  :  d'où  il  fuit  que  ces  deux  pyra*- 
mides  font  entre  elles  comme  leurs  bafes  ou  triangles  AOC  9  OdC» 
Mais  ces  triangles  étant  entre  les  parallèles  AC ,  OD ,  font  entre 
eux  comme  kurs  bafes  AC,  OD  j  &  à  caufe  des  triangles  femblabtes 
ABC ,  OED ,  nous  ayons  AC  •  OD:  :  AB  .  OE  :  donc  les  deux  py- 
ramides AOGE,  ODCE ,  font  entre  elles  comme  AB  .  OE.  Ainfi 
nommant  T  la  troifieme  ODCE ,  nous  avons  S  •  T  :  :  AB  .  CF. 
iWais  nous  avons  trouvé  P .  S  ;  :  AB .  OE  :  donc  nous  avons  auffi  P. 
S  :  :  S .  T  ^  c'eft-à-dire  les  trois  pyramides  qui  compofent  la  pyra* 
jnide  tronquée  ABCDEO  y  font  en  proportion  continue. 

Je  cherche  un  plan  moyen  proporjgionnel  que  je  nomme  V^entrc 
la  bafe  inférieure  ABC^  &  la  fupérieure  OED  :  ce  qui  donne  ABC. 
V::V.  OED  j  &  multipliant  tout  par  la  même  grandeur  jXZ, 
c'eft-k-dire  par  fe  tiers  de  la  hauteur  XZ  du  tronquement,  les  trois 
«juantités  ABCxjXZ ,  VxfXZ ,  &  OEDxf XZ ,  font  encore  en  pro- 
portion continue.  Or ,  la  première  ABCxfXZ ,  efl  égale  à  la  pre- 
mière pyramide  ABCE  ;  &  la  troifieme  OEDxfXZ  e/l  égale  à  la 
•troifieme  pyramide  ODCE:  donc  la  féconde  VxfXZ  dort  être  égale 
à  la  féconde  AOCE ,  &  par  çorféquent  le  tronquement  ABCDEO 
.efl  égal  aux  trois  plans  ABC,  V,  OED ,  mukipliés  par  le  tiers  de  la 
hauteur  ZX  du  tronquement. 

.     IF.  Si  Ja. pyramide  n'eft  pas  triangulaire  (Jig-  32g);  des  centre^ 
Z ,  Xy  des  deux  bafes  y  je  mené  des  droites  à  leurs  angles  :  &  faiianf 
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paffer  des  plans  par  les  lignes  de  divifion  de  Tune  &  l'autre  bafe,  le 
crooquemenc  fè  trouve  divifé  en  autant  de  tronquemens  de  pyra- 
mides triangulaires  que  la  bafe  a  de  côtés  ;  &  chacun  de  ces  tronque- 
mens fera  égal  à  Tes  deux  bafes  triangulaires  ajoutées  au  plan  moyen 
proportionnel ,  le  tout  multiplié  par  fZX. 

'  Or  j  fi  je  prends  un  plan  moyen  proportionnel  MNPQ,  entre  la 
bafe  totale  ABCD  &  la  bafe  totale  HEFG  \  ce  plan  fe  trouvera  di- 
vifé en  un  même  nombre  de  triangles  que  ces  bafes  ^  &  chacun  de  ces 
triangles  fera  moyen  proportionnel  entre  les  deux  bafes  de  la  pyra- 
mide triangulaire  qu'il  coupera  :  donc  en  ajoutant  enfemble  les  plans 
ABCD,  MNPQ ,  HEFG ,  &  multipliant  la  fomme  par  f XZ  ;  j'aurai 
tout  d'un  coup  la  fpmme  des  tronquemens  triangulaires  qui  compo- 
fent  le  tronquement  AF. 

U  eft  aifé  d'appliquer  la  même  chofe  aux  tronquemens  des  pyra-^ 
mides  inclinées.  C.  Q.  F.  D. 

Proposition    CXI  V* 

507.  Toutprifme  triangulaire  tronqué  efi  égal  au  triangle  ABC 
qui  lui  fert  de  bafe  ,  multiplié  par  le  tiers  des  trois  arêtes  que  forment 
les  plans  montons  ,  cUfl-à-dire  par  le  tiers  defes  trois  longueurs. 

Démonstration.  Il  peut  arriver  que  le  prifme  triangulaire  ne 
(bit  tronqué  que  par  une  de  fes  extrémités  {fis.  330,  331 ,  332-  );  oyi 
qu'il  foît  tronqué  par  fes  deux  extrémités  (^.  333.) 

I^.  Si  le  prifme  triangulaire  n'oft  tronqué  que  par  une  de  fes  ex- 
trémités ;  il  peut  fe  faire,  i*».  Que  deux  de  (es  longueurs  BE ,  CD , 
(•/%•  33^)  ^o'^^t  égales  ;  &  la  troifieme  AH  plus  grande  que  cha- 
cune des  deux  autres.  2*.  Que  deux  dç^fès  longueurs  AH ,  CG  {fig^ 
331),  étant  égales  ;  la  trdfieme  BE  foit  moindre  cjue  chacune  d'elles. 
3  .  ÉnfiQ  j  que  les  trois  longueurs  AH,BE ,  CG  ioient  inégales  entre 
elles  {fig*  33^)'  Examinons  tous  ces  cas  en  particulier. 

D'abord  ^  fi  la  longueur  AH  efl  plus  grande  que  les  deux  égales 
BE,  CD,  {fig.  330)  ;  je  coupe  le  prifme  par  un  plan  EFD parallèle 
à  la  bafe  ABC ,  &  qui  paflè  par  les  extrémités  Ej  D  des  longueurs 
égales  BE ,  CD  :  ce  qui  coupe  le  prifme  tronoué  en  deux  folides , 
dont  Tun  eft  le  prifme  ABCDEF  ^  &  Tautre  eft  la  pyramide  DEFH. 
Or ,  le  prifme  ABCDE  eft  é^al  à  fa  bafe  ABC  multipliée  par  la  Ion- 
geur  BE,  ou  par  le  tiers  de  fes  trois  longueurs  éeales  AF,  BE,  CD  ; 
&  la  pyramide  eft  égale  à  la  bafe  DEF  ou  ABC  K)n  égale ,  multiplié?^ 
par  le  tiers  de  fa  hauteur  FH  ;  ainfi  le  prifme  tronqué  ABCDEH  eft 
^al  à  (à  bafe  ABC  multipliée  par  le  tiers  des  trois  longueurs  DC , 
3E,  AF,  plus  le  tiers  de  la  longueur  FH.  Mais  le  tiers  de  AF,  plus 
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le  tiers  de  FH,  cft  égal  au  tiers  de  AH  :  donc  le  prifine  tronqué  cft 
égal  à  fa  bafe  multipliée  par  le  tiers  de  (es  trois  longueurs  CD ,  BE^ 
AH. 

Enfuite,  fi  les  deux  longueurs  égales  AH,  CG  {fig.  331  ),  font 
plus  grandes  que  la  troifîeme  BE;  je  coupe  le  prifme  par  un  plan 
DEF  parallèle  à  fa  bafe  ABC ,  &  qui  patte  par  l'extrémité  E  de  la 
croifieme  longueur  BE  :  ce  qui  coupe  le  prifme  tronqué  eh  deux  fo^ 
lides,  dont  Tun  eft  le  prifme  triangulaire  ABCDEF  ,&  Tautre  eft  la 
pyramide  DGHFE.  Je  coupe  la  face  DGHF  de  cette  pyramide  par  la 
diagonale  HD  ,  &  faifant  paiTer  un  plan  par  cettç  diagonale  &  par 
le  lommet  E;  la  pyramide  JDGHF  eft  coupée  en  deux  autres  pyra^ 
mides  HDFE,  DGHE ,  qui  font  égales  entre  elles  ;  à  caufe  du  (om-* 
met  E  commun ,  &  des  bafes  HGD ,  HDF  qui  font  vifiblemenc 
égales  ;  puifque  DGHF  efl:  un  parallélogramme  dont  la  diagonale 
cft  HD.  Mais  prenant  pour  bafe  de  la  pyramide  FEDH^k  plan  FED 
•=s  ADC  ;  la  hauteur  de  cette  pyramide  cft  |a  droite  FH  :  donc  cette 
pyramide  eft  égale  au  plan  ADC  multiplié  par  jFH  ;  &  par  confé-^ 
quent  l'autre  pyramide  DGHE  eft  égale  au  même  plan  ADC  multi- 
plia par  -ypH  ou  par  fGD ,  à  came  de  GDc=FH.  Et  comme  le 
prifme  ABCDEF  çft  égal  aif  même  plan  multiplié  par  le  tiers  des 
droites  CD  9  BE,  AF;  il  s'enfuit  que  le  prifme  tronqué  j  coihpofé 
de  ces  trois  fol  ides ,  eft  égal  au  produit  de  la  bafe  ABC  multipliée 
par  le  tiers  des  droites  CD  y  BE,  AF ,  plus  le  tiers  de  FH ,  plus  le  tiers 
de  DG.Mais^AF  -hiFH=i.AH,  &  ^CD-i-f  DG=f  CG  ;  donc  I<ç 
prifme  tronqué  çft  égaj  \  fa  b^fe  ABC  midtipliée  pîu:  -yBEH^-îAH 
rf-yCG. 

Enfin  ^  files  trois  longueurs  AH  j  BE ,  CG  font  inégales  (  j%.3  32)} 
je  fais  les  mêmes  opérations  que  dans  le  cas  précédent  ;  &  le  prifmç 
tronqué  fe  trouve  divifé  çn  un  prifme  triangulaire  ABCDEF  j  &  deux 
pyramides  DGHE ,  DGFE^  qui  ont  le  fonunet  E  commun  ^  &  qui 
font  par  conféquent  comme  leurs  bafes  inégales  DGH ,  DHF.  Mais 
ces  bafes  ou  triangles  étant  entre  les  parallèles  DG,  FHi  font  entre 
eux  comme  leurs  bafe$  GD  ^  FH  :  dpnc  les  deux  pyramides  font 
entre  elles  comme  les  droites  GD ,  FH.  Or,  en  prenant  pour  bafe 
de  la  pyramide  DHFE,  le  plan  FED;  fa  hauteur  de  cette  pyramide 
eft  FH  :  donc  la  pyramide  DGHE  doit  être  égale  k  une  autre  pyra- 
çiide  qui  auroit  pour  bafe  le  même  plan  FED ,  &  pour  hauteur  la 
ligne  GD.  Car  cette  nouvelle  pyramide  feroit  k  la  pyramide  DGHE, 
comme  GD  eft  à  FH  :  à  caufç  des  bafes  égales.  Ainfi  la  pyramide 
DEFH  c=  FED  x  j  FH  =  ABCxj  FH  ;  la  pyramide  DGHE=ABÇ 

xfDG;&leprifmeABCDEF  =  ABCxf  AF+f  BE-jhfÇDi 
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donc  le  prifme  tronqué  ABCGHE  =  ABC  x  j  AI?  H-  f  BE 
CD  4-f  FH -hf  DG.  Mais  i  AF H- ^  FH  =  i  AH  ;  ôç  I  CD-j- f, 


DG^GG  :  donc  le  prifme  ABCGHE  =  AHC  x  f  AH  Hh  t  BE 

ÎP,  Si  le  prifme  triangulaire  eft  tronqué  par  fes  deux  extrémités 
(Jig.  333  )  ;  je  coupe  fes  trois  arêtes  par  un  plan  ABC,  qui  leur  foiç 
perpendiculaire  :  ce  qui  coupe  ce  prifme  en  deux  autres  ABCDHE, 
ABCMON ,  qui  ne  font  tronqués  chacun  que  par  lune  des  Çgs  ex- 
trémités. Ainfî  le  premier  ABCDHEeft  égal  au  plan  ABC  multiplié 
par  le  tiers  de  fes  trois  longueurs  AH ,  EB ,  CD  ;  &  le  fécond 
ABCMON  eft  égal  au  plan  ABC  multiplié  par  le  tiers  de  fes  trois 
longueurs  AO ,  BN ,  CM  :  donc  les  deux  enfemble ,  c?eft-à-dire,  le 
piri/îne  total  eft  égal  au  plan  ABC  multiplié  par  le  tiers  des  trois  Ion- 
gueijrs  OH ,  NE,  MD.  Ce  qu'il  falloir  démontrer. 

.  508.  Remarque.  Quoique  ce  que  je  viens  de  dire  ne  regarde  quo 
le  prifme  triangulaire  tronqué  ;  on  peut  cependant  s'en  fervir  pour 
mefurer  un  prilme  quelconque  tronqué.  Soit  par  exemple,  le  prifme 
pçntagonal  tronqué  ABCDEFGHIL  {fig.  3x8  )  :  de  Tun  des  angles 
E  de  la  ba(ê  ,  je  mené  aux  autres  angles  des  droites  EB ,  EC  :  ce  qui 
divife  cette  bafeen  trois  triangles.  Je  conçois  que  fur  ces  droites  EB, 
EC ,  foient  élevés  des  plans  perpendiculaires  k  la  bâfe,  qui  diviferonc 
le  prifme  tronqué  en  trois  prifmes  triangolaîres  tronqués.  Ainft  me-^* 
furant  chacun  de  ces  prifmes  en  particulier ,  leur  fomme  me  donnera 
le  prifme  total.  Au  refte,  on  trouve  beaucoup  plus  aïfëment  la  va- 
leur  des  prifmes  tronqués ,  par  le  moyen  du  centre  de  gravité  de  la 
bafe  ;  aiofî  qu'on  verra  dans  le  troifîeme  livre.  Et  je  n'ai  parlé  ici 
du  prifme  triangulaire  tronqué ,  que  pour  faciliter  le  problême  fui- 
vant ,  qui  concerne  la  mefure  des  revêtemens  ou  murailles  des  places 
de  guerre. 

^09.  Problême.  Mefurer  le  revêtement  <tune  place  de  guerrCt^ 

Cfig-33V) 

Solution.  Tout  le  monde  fait  que  les  murailles  des  places  de 
guerre  ont  un  talud;  c'eft-à-dire,  qu'elles  ont  plus  d'épaiileur  en  bas 
qu'en  haut ,  &  c'eft  précifément  en  cela  que  confifte  la  diffidilté  de 
les  mefurer.  Or,  entre  toutes  les  méthodes  qu'on  a  données  pour  y 
parvenir  ,  voici  celle  qui  me  paroit  la  plus  (impie  &  la  plus  com-. 
mode,  quoiqu'elle  foit  la  moins  ufitée;  peut-être  parce  qu'elle  eft 
U  moins  connue,  ou  paroe  qu'on  a  de  la  .peine  à  fe  détacher  des 
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routes  ordinaires  :  on  en  jugera  aifémenc.,  (î  on  veut  bien  la  com- 
parer aux  pratiques  qu'on  uiic  communément. 

P.  Soit  donc  le  folide  de  la  fiçure  33^ ,  qui  repréfente  un  demi« 
baflion  &  une  partie  de  la  courtme.  Je  niefure  d'iabord  la  longueur 
&  la  largeur  de  la  muraille  au  fommet  :  ôc  comme  ces  deux  di-  . 
menions  forment  les  trapézoïdes  ABCD,  PCEF,  FEHI,  qui  ont 
tous  la  hauteur  commune  RT  ;  j'ajoute  enfemble  leurs  iongueurs 
moyennes  SV^  VX,  XZ;  &  multipliant  la  fommep^ir  Ig  hauteur 
RT  3  le  produit  efl:  la  valeur  des  trois  trap^oïdes.  Je  multiplie  ce 
produit  par  la  hauteur  A^  de  la  muraille  ; .  &  j'ai  la  valeur  d'une 
muraille  fans  talud  ^  dont  la  bafe  eft  compofée  de  trois  trapézoïd^ 
aMNb  y  ^NOcy  OcdL  ^gaux  chacun  à  chacun  aux  trois  trapézoïdes 
fupérieurs. 

IP.  Maintenant  pour  mefurer  le  talud ,  je  conCdere  qu'il  eft  com^ 
pofé  de  trois  prifmes  trian^laires  tronqués  MeBDNj ,  jytffgOF , 
gOFlhL.  C'eft  pourquoi ,  je  coupe  l'un  d'eux  par  un  plan  rsi ,  per- 
pendiculaire fur  Tes  trois  longueurs  :  &  comme  cette  coupe  eU  U 
même  dans  les  trois  prifmes,  j'ajoute  enfemble  leurs  trois  longueurs 
BDFI,  MNOL,  efgh;  &  prenant  le  tiers  de  cette  fomme,  je  le 
multiplie  par  le  plan  rsi  :  ce  qui  me  donne  tout  d'un  coup  le  talud , 
lequel  étant  ajouté  à  la  muraille  fans  talud  »  me  donne  le  revête^ 
ment  entier. 

Il  eft  aifè  de  voir  qu'on  pourroit  faire  les  mêmes  opérations  quand 
JBième  le  âanc  feroic  rond  &  qu'il  feroit  couvert  d^une  oriUoQ» 

SPHERE^     CYLINDRE. 

PropositionCXV* 

[  5 10.  La  fpherc  cjl  égale  au  dmx  tiers  (tun  cylindre  de  même  kau^ 
tcur ,  &  qui  aurait  pour  hafe  le  cercle  du  diamètre  d^  la  Jp hère,  c^eft^ 
à^dire  le  plus  grand  cercle  de  lajphere.  (  fig.  337.  ) 

D]éMONSTRATioN.  Soit  le  quart  de  cercle  ABC  ,  qui  en  tournant 
durourde  fon  rayon  fixe  BC,  décrit  une  demî-fphere  ABL.  Je  décris 
le  quarré  ACBM ,  du  rayon  BM;  ôc  je  coupe  ce  quarré  par  la  diago- 
nale MC  qui  forme  le  triangle  reâangîe  ifbfcele  MBC.  Je  conçois 
que  le  rayon  BC  foit  coupé  en  une  infinité  de  petites  parties  égales 
entre  elles  ;  &  que  des  points  de  divifîon  O,  T,  &c,  foient  menées 
des  perpendiculaires OQ ,  TX 3  fur  ce  rayon,  &  qui  fe  terminent 
fur  AM  :  ces  droites  feront  les  élémens  du  quarré  AMBC  :  leurs 
parties  OR ,  TZ  ,  &c ,  qui  fe  terminent  fur  la  circonférence  du  quart 
de  cercle  y  feront  les  éiéipens  de  ce  quart  de  cercle  \  &  les  parties  OS, 
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TV",  &c,  qui  fe  terminent  fur  la  diagonale  MC,  feront  les  élémens 
du  triangle  reébngle  ifofcele  MBC.  De  façon  que  chaque  élément 
OS,  &c ,  de  ce  triaii^^le ,  fer'a  égal  à  fa  diftance  OC,  &c,  du  centre 
C  :  caries  triangles  (emblables  mBC,SOC,  donnent  MB.  BC  ::  SO, 
OC  Mais  MB^BC  :  donc  SO  =  OC  :  «cil  eft  aifé  de  voir  que 
chaque  élément  OQ^  TX^  &c,  du  quarré  ACBM^  fera  égal  au  rayon 
BC.  Cela  pofé , 

Si  l'on  conçoit  que  le  quarré  ACBM ,  le  quart  de  cercle  ABC  ^ 
&  le  triangle  MBC  ,  tournent  autour  du  rayon  immobile  BC  \  les/ 
élémens  du  quarré  ACBM  décriront  des  cercles  tous  égaux ,  qui 
formeront  tm  cylindre  AMHL  :  les  élémens  du  quart  de  cercle  dé^ 
criront  des  cercles  qui  formeront  une  demi-fphere  ABL ,  &  dont  le 
f  lus  grand  fera  celui  que  le  rayon  AC  décrira;  lequel.à  caufe  de  cela, 
le  nomme  le  grand  cercle  de  la  fphere  :  &  les  élémens  du  triangle 
MBC  décriront  des  cercles  qui  formeront  un  cône  MCH. 

Or  »  ces  cercles  étant  entre  eux  comme  les  quarrés  de  leurs  rayons^ 
mettons  pour  un  moment  les  quarrés  au  lieu  des  cercles;  &  à  caufe  de 

la  propriété  du  cercle,  nous  aurons  OR  ===  BC  —  OC  (  284  )^  Mais. 

BG=OQ,  &  OC  =  OS  ;  donc  QR'=ÔQ—  ÔS/Par  la  mémo 

raifon ,  nous  aurons  TZ  =  TX  —  TV ,  &  aînfi  des  autres  :  c'en:* 
k-dîre  que  les  quarréç  des  élémens  du  quart  de  cercle  font  égaux 
aux  quarrés  des  élémens  du  quarré  ACBM ,  moins  les  quarrés  des 
élémens  du  triangle  MBC.  Donc  en  remettant  les  cercles  au  lieu'de$ 
quarrés ,  nous  aurons  ;  les  cercles  décrits  par  les  élémens  du  quart 
de  cercle ,  ou  la  demi-fphere  ABL  ^  eft  égale  aux  cercles  décrits  par 
\qs  élémens  du  quarré  ACBM ,  ou  au  cylindre  AMHL^  moins  le$ 
cercles  décrits  par  les  élémens  du  triangle  MBC ^  ou  moins  ie  cône 
MBC.  Maïs  le  cône  MBC  étant  une  pyramide  d'une  infinité  de  côtés  > 
eft  le  tiers  du  cylindre  AMHL  qui  eft  un  prifme  d'une  infinité  de 
côtés  de  même  hauteur  &  de  mêmebafë  que  le  cône:  donc  la  demi- 
fphere  ABC  eft  égale  aux  deux  tiers  du  cylindre  AMHL. 

On  prouvera  de  la  même  façon  que  la  demi-fphere  AKL  eft  égale 
aux  deux  tiers  du  cylindre  APEL;  &  que  par  conféquent  la  fphere 
entière  eft  égale  aux  deux  tiers  du  cylindre  MPEH.  Ce  qu^il  fal- 
loit  démontrer. 

^11.  Corollaire  L  Tous  les  cercles  élémentaires  qui  compofent 
une  fvherfi  ABCD ,  font  au  plus  grand  cercle  AC  multiplié  par  h 
nombre  qui  exprime  leur  multitude  ^  cefi^à^diik,  par  le. diamètre  WD  ^ 

^omme  iejiâ2.{iîs*33^')  .  -   . 

TomcL  G&g 
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DéMONsTRATix)^. Le  graod cercle  AC,  multiplié  parBD,  forme 
le  qrlindre  MNOf. Or,  la  fphere ,  ou  la  fommc  de  ces. cercles jélé-* 
mentaires  ,  eft  ks  deux  tiers  du  cylkidre  :  donc  la  fbmme  des  cercles: 
élémencaircsy  eft  au  plus  gn^ftd  AC  mulaplië  par  BD ,  comme  x 
eft  à  3.  De  ce  qu-cxi  vient  d'établir  ôç  de  dénxonarer,  léTukeat  Ics^ 
yérit^  fuivanccs,  (/%;  338.) 

512.  Corollaire  IL  I^.  Unfigrnent  ABC  de  fphere^  eJFégatà  la 
fortion  MPSR  du  cylindre  circonjcrit ,  iaqiulU  a  même  hauteur  qut 
te  fèg^nent ,  $noins  le  cône  tronqué  MKLP  j  de  mùne  hauteur. 

II**.  La  :[one  QKFY,  qui  a  pour  kafe  le  grand,  cercle,  efi  égale  à 
la  portion  cylindrique  QTVY  de  même  hauuur^  moins  le  cône  XOZ 
de  même  kauteun 

.  111°.  La  ^one  E AGF  eji  égale  à  la  portion  cylindrique  TRSV  de 
Pnémè  hauteur,  moins  U  cotte  tronqué  HXZL  de  même  haùccstr. 

IV*^.  La  ç^e  aËFb  efi  égaie  à  la  portion  cylindrique  mlTYn  de^ 
même  hauteur  y^  moins  le  câru  XZO  y  moins  encore  le  cône  cOD. 
-    V^.  LefeSéur  ABCO  efl  égd  aufegment  ABC  ,  pbis  le  cône  AOC^ 

^  ToHC  cela  eft  évident  par  la  propofîtion  précédeâce  i.  mais  on  verrai 
dans  la  fuite  que  toutes  ces  portions  de.  fphere  peuvent  IQb  melurer 
par  l,e  .moyen  de  leurs  furfaces ,  beaucoup  plus  aifémenr^ 

'  ONGLETS    CYLINDRIQUES^ 

^13.  DiériNiTioN.  Si  Ton  coupe  un  cylindre  ABCD,  par  un  plan 
incliné  MXN  qui  coupe  fa  bafe  en  dedans  "y.  h  pomon  cylindrique: 
3VIXNA  coupée  par  ce  plan  fe  nomme  onglet  cylindrique.  (  fig  339  )- 
.  I?.  S£  le  plan  coupant  MXN  paiïc  par  le  centre  O  de  labafe  ;, 
i*opglet  MXÎ^A  fe  nommera  onglet  cylindrique  de  la  première  ejr 
pece. 

II®.  Si  le  frfan  coupant  PZQ  ou  RTS  ne  pafle  pas  parle  centre  O- 
j^e  la  bafe  ;•  Tonglet  PZQ  A  ou  RTS  A  fe  nommera  onglet  cyHn^ 
dtique  de  lajèconde  efpece^ 

P  a  o  p  o  s  I  T  1  o  î»      C  X  V  L 

^  Tout  on^et  cylindrique  de  la  première  efpece ,  ejl  compofi  d'une 
infinité  Je  triangles  reSangleS  qui  font  entre  eux  comme  les  cercles  élé- 
mentaires d^ une  fphere.  (fîg.  340.  ) 

DiéMONSTRATioN.  Soit  Tonglct  de  la  première  efpece  ABCD  r 
la  bafe  ADCeft  donc  un  demi-cercle  ;  puifque  le  plan  incliné  ABC 
j)aire  par  le  centre  O  de  la  bafe  du  cylindre  dans  lequel  cet  onglet 
eft  coupé  j  &  que  par  conféquent  la  commune  feâioa  AC  du  plan 
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incliné  &  de  la  bïCe  ,  eft  uq  diamètre  Cela  pofé  ^ 

Concevoiis  quedans  la  i>aib  ou  le  demi-  cercle  ADC  ibient  menées 
des  lignes  droites  LP,  RS,  OD  ,  &c ,  infiniment  proches  &  perpen- 
diculaires for  le  diamètre  ÂC  ;  &  que  fur  chacune  dé  ces  lignes  : 
foienc  élevés  des  plans  LQP  j  RTS  y  âcc,  perpendiculaires  fur  la  bafe'^ 
ADC  de  l'onglet ,  .&  qui  coupent  l'onglet  . 

I**.  Tous  ces  plans    coupans  ,  feront  des  triangles   reâangles 
LPQ ,  RST,  MKZ  :  la  conimune  feftion  de  chacun  d'eux  &  de  la 
fcafe  ADC  fera  une  ligne  droite  (  477  ) ,  de  même  que  la  commune, 
feâion  de  chacun  d  eux  &c  du  plan  ABC-  Or  comme  la  furface  d*un 
onglet  ABCD  ,^  ou  du  cylindre  dans  lequel  il  eft  coupé,  n'eft  autre 
chofe  qu'une  fuite  de  lignes  droites  élevées  perpendiculairement  fur 
tous  les  points  de  la  circonférence  ADC  de  la  bafe  ;  il  eft  clair  que 
chaque  plan  coupant  tel  que  LPQ ,  perpendiculaire  fur  la  bafe  ADC^ 
ne  peut  couper  la  furface  de  Tonglct  que  par  une  de  fes  perpendicu-' 
laîres  PQ  r  &  que  pat-  conféquent  ce  plan  LPQ  doit  être  un  triangle 
reiSfcangle  ;  à  cauiè  que  QP  étant  perpendiculaire  fur  k  bafe  AE)C  ,* 
doit  l'être  auffi  fur  LP  qui  eft  dans  dette  bafe ,  &  qui  pafTe  par  le'' 
point  P.  (463.) 

IP.  Les  plans  coupans  ou  triangles  reâangles  LPQ  ^  RST  j  MKZ  j* 
&  ainfi  de$  autres,,  qui  couperont  Toi^let,  feront  femblables: 
x:ar  à  caufe  qu'ils  iant  parallèles  entre  eux,  les  droites, QL,  ^Kd 
TR ,  dans  lefquelles  ils  couperont  le  plan  incliné  ABC,  feront 
parallèles  (  4^2 }  \  de  flf^me  que  Içs  dr<»tes  LP ,  RS ,  dans  letquelles^ 
ces  mêmes  triangles  coupent  la  bafe  ADC  de  Tonglee*  Ainlt  \t% 
angles  aigus  QLP,  TRS,  &c,  de  ces  triangles,  ayant  leurs  côtés  pa-» 
ralleles  chacun  à  chacun  feront  jégaux  (479  )  ;  &  par  conféquent  tous 
ies  triangles  reâaii^îes  QLP,.TRS,  Ôçc,  feront  femblables  entre 
eux. 

Or,  les  triangles  femblables  font  entré  eux  comme  les  qUarrés  de* 
leurs  côtés  homologues  :  donc  tous  les  triangles  reâangles  QtP, 
TRP,  &c,  qui  couperont  Tonglet,  font  entre  eux  comme  les  quarrés* 
de  leurs  bafes  LP ,  RS ,  &c  ;  ou  romme  les  cercles  que  ces  bafes  dé- 
criroient  erî  tournaiit  autour  du  diamâtre  ACJ  Or ,  tous  ces  cercles 
compoferoient  w\t  fphere  :  donc ,  &c.  C-  Q,  F,  D* 

r 

514.  CpROLLAiRB  I.  De  tous  Ics  trian^lcs  reSangtes  qui  compo-^ 

Jent  un  onglet i  le  plus  &rand c^  le  trlan^rle  ODB  quipajje  par  le  centre 

O  de  la  bafe  du  cylindre  ^&Les  autres  font  égaux  deux  à  deux.  (  figJ 

DEMONSTRATION.  Lcs  çtianglcs  qui  compofcnc  Tonglet,  foné 

Vggïf 


410      ELÉMENS   DE  MATHÉMATIQUES. 

eiirre  eux  comme  Ics.quarrés  àc  leurs  baies  LP ,  RS,  &c.  .Or,  ces 
bafcs  étant  les  élémens  du  demi  cercle  ADC;  la  plus  grande  ellie 
rayon  OD  ;  donc  lé  plus  grand  triangle  eft  le  triangle  ODB,  De 
même  les  bafes  RS  ,  MN  également  éloignées  de  la  bafe  OD,  font 
égales  ;  k  caufe  qu'elles  font  les  moitiés  des  cordes  SV ,.  NE  égalo-^ 
ment  éloignées  du  centre  O  :  donc  les  triangles  RST ,  MNZ  font 
^aux  ;  &c  ainfi  des  autres, 

51^.  Corollaire  IL  Tota  ànglet  de  la  prefniere  efpece ,  ejlégal 
au  produit  de  fort  plus  grand  triangle  OBD  multiplié  par  les  deux  tiers 
du  diamètre  AC  de  fa  bafe^  (  fig,  340.  ) 

Dj^monstration.  Tous  les  triangles  qui  compofetit  un  onglet  de 
la  première  efpece ,  font  entre  eux  comme  les  cercles  que  décriroîent 
leurs  bafès  en  tournant  autour  du  diamètre  AC  de  la  bafe.  Or  ,  ces 
cercles  compofèroient  une  fphere,  &  feroient  par  conféquent  égaux 
au  plus  grand  multiplié  par  les  deux  tiers  du  diamètre  AC  :  donc 
tous  les  triangles  qui  compofent  l'onglet,  font  égaux  au  plus  grand 
triangle  ABD  multiplié  par  les  deux  tiers  du  diamètre  AC. 

516.  Corollaire  IIL  La  hauteur  dun  onglet  de  la  première  ef^ 
nèce  y  ejl  égale  à  la  hauteur  du  plus  grand  trian^^  (  fig.  34a  ) 

•  D^MpNSTRATioN.  Tous  les  triangles  LPQ,  RST,  ODB,  &c, 
iiui  èompofènt  Tonglet, étant  femblabks  ;  leurs  bafes  LP,  RS,  OD  , 
Sec ,  (ont  entre  elles  comme  leurs  hauteurs  PQ,  ST,  DE ,  &c.  Or  > 
Ta  hzCc  OD  du  plus  grand  triangle  ODB  ,  eft  la  piusgmnde  :  donc  ùt 
Itauteur  DB  eft  la  plus  grande  auflî  ;  &  par  conféquent  elle  ed  la  hau-* 
ïeur  de  Tonglet* 

• 

517.  Corollaire  IV.  Les  onglets  de  la  première  ejpece  j  qtd  ont 
leurs  hauteurs  égales  &  Us  bafes  auffî  ^  font  égaux  }  ceux  qui  ont  les 
hauteitrs  inégales  &  les  bafes  égales  ,  fora  entre  eux  comme  leurs  hou- 
ieurs  :  ceux  qui  ont  les  bafes  inégales  &  les  hameurs  égales  ,  font 
entre  eux  comme,  leurs  bafes  ;  &  ceux  qui  ont  les  bafe^  réciproques  aux 

hauteurs  ,  font  égaux. 

«  • 

.  DéMONSTRA.Tiy)N.  I®.  Soient  les  deux  onglets  ABCD,  AECF  (Jl^, 
341  )  ^  dont  les  bafes  font  égales  &  les  hauteurs  aufti.Xes  grands 
triangles  BDO,  EOF,  de  ces  deux  onglets  font  égaux  ;  car  la  bafe 
DQ  eft  égalé  à  la  bafe  OF,  Tune  &  l'autre  étant  rayons  de  cercles 
égaux  :  la  hauteur  DB  eft  égale  k  la  hauteur  F£ ,  par  la  fuppofition. 
Ghr ,  Tun  &  Tautre  onglet  eft  le  produit  de  fon  grand  triangle  multi- 
plié par  les  deux  tiers  du  diamètre  AC ,  qui  eft  ici  le  même  :  donc  les 
deux  onglets  font  égaux,  ,  : 

II**.  Maintenant >  fuppoibns  que  les  deux  onglets  ABCD,tf^c^ 
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(j^.  341.  ),  aient  leurs  baies  ADCjodc,  égales;  6l  leurs  hauteurs 
DB,  Sj  inégales.  Leurs  grands  triangles  ODB ,  o^^,  ayant  leurs 
bafes  OD,  oa^  égales;  à  caufb  qu'elles  K)nt  rayons  de  cercles  égaux, 
font  entre  eux  comme  leurs  hauteurs  BD  ,  bd.  Amfi  les  onglets  étant 
entre  eux  comme  leurs  grands  triangles  multipliés  par  les  deux  tiers 
des  diamètres  AC ,  ^,  de  leurs  ba(ès  qui  font  égaux,  feront  entre  eux 
comme  les  droites  ou  les  hauteurs  BD ,  bd. 

111°.  De  même  fi  les  bafes  ADC,  adc^  font  inégales,  &  les  hau- 
teurs BD,  bd^  égales;  les  grands  triangles  OBD,  obd ,  font  entre 
eux  comme  leurs  bafes  OD ,  od.  Ainfi  les  onglets  étant  entre  eux 
comme  les  grands  triangles  multipliés  par  les  deux  tiers  des  diamètres 
AC ,  ac  y  font  entre  eux  comme  OD  x  7  AC ,  odx-  ac.  Mais  les  deux 
produits  OD  x  AC  ,  odx  ac ,  qui  font  les  moitiés  des  quarrés  des  dia- 
mètres AC  ,  ac  j  lefquelles  moitiés  font  entre  elles  comme  les  quarrés 
de  ces  diamètres,  de  même  que  les  tiers  de  ces  moitiés,  &  les  bafes 
ADC,  adc  ^  font  auflî  entre  elles  comme  les  quarrés  de  ces  diamètres  : 
donc  \qs  onglets  font  entre  eux  comme  leurs  bafes  ADC ,  ode. 

IV**.  Enfin  fi  les  bafes  ADC,  adc ,  font  réciproques  aux  hauteurs 
DB  ,  S;  les  onglets  feront  entre  eux  comme  f  ODxDBxf  AC> 
\odxdby.^aci  ou  comme  ODxDBxAC,o^x^x^.  Or,  les 
bafes  ADÇ,tff&/  font  entre  elles  comme  ODxAC,  odxac^  qui 
font  les  moitiés  de  quarrés  de  leurs  diamètres  :  donc  les  onglets  feront 
itatre  eux  comme  ADC  x  DB ,  adc  x  db.  Mais  par  la  fuppofition , 
iïous  avons  ADC . adc  ::db .  DB  :  donc  en  faifant  le  produit  des  ex- 
trêmes &  celui  des  moyens,  nous  aurons  ADCxCBssa^cx^^; 
&  par  confëquent  les  deux  onglets  font  égaux. 

^18.  Corollaire  V.  Tout  onglet  cylindrique  de  la  première  ef^ 
pece  ^  eji  à  la  fphere  que  fa  bafe  aécriroit  en  tournant  autour  de  Jon 
diamètre  AC  ;  comme  fa  hauteur  ejl  à  la  circonférence  du  ff^and  cer^ 

c/^.(fig.34o.)  ; 

Démonstration.  Si  la  hauteur  DB  du  plus  grand  triangle  OBD , 
eft  égale  à  la  circonférence  du  grand  cercle  de  la  fphere  ;  ce  triangle 
ef^égal  au  cercle  (378)  ;  ainfi  l'onglet  étant  le  produit  de  ce  triangle 
par  les  deux  tiers  du  diamètre ,  &  la  fphere  étant  le  produit  du  grand 
cercle  égal  au  grand  triangle ,  par  les  deux  tiers  du  même  diamètre  ; 
l'onglet  &  la  fphere  feront  égaux.  Mais  fi  la  hauteur  DB  du  plus 
jg^rahd  triangle  OBD ,  efl  plus  ou  moins  grande  que  la  circonférence 
du  grand  cercle  de  la  fphere  ;  ce  grand  triangle  ne  différera  du  trian- 
gle égal  au  grand  cercle  ,que  par  la  hauteur;  &  par  conféquent  il 
fera  au  grand  cercle ,  comme  la  hauteur  DB  à  la  circonférence. 
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Ainfi  rongIet:&  la  fphere  feront  entre  eux ,  comme  la  hauteur  DB 
multipliée  par  les  deux  tiers  de  ACj  efl:  à  la  circonfécence  du  grand 
cercle  multipliée  au fli  par  les  deux  tiers  deAC,  &par  confêqucat^ 
comme  la  hautcr  DBefl  à  la  circonfèrence  du  grand  cercle. 

519.  Corollaire  VI.  Si  un  on^et  de  la  première  efpeee  efieoupi 
par  un  plan  RST  perpendiculaire  fur  la  kafe  APC ,  &fur  le  plan  ifk^ 
ciblé  ABC;  les  parties  coupées  ATSR ,  RSTfiC  ^Jeront  entre  elles 
comme  Us  ftgmens  correfpondans  de  lafphere  VAS ,  VCS.  Oeft  une 
fuite  évidente  du  corollaire  précédent,  ifig^^^/p*  ) 

^  20.  Problème  I.  Un  onglet  cylindrique  de  la  première  efpeee  étant 
coupé  par  un  ou  plusieurs  plans  perpendiculaires  fur  la  vafe  ,  mais 
qui  nejontpas  perpendiculaires  fur  le  plan  incliné;  trouver  la folidité 
des  différentes  portions  de  cet  onglet.  (  fig.  342.  ) 

Solution.  Soit  Tonglet  ABCD  coupé  par  le  plan  HMNR  per- 
pendiculaire fur  la  bafe  ADC,  &  parallèle  au  diamètre  AC.  Ce 
plan  coupe  fur  la  bafe  ADC  ,  une  bafe  ANRC  ;  &  je  dÎ6  que  la^ 
portion  d'onglet  ANHMRC  coupée  par  ce  plan  ^  eft  à  Tonglet, 
comme  le  folide  décrit  par  la  bande  ANRC  en  tournant  autour  da 
diamètre  AC ,  eft  a  la  iphere  décrite  par  la  bafe  ADC,  en  tournant 
autour  de  AC  :  ce  que  )e  prouve  ainfi. 

Le  plan  HMNR  étant  perpendiculaire  fur  là  ba(è  ADC,  eft  piH 
rallele  à  toutes  les  hauteurs  des  triangles  qui  ccmpofènt  Tonglet;  ^ 
caufe  que  ces  hauteurs  font  auffi  perpendiculaires  fur  la  jBéme  bafd 
ADC  :  d'où  il  dut  que  ce  plan  coupe  les  triangles  par  àts  lignes 
parallèles  k  leurs  hauteurs  ;  &  que  les  triangles  quv  coœpofent  k| 
portion  ANHMRC ^  font  femblables  entre  eux  &  auxtri^ngles qui 
compofènt  Fonglet  ;  &c  font  par  conféquenr  comme  les  quarrésde 
de  leurs  bafes  OZ,  ab  y&cc\  c'eft-à-dîre  comme  les  quarrés  des  élé-. 
mens  de  la  bande  ANCR  de  la  bafe  ADC ,  ou  comme  ks  cercles  que 
ces  élémens  décrivent  en  tournant  autour  de  AC.  Ainfi  puifquc 
chaque  triangle  OXZ  de  la  portion  ANHMRC,  eft  k  chaque  trian- 
gle OBD  de  fonglec ,  comme  le  cercle  décrit  par  la  bafe  OZ^  c{^ 
.  au  cercle  décrit  par  la  bafe  OD  \  il  eft  facile  de  conclure  que  toa« 
les  triangles  qui  compolent  la  portion  ANHMRC  ;  c'eft-à-dire  1% 
portion  ANHMRC  i  eft  à  tous  les  triangles  qui  conrpofent  Tonglec 
ou  à  Tonglet)  comme  tous  les  cercles  à^s  élémens  de  la  bando 
ANRC  ou  le  folide  que  cette  bande  décrit  en  tournant  autour  d« 
AC ,  eft  à  tous  les  cercles  des  élémens  de  la  bafe  ADR  de  Tonglet 
ou  à  la  fphere. 

On  prouvera  de  la  même  façon  que  la  portion  ANHMRC  (/^ 
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343)^  coupée  par  un  plan  HNRM  perpendiculaire  à  la  bafe  ADC 
de  l'oi^lec  y  mats  cion  parallèle  au  diamètre  AC ,  cft  à  l'onglet  j 
comme  le  folîde  décrit  par  la  portion  ANRC  de  la  bafe  qui  tourne- 
rok  autour  de  AC  9  e(l  à  la  fpheire  que  la  bafe  ADC  décrîroic 

,  La  portioa  ANHMRC  étant  connue  \  il  eft  clair  que  fi  on  la  re-» 
iraoche  de  Tonglet ,  le  refie  fera  Tautre  portion  NHBMRD» 

y  2ï#CoROiLAiRH  VII.  Touu poTtion MiW^KKQ  d^un  ongla  de  ta 
première  efpece  ABCD,  coupée  par  un  plan  IJJSfKM  perpendiculaire 
Jiir  la  bafe  ADC^Ji  aufoliae  décrit  par  la  portion  ANRC  qui  tour-- 
neroit  autour  du  diamètre  AC  j  comme  la  hauteur  DB  de  [onglet  ;  efl 
à  la  circonférence  du  grand  cercle  de  lafphere..  (  fig.  342 ,  343.  ) 

'  DiSmokstration.  L'ooglet  eH  à  la  fphere  que  fa  bafe  décrit , 
comme  la  hauteur  DB  de  Ton  grand  triangle ,  eft  à  la  circonférence 
du  grand  cercle  de  la  fphere  (^lo)*  Mais  l'onglet  eft  k  la  ff^ere^ 
comme  la  portion  ANHMRC  eft  au  folide  décrit  par  la  porQon 
'ANRC  de  la  baie  ADC  qui  tourneioit  autour  du  diamètre  AC 
(^xo);  &  par  conféquent  la  portion  ANHMCR  eft  à  ce  folide^ 
comme  la  l^auteur  AB  de  i'onglet  eft  à  la  circonféreuce  du  grand 
cercle^ 

5  22.  FroblI^mb  il  Trouver  lafolidité  (tun  onglet  de  la  ftconde 
*^e«.(fig.344.) 

Solution*  I^  Soit  Tonglet  ABCD,  dont  la  bafe  ADC  eft  moior 
.dre  qu*un  demi-cercle.  Il  eft  certain  que  cet  onglet  fera  encore  com* 
|K>ré  d^une  infinité  de  triangles  reâangies  fèmblables,  parallèles  entre 
eux ,  &  perpendiculaires  fur  la  bafe  ADC ,  &  fur  le  plan  incliné 
ABC.  Aînfî  ces  triangles  feront  encore  entre  eux  comme  les  quar- 
rés  de  kurs  baies ,  ou  comme  les  cercles  que  ces  bafes  décriroient  j 
5&:  par  conféquent  Tonglec  eft  au  folide  que  (a  bafe  ADC  décrit  en 
tournant  autour  de  AC  ,  comme  la  hauteur  BD  de  fon  grand  triao- 
le,  eft  k  la  circonférence  du  grand  cercle  du  folide  décrit  par  la  bafe 

O  de  ce  triangle.  Mais  comme  nous  ne  connoifTons  pas  le  folide 
que  décrit  la  bafe  ADC  en  tournant  autour  de  AC,  nous  ne  pou- 
vons pas  non  plus  connoître  L'onglet,  à  moins  que  nom  u'ayions re«- 
cours  à  Iftsini^thode  des  centres  de  gravité  ^  dont  nous  parlerons  dans 
is^fuite;  Or  9  en  attendant ,  voici  comme  on  peut  faire  : 

Je  prçlonge  le  plan  incliné  ABC  jufqu'à  ce  qu'il  coupe  l'axe  LM 

^u  cy^lîodrç  en  un  point  R.  Je  coupe  le  cylindre  &  le  plan  incliné  par 

un  plan  XSVT  qui  paffe  par  le  point  R,  âc  qui  foit  parallèle  à  la 

.bafe  du  cylindre^  &  ce  plan  eft  un  cercle  qui  ofi  coupé  au  centre  par 


g 
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le  plan  incliné  SBT.  Ainfi  Tonglet  SBl'X  eft  un  onglet  de  la  pre- 
mière ejpece  ;  &  par  confëquent  retranchant  de  cet  onglet  la  partie 
SXTCDA,  le  refte  fera  Tonglet  de  la  féconde  efpece  ABCD. 

Je  coupe  l'onglet  SBTXparun  plan  ACZQ  perpendiculaire  fur 
la  bafeSXT;  &  la  portion  ACZQST  eft  au  folide  que  (à  bafe  ZQST 
décriroit  en  tournant  autour  de  ST,  comme  Tonglet  ^TX  eft  à  ia 
fphere  que  fa  bafe  décriroit  (  $20).  Ainfi  je  puis  connoître  la  partie 
ACZQST ,  &  la  retrancher  de  Tonglet  SBTX  ;  ce  qui  me  donnera 
un  refte  QXZCBA.  Retranchant  donc  de  ce  refte,  la  portion  cy- 
lyndrique  QXZCAD  qui  eft  égale  au  produit  de  Ùl  ba(e  QXZ  par* 
fa  hauteur  XD  ;  le  refle  fera  la  folidité  de  Tonglet  ABCD. 

IK  Soit  Tonglet  ABCD  de  la  féconde  efpece  0%^.345  ) ,  dont  là 
bafe  ADC  eft  plus  grande  qu'un  demi-cercle.  Far  le  point  O  où  fon 
plan  incliné  ABC  coupe  Taxe,  je  fai$  pafTer  un  plan  GEHF  parallelo 
à  la  bafe  du  cylindre  ;  &  par  conféquent  j'ai  un  onglet  EBFG  de  la 
première  efpece ,  que  je  puisaifément  connoître  ^  &  il  faut  ajouter 
à  cet  onglet  la  portion  EGFCARDS.  Or,  la  partie  RDSFGÉ  dç 
cette  portion  y  eft  facile  à  connoître ,  puifqu'elle  eft  le  produit  de  fa 
bafe  RDS  multipliée  par  fà  hauteur  DG  :  il  ne  me  refte  donc  plus 
qu'à  trouver  l'autre  partie  REFSCA. 

Four  cela  ^  je  prolonge  le  plan  incliné  jufqu'à  ce  qu'il  coupe  le  côté 
oppofé  du  cylindre  en  N  :  ce  qui  me  donne  un  onglet  renverfe  de 
la  première  efpece  ENFH,  qui  eft  égal  à  l'onglet  EBFG  ;  à  çaufc 
que  les  bafes  de  ces  onglets  lont  égales,  ôc  que  l'indinaifbn  de  leurs 
plans  eft  la  même.  Je  coupe  l'onglet  ENFH ,  par  un  plan  AVTC 
perpendiculaire  fur  la  bafe  ;  &  fa  portion  AVTCFE  peut  fe  con- 
noître aifément  (  j  20  ).  Or,  la  portion  cylindrique  RACSFEVT 
étant  le  produit  de  fa  bafe  RSCA  par  fa  hauteur  RE ,  eft  connue  :  re^ 
tranchant  donc  de  cette  portion ,  la  partie  A  VTCFE ,  le  refte  fera 
la  folidité  de  l'autre  partie  AREFSC  :  ainfi  la  folidité  de  l'ônglec 
ABCD  fera  connue. 

CYLINDRE       TRONQl/É. 

523.  Problêmb  I.  Trouver  la  folidité  d'un  cylindre  ABPDH  , 
tronque  par  un  plan  incliné  DFHB  qui  paffc  par  l'extrémité  B  de  la 
^a/d.(fig  346.) 

Solution.  Je  multiplie  la  bafe  AB  du  cylindre  tronqué,  par  la 
moitié  de  fa  hauteur;  &  le  produit  eft  la  folidité  demandée. 

Car  fi  par  le  pointO  oii  le  plan  incliné  coupe  l'axe  RS ,  je  fais  pafïcr 
un  plan  MDNH  parallèle  k  la  bafe  du  cylindre  ;  ce  plan  fera  un  cercle 
coupé  en  deux  parties  égales  par  le  pian  incliné  qui  paflè  par  fon 

centre* 
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centre.  Ainfi  nous  aurons  deux  onglets  de  la  première  efpece  PDHM , 
DBHN,  qui  feront  égaux  entre  eux;  à  caufe  qu'ils  ont  les  bafes 
égales  ;  &  que  les  plans  inclinés  faifant  des  angles  égaux  fur  les  bafes, 
forment  des  hauteurs  égales  MP,  NB.  C'eft  pourquoi  ajoutant  à 
chacun  de  ces.  onglets,  la  portion  cylindrique  ABDHM  5  nous  aurons 
le  cylindre  AMNB,  égal  au  cylindre  tronqué  ABDPH.  Or,  le  cy- 
lindre AMN]P  a  pour  hauteur  la  droite  AM  qui  eft  la  moitié  de  la 
droite  AP  :  donc,  &c. 

,  ■ 

\  <^i^^.  Problème  II.  Trouver  la  folidité  et  un  cylindre  ABCD,' 
tronqué  par  un  plan  incliné  DC  qui  coupe  les  deux  côtés  DA ,  CB  , 
du  cylindre.  (  fig.  347.) 

Solution.  Je  prends  la  moitié  MX  de  la  différence  DX  de  la  plus 
grande  hauteur  DA  du  cylindre  tronqué,  à  la  moindre  hauteur  CB  : 
j'ajoute:  cefte  différence  à  la  moindre  hauteur  CB  ou  AX ,  ce  qui 
donne  la  droite  AM;  &  multipliant  la  bafe  ÀB  du  cylindre  parAM, 
le  produit  eft  îa  folidité  demandée. 

Car  fi  par  le  point  O  on  le  plan  incliné  coupe  Taxe ,  je  fais  pafler  le 
cercle  MN  qui  fera  coupé  en  deux  également  par  ce  plan;  j'aurai 
deux  onglets  de  la  première  efpece  égaux  PDHM,  PCHN :  &  ajou- 
tant à  chacun  d'eu^  la  partie  commune  ABCHMP ,  j'aurai  le  cy- 
lindre ABNM  égal  aju  cylindre  tronqué  ABCD.  Or,  le  cylindre 
ABNM  a  pour  hauteur  la  droite  AM  ;  donc ,  &c. 

Proposition      CXVII, 

*  ...  _^ 

^x<^.Siun  cercle  ABÇD  tourne,  autour  d!une  tangente  HP  parai" 
lele  à  tun  de  Ces  diamètres  BD  ;  le  folide  quil  aura  décrit  après  fa 
révolution  entière  ,  fera  égal  à  un  cylindre .  qui  a  pour  bafe  le  cercU 
ABCD  ^  .&  pour  hauteur  une  ligne  droite  égale  à  fa  circonférence. 
(fig.  348  &  349.) 

Démonstration.  K  Suppofonsque  le  cercle  ABCD  de  là  figure 
349 ,  foit  égal  au  cercle  ABCD  de  la  figure  348.  Je  conçois  que  le 
diamètre  DB ,  parallèle  à  la  tangente  PH,  foit  coupé  en  une  mfiiiité 
de  parties  égales  ;  &que  de  tous  les  points  foient  menées  des  perpen- 
diculaires à  la  tangente  PH ,  lefquelles  aillent  aboutir  à  la  circonfé- 
rence en  A ,  S ,  &c.  Quand  le  cercU  tournera  autour  de  PH ,  le  dia- 
mètre AC  perpendiculaire  à  la.tangente  PH  décrira  un  cercle:  mais 
•les  autres  élémens  SV,  &c,  du  cercle  ABCD,  décriront  des  cou- 
ix)nnes.  Car  ST  décrira  un  cercle ,  &  fa  partie  VT  en  décrira  un  autre , 
ainfi  ce  que  SV  décrira ,  fera  le  cercle  décrit  par  ST,  moins  le  cercle 
.décrit  par  VT ,  c'eft-k-<lire  une  couronne  ,  &  ainfi  ides  autres  élémens. 
Tome  L  Hhh 
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Enfin  les  extrémités  D ,  B ,  du  diamètre  DB  ,  parallèle  à  la  tangente 
BH ,  décriront  des  circonférences  ;  &  il  eft  clair  que  le  folide  décric 
par  le  cercle  ABCD  autour  de  cette  tangente ,  ne  fera  pas  difFérenc 
de  la  fommedu  cercle  décrit  par  le  diamètre ,  des  couronnes  décrites 
par  les  autres  élémens  ^  &  des  circonférences  décrites  par  les  points 
D,B. 

11°.  Maintenant  fur  Textrémité  A  du  diamètre  AC ,  j'élève  une 
droite  AR  perpendiculaire  fur  le  plan  du  cercle  ABCD;  &  fàifant 
cette  droite  égale  à  la  circonférence  que  le  diamètre  AC  décriroit 
en  tournant  autour  de  FH ,  je  mené  la  droite  RC  :  ce  qui  me  donne 
un  triangle  CAR^  égal  au  cercle  que  le  diamètre  AC  décriroit  autour 
de  PH  (378,)  De  même  fi  fur  Textrêmité  de  la  droite  ST ,  j'élève 
une  droite  SZ,  perpendiculaire  au  cercle  ^  &  par  conféquent  paral- 
lèle à  AR  ;  &  que  je  fafle  SZ  égale  à  la  circonférence  que  ST  dé- 
criroit autour  de  PH ,  le  triangle  TSZ  que  je  formerai  en  menant 
ZTy  fera  égal  au  cercle  décrit  par  ST  autour  de  FH:  &  menant  dans 
ce  triangle  la  droite  VX,  parallèle  k  la  droite  SZ  ;  le*  triangle  TVX,^ 
femblable  au  triangle  TSZ  ,  fera  égal  au  cercle  que  TV  décriroit 
autour  de  PH  :  car  nous  aurons  ST.  SZ  ;  :  TV .  VX.  Mais  SZ  eft  la 
rirconférence  du  rayon  ST  :  donc  VX  fera  la  circonférence  du  rayo» 
TV,  &  par  conféquent  TVX  fera  égal  au  cercle  du  rayon  TV  :  ainfi 
le  trapézoïde  SZXV  fera  égal  à  la  couronne  que  décriroit  SV  en 
tournant  autour  de  FH. 

Fai(ànt  donc  la  même  chofe  à  Tégard  des  autres  éiéiTîens<îu  cercle  , 
ainfi  que  la  figure  le  fait  voir  ;  &  élevant  fur  les  points  D,  B  des  per- 
pendiculaires égales  aux  circonférences  que  ces  points  décriroiënt 
autour  de  FH;  le  triangle  ARC ,  joint  aux  trapézoïdes  faits  fur  les 
élémens  du  cercle  ,&  aux  deux  perpendiculaires  élevées  fur  les  points 
D ,  B,  fera  égal  au  cercle  que  décriroit  AC,  joint  aux  couronnes 
que  les  élémens  décriroiënt ,  &  aux  circonférences  que  décriroiënt 
les  points  D ,  B. 

ÛF.  Or,  le  folide  compofé  par  le  triangle  ARC ,  &  par  les  trapé- 
zoïdes faits  fur  les  élémens  du  cercle  joints  aux  droites  fur  les  points 
D,  B  ,  forme  un  cylindre  tronqué  qui  a  pour  bafe  le  cerclé  ABCD, 
éc  qui  a  pour  hauteur  la  droite  AR  égale  à'  la  circonférence  que 
décriroit  le  diamètre  AC  autour  de  FH.  Car  les  triangles  CAR , 
TSZ  ,  TVX  ,  A:c ,  étant  tous  redkangles  &  femblables  y  les 
angles  qu*ils forment  fur  FHfont  égaux: par, conféquent  leurs hypo- 
thàiufes ,  étant  parallèles  entre  elles ,  forment  un  plan  incliné;  & 
leurs  hauteurs  AR , SZ,  VX ,  &c^ forment  lafurface  d'un  cylindre 
tronqué  par  ce  plan  ;  donc  le  folide  compris  fous  toutes  ces  lignes. 
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«ft  un  cylindre  tronqué  par  un  plan  incliné  qui  paffe  par  rcxtrêmité 
de  (a  bafe. 

IV^.  Suppofant  donc  que  ce  cylindre  foit  repréfenté  par  la  figure 
3^0  ;  fa  folidité  eft  égale  à  fa  baie  multipliée  par  la  moitié  AM  de 
te  hauteur  AR  ($^23).  Mais  AR  étant  la  circonférence  du  diamètre  ; 
ia  moitié  AMeft  la  circonférence  du  rayon  CO  moitié  du  diamètre, 
c'eft-k-dire  la  circonférence  de  la  bafe  :  donc  le  cylindre  tronqué 
ACR ,  &  par  conféquent  le  folide  que  décriroit  la  bafe  AC  autour 
de  PH ,  eu  égal  à  la  bâfe  AC  multipliée  par  fa  circonférence.  C.Q. 

F,  a 

ANNEAU     FERMÉ. 

^26.  DEFINITION.  Lorfqu'un  cercle  ABCD  (  j%.  348)  ,  tourne 
autour  d'une  tangente  PH;le  folide  qu'il  décrit  fe  nomme  anneau 
fermé  :  parce  que  le  vuide  BHCSD  qui  fe  trouve  au  milieu ,  n'eft 
point  percé  à  jour.  La  partie  de  ce  folide  décrite  par  le  demi-cercle 
BCD ,  fe  nomme  partie-  intérieure;  &  la  partie  décrite  par  le  demi- 
cercle  BAD,(e  nomme  partie  extérieure  ;  lé  cercle  ABCD  fe  nomme 
cercle  générateur  de  1  anneau. 

5x7.  Corollaire.  L  Za partie  extérieure ifun  anneau  j  ejl  égalé 
à  la  moitié  du  cylindre  qui  a  pour  bafe  le  cercle  générateur  de  t anneau , 
&  pour  hauteur  la  circonférence^  plus  unefphere  qui  aurait  pour  grand 
cercle  le  cercle  générateur.  (  fig.  350*) 

DEMONSTRATION.  Lc  ccrcle  AC ,  en  tournant  autour  de  PH, 
produit  un  anneau  fermé  égal  au  cylindre  tronqué  ACR;  or,  tous 
les  points  du  diamètre  DB  du  demi-cercle  DCÔ ,  étant  également 
éloignés  de  PH,  produifènt  en  tournant  autour  de  PH  des  circonte- 
rences  toutes  égales  à  la  circonférence  du  rayon  CO,  &  par  conféquent 
à  la  droite  AM  ou  DS  :  élevant  donc  fur  tous  les  points  de  ce  dia- 
mètre ,  des  droites  égales  à  DS ,  &  perpendiculaires  fur  le  cercle  AC; 
elles  formeront  un  reâangle  DSNB ,  &  le  folide  DSNBC  fera  égal 
à  la  partie  intérieure  de  Tanneau  :  donc  le  folide  DABRNS  fera  égal 
à  la  partie  extérieure  de  l'anneau.  Mais  ce  folide  'eft  compofé  de  la 
partie  DABNMS,  égale  à  la  mokié  du  cylindre  AT, quia  pour  bafe 
le  cercle  générateur,  &  pour  hauteur  la  circonférence  de  cette  bafe; 
&  d'un  onglet  SMNR,  qui  a  pour  bafe  le  demi-cerde  SMN  égal  au 
demi-cercle  de  la  bafe  AC ,  &  pour  hauteur  la  droite  MR,  lequel 
onglet  eft  égal  à  la  fpherç  que  décriroit  fa  bafe  en  tournant  autour 
4e  (on  diamètre  (  518)  :  donc  ,  &c. 

Hhhij  ^ 
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5x8.  Corollaire  II.  La  partie  intérieure  d'un  anneau  fermé  efi 
égale  à  la  moitié  du  cylindre  qui  aurait  pour  hafe  le  cercle  générateur , 
&  pour  hauteur  la  circonférence ,  moins  une  fphere  dont  le  grand 
cercle  ferait  le  cercle  générateur,  (fig.  3^0.) 

DEMONSTRATION.  La  partie  intérieure  eft  égale  au  folide  DSN- 
BC ,  c'eft-k-dire  au  demi-cylindre  DCBNTS ,  moins  l'onglet  ren- 
verfé  SNTC  égal  à  l'onglet  SMNR.  Donc ,  &c. 

«529.  Problême  I.  Trouver  le  vuide  BRCSD,  que  laijje  le  cercle 
ABCD  en  tournant  autour  de  fa  tangente  PH^  (fig.  348.  ) 

Solution  Des  extrémités  B ,  D,  du  diamètre  BD  ,  je  mené  les 
droites  BO,  DX ,  perpendiculaires  fur  la  tangente  PH  :  ce  qui  forme 
un  réftangle  BOXD  »  lequel  en  tournant  autour  de  PH ,  produit  un 
cylindre  BRSD;  tandis  que  le  demi-cercle  infcrit  dans  ce  reftangle 
produit  la  partie  intérieure  de  Tanneau.  Retranchant  donc  du  cy- 
lindre BRSD ,  la  partie  intérieure  de  l'anneau  j  le  rcfte  fera  k 
vuide  demandé  BRCSD. 

Remarquez  que  la  moitié  de  ce  vuide,  c^eft-à-dire  lâ  partie  DCS, 
eft  un  cône  curviligne,  dont  le  coté  DC  eft  ua  quart  de  circonfé- 
rence de  cercle  ;  &  que  par  conféquent  on  peut  mefurer  ces  fortes 
de  cônes^  de  mcme  que  les  pyramides  curvilignes  dont  les  arêtes 
font  des  quarts  de  circonférences  qui  tournent  leur  convexité  vers 
Taxe  y  ainfi  qu'on  va  voir  dans  le  problème  fuivant. 

530.  Problème  IL  Trouver  la  folidi té  d^ une  pyramide  AECDK^ 
dont  tes  arêtes  AE,  BE,  &c,yo;zr  des  quarts  de  circonférence  de 
cercle  qui  tournent  leur  convexité  vers  taxe  OE.  (  fig.  351.) 

Solution.  Je  cîrconfcrîs  k  la  bafe  de  la  pyramide ,  un  cercle 
DABC  :  ce  que  je  puis  toujours  faire ,  parce  qu'il  faut  que  les  lignes 
AO,DO,OB,  OC^  menées  des  angles  de  la  bafe  au  centre  Ô, 
fbient  toujours  égales  entre  elles,  &  à  la  hauteur  OE;  (î  l'on  veut 
que  \c%  arêtes  AE,  BE,  foient  des  quarts  de  circonférence  ;  &  je 
conçois  un  cône  qui  auroit  pour  baie  le  cercle  ABCD,  &  dont  le 
côté  fëroit  l'arête  ^AE;  &  ce  cône  m'eft  connu  par  le  problême  pré- 
cédent. 

Je  conçois  auffi  que  le  cône  &  la  pyramide  foient  coupés  par 
une  infinité  de  plans  parallèles  à  leurs  bafes ,  lefquels  plans  feront 
dans  le  cône  des  cercles^  tels  que  le  cercle  LFGH  j  &  dans  la  py-^ 
ramide  ,  des  plans  LFGH  femblables  à  la  bafe,  à  caufe  que  leurs 
côtés  &c  leurs  diagonales  font  parallèles  à  celles  de  la  bafe ,  ce  qui 
fait  que  ces  plans  LFGH,  &c,  font  femblabkmeat  infcritsdans  les 
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cercles  LFGH ,  &c.  Ainli  chaque  plan  LFGH  de  la  pyramide ,  fera 
au  cercle  correfpondanc  LFGH  du  cône  ;  comme  la  bafe  ABCD 
de  la  pyramide ,  eft  au  cercle  ABCD  qui  eft  la  bafe  du  cône  :  &  par 
conféquenc  la  pyramide  eft  au  cône ,  comme  la  bafe  ABCD  eft  au 
cercle  ABCD.  Je  dis  donc  par  règle  de  trois  :  comme  le  cercle 
ABCD  eft  k  la  bafe  ABCD;  ainfi  le  côïié  eft  à  un  quatrième  terme 
qui  fera  la  pyramide  cherchée. 

ANNEAU     O  U  V  E  RT. 

IWfinition.  Si  un  cercle  ABCD  (/%.  35 x)  tourne  autour  d'une 
droite  PH  perpendiculaire  fur  le  diamètre  AC  prolongé  en  O  ,  & 
parallèle  au  diamçtreBD;  le  folide  décrit  après  la  circonvolution  ^ 
fe  nomme  anneau  ouvert  :  parce  qu'il  laifle  autour  de  PH  un  creux 
BCDSQR  percé  à  jour,  La  partie  de  ce  folide  décrite  par  le  demî-r 
cercle  BCD ,  fè  nomme  partie  intérieur^  de  t anneau  ;  &  la  partie 
décrite  par  le  demi-cercle  BAD,  fe  nomme  partie  extérieure  :  le  cer- 
cle ABCD  eft  le  cerclç  générateur. 

Proposition      CXVIII. 

^31,  Lafolidité  d'un  anneau  ouvert  ^  efi  égale  à  un  cylindre  qui 
auroitpour  bdje  le  cercle  générateur  ABCÔ  j  &pour  hauteur  une  ligne 
égale  à  la  circonférence  que  décrit  fori  centre  X  autour  de  PIL  (fig# 

DEMONSTRATION  P.  Je  conçoîs  que  le  cercle  foit  divifé  en  (es 
élémens  parallèles  au  diamètre,  lefquels  foient  prolongés  jufqu'à 
PH.  {Jig.  3^3).  Quand  le  cercle  tournefa,  la  ligne  AO  décrira  un 
cercle  autour  de  PH  ;  &  fà  pajrtie  OC  en  décrira  un  autre  :  &  par 
conféqùent  le  diamètre  AC  décrira  une  couronne  ^  c'eft-à-dire  le 
cercle  du  rayon  AO,  moins  le  cercle  du  rayon  CO.  Par  la  même  raifort 
les  autres  élémens ,  tels  que  S V ,  décriront  auffi  des  couronnes  :  & 
les  extrémités  D ,  B ,  décriront  des  circonférences  ,  lefquelles  jointes 
aux  couronnes  des  élémens,  formeront  enfemble  Fanneau. 

IP.  Je  conçois  que  fur  Textremité  A ,  foit  élevée  une  droite  AR 
perpendiculaire  fur  le  plan  du  cercle  ABCD ,  &  égale  à  la  cir-' 
conférence  que  ce  point  décriroit  autour  de  PH  ;  &:  menant  la 
droite  RO,  le  triangle  ARO  eft  égal  au  cercle  que  la  droite  AO 
décriroit  autour  de  PH,  De  même  élevant  fur  le  point  C,  une 
droite  CL,  perpendiculaire  fur  Je  cercle,  &  égale  à  la  circonfé- 
rence que  décriroit  la  droite  CO;  le  triangle  COL  eft  égal  au  cer- 
cle que  décriroit  CO  ;  &  comme  ce  triangle  eft  femblable  aa 
triangle  AOR,  fon  hypothénufe  LO  eft  une  portion  de  Thypothé- 
nufe  OR"j  ainfr  le  trapézoïde  RAGL  eft  égal  à  la  couronne  quçî 
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décrirolc  AC  :  6c  faifant  la  piême  chofe  fur  les  autres  élémens  SV, 
&c,  on  aura  autant  de  crapézoïdesSZKVy  &Cy  égaux  aux  couronnes 
de  Tanneau  chacun  à  chacune.  Enfin,  élevant  fur  les  extrémités  D  • 
B,  du  diamètre,  des  droites  égales  aux  circonférences  qu'elles  dé* 
criroient;  ces  deux  droites,  jointes  aux  trapézoïdes ,  (èronc  égales  à 
Tanneau. 

m*'.  Or,  toutes  les  hauteurs  de  ces  trapézoïdes  forment  la  furface 
d'un  cylindre  ;  &  les  hypothénufes  RO,  ZT  j  &c,  forment  un  plan 
incliné  qui  coupe  cette  furface ,  &  qui  ne  pafTe  pas  l'extrémité  de  la 
ba(e  ABCD  :  donc  toutes  ces  lignes  renferment  un  cylindre  tronqué 
par  un  plan  incliné  qui  coupe  fes  cotés  oppofës. 

IV^.  Suppofant  donc  que  ce  cylindre  (oit  repréfenté  par  la  figure 
354  ;  fa  folklité  eft  égale  à  fa  ba(e  AC  multipliée  par  la  hauteur  AM 
égale  à  la  moindre  hauteur  AF  j  plus  la  moitié  MF  de  la  différence 
RF  des  hauteurs  RA ,  LC1[  5  24  ).  Mais  AM = XQ  ;  &  à  caufe  des 
triangles  femblables  RAO ,  QXO,  nous  avons  OA.  AR  :;  OX.  XQ  : 
donc  AR  étant  égal  à  la  circonférence  de  AX  j  nous  aurons  XQ 
égal  à  la  circonférence  de  OX  ;  &  par  conféquent  l'anneau  eft  égal 
au  cylindre  qui  a  pour  ba£b  le  cercle  générateur,  &  pour  hauteur 
une  droite  égale  à  la  circonférence  que  (on  centre  X  décriroit  autour 
de  FH.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

^32.  Corollaire  I.  I^a  partie  intérieure  de  t anneau  efl  égale  à 
la  moitié  du  cylindre  AMNEC  égxd  à  t  anneau ,  moins  un  onglet 
SNLE  égal  à  Lç,  fphere  dont  le  grand  cercle  ferçit  le  cercle  génér^eur» 

DÉMONSTRATION.  Tandis  que  le  demi-cercle  BCD  toumeroît  au- 
tour de  PH,  tous  les  points  du  diamètre  DB  étant  également  éloignés 
de  PH  décriroient  des  circonférences  égales  à  la  droite  XQ.  Elevant 
donc  fur  tous  ces  points ,  des  perpendiculaires  égales  à  XQ;  nous  au- 
rons *  le  parallélogramme  D^NB  ;  &  par  conféquent  le  fblidp 
DCBNLS  eft  égal  à  la  partie  intérieure  de  Tanneau.  Or ,  il  manque 
à  ce  folide,  pour  être  égal  au  demi-cylindre  DCBNES,  un  onglet 
NSLE  qui  a  pour  bafe  le  demi-cercle  NES  égal  au  demi-cercle  géi- 
nérateur ,  &  pour  hauteur  la  droite  EL  égale  à  la  moitié  de  la  diiFé 
rence  RF  des  hauteurs  R  A ,  LC.  Mais  R  A  étant  égal  à  la  circonfé 
rence  du  rayon  AO;  &  CL,  égal  à  la  circonférence  du  rayon  CO  j 
la  différence  RF  doit  être  égale  à  la  circonférence  que  décriroit 
le  diamètre  AC  qui  eft  la  différence  des  rayons  AO,  CO  :  donc  la 
tnoitié  MF,eft  égale  k  la  circonférence  de  la  moitié  CX  du  diamptre, 
c'cft-à-dire  à  la  circonférence  ABCD,  &  par  conféquent  Tonglet 
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SNEL,  eft  égal  à  la  fphere  qui  auroit  pour  grand  cercle  j  le  cercle 
générateur  (518).  Donc ,  &c, 

S  33-  Corollaire  IL  La  partie  extérieure  de  Vanneau  ouvert  efi 
égale  à  la  moitié  du  cylindre  AMNEC  oui  auroit  pour  bafe  le  cercle 
générateur  AC ,  plus  un  onglet  SMNR  égal  à  la  fphere  dont  le  grand 
cercle  ferait  le  cercle  générateur  j  (  fig.  354.  ) 

DiMONSTRATiON.  Par  le  cfe^IIaire  précédent,  la  partie  intérieure, 
de  Tanneau,  eft  égale  à  la  partie  cylindrique  DBCNSL  :  donc  puif-, 
que  Panneau  entier  eft  égal  au  cylindre  tronqué  ACLR ,  la  partie 
extérieure  doit  être  égalç  au  refte  DABNSR.  Mais  ce  refte  eft  com- 
jpofé  du  demi-cylindre  DABNSM ,  plus  de  longlet  SMNR  égal  k 
ronglet  SENL.  Donc ,  &c. 

^34.  Problême  L  Trouver  la  folidité  du  vuide  BCDSQR  iCun 
anneau  ouvert ,  (  fig.  352.) 

Solution.  Des  extrémités  D,  B ,  du  diamètre  DB,  parallèle  à  la 
droite  HP  ;  je  mené  les  droites  BF ,  DZ ,  perpendiculaires  fur  HP  : 
ce  qui  forme  un  reftangle  BFZD.  Or,  tandis  que  le  cercle  ABCD 
tourne  autour  de  HP,  ce  reâangle  décrit  un  cylindre  BRSD;  &  le 
demi-cercle  BCD  décrit  la  partie  intérieure  de  l'anneau  :  retranchaftc 
donc  du  cylindre  BRSD^  la  partie  intérieure  ;  le  refte  eft  la  folidité 
du  vuide  BCDSQR. 

Remarquez  que  la  moitié  de  ce  vuide  ,  c'eft-à-dîre  CDSQ ,  forme 
un  cône  tronqué  parallèlement  à  (à  bafe  par  le  cercle  que  CO  décrit^. 
&  dont  le  côté  eft  un  quart  de  circonférence  de  cercle  CD  qui  tourne 
fa  convexité  vers  Taxe  OP  ;  &  que  par  conféquent  on  peut  mefurer 
cts  fortes  de  cônes ,  de  même  que  les  pyramides  tronquées  j  par  un 
plan,  parallèle  k  leurs  bafes ,  &  qui  ont  pour  arêtes  des  quarts  de  cir- 
conférences de  cercle  :  comme  on  va  voir  dans  le  problême  fuivant. 

535.  Problème  H.Trouverlafolidité  d'une  pyramide  ABCDEFHG 
tronquée  par  un  plan.^¥iG  parallèle  à  fa  bafe  ABCD,  &  dont  les- 
arêtes  AF,  BH ,  ôcCyfont  des  quarts  de  circonférence  de  cercles  con^\ 
vexes  du  côté  de  taxe  ,  (  fig.  3  ^  ^ .) 

Solution.  Je  circonfcrîs  un  cercle  autour  de  la  bafe  ABCD,  & 
je  conçois  un  cône  tronqué  qui  ait  pour  côté  le  quart  de  circonfé-* 
rence  de  cercle  AF  :  je  conçois  encore  que  le  cône  &  la  pyramide 
foient  coupés  par  une  infinité  de  plans  parallèles  à  leurs  bafes  qui  fe* 
ront  des  cercles  dans  le  cône ,  &  des  plans  femblables  à  la  bafe  ABCD 
daxis  la  pyramide.  Ainfi  tous  les  cercles  du  cône  feront  entre  eux 
comme  tous  les  plans  de  la  pyramide ,  ou  comme  le  cercle  de  la 
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bafe  du  cône  eft  au  plan  de  la.bafe  de  la  pyramide  :  or,  le  cône  m'eft 
connu  ,  ainfî  qu'on  vient  de  voir  dans  la  remarque  du  corollaire 
précédent,  (534).  Donc  je  n*ai  qu'à  dire;  la  bafe  du  cône  eft  au 
cône ,  comme  la  bafe  de  la  pyramide  eft  à  un  quatrième  terme  qui 
fera  la  pyramide. 

536.  Problêmb  III.  TrouyerlafoliditéiTunfolideà  calotte  ^  c  efi-- 
à'dire  Jtunc  pyramide  dont  les  arêtes  font  des  quarts  de  circonférences 
concaves  du  coté  de  taxe.  (%.  3*)6.  ) 

Solution.  Soit  le  folide  ABCDE ,  qui  a  pour  ba/è  le  parallélo- 
gramme ABCD,  &  dont  les  arêtes  AE^  BE,  &c,  font  des  quarts  de 
circonférences  dont  la  concavité  eft  en  dedans  du  folide.  Je  mené 
les  diagonales  AC ,  BD ,  de  la  bafe  ;  &:  du  point  O,  où  elles  fe  cou- 
pent ,  j'élève  perpendiculairement  fur  la  bafe  la  droite  OE ,  qui  fera 
Taxe  du  folide  :  car  les  droites  AO,  OE,  étant  perpendiculaires 
entre  elles ,  doivent  embrafler  un  quart  de  circonférence  AE  ;  & 
par  la  même  raifon  les  droites  DO,  OE,  doivent  embrafler  un  quart 
d^  circonférence ,  &  ^infi  des  autres. 

Je  conçois  que  le  folide  foit  coupé  par  une  infinité  de  plans  pa- 
rallèles à  la  baie,  tels  que  FGHL  ;  tous  ces  plans  feront  femblables 
entre  eux  &  à  la  bafe  ;  à  caufe  que  leurs  côtés  font  parallèles  chacun 
à  chacun  ,  &  leurs  diagonales  aufli  :  ce  qui  rend  les  angles  égaux 
chacun  à  chacun  (479  )  »  &  par  conféquent  les  triangles  formés  par 
les  diagonales ,  font  femblables.  Ainfi  ces  plans  feront  entre  eux 
comme  les  quarrés  de  leurs  diagonales  FH,  AC ,  ou  de  leurs  demi-* 
diagonales  FR ,  AO  :  mais  ces  demi-diagonales  font  les  élémens  du 
quart  de  cercle  AEO  :  donc  tous  les  plans  font  entre  eux  comme  les 
quarrés ,  ou  comme  les  cercles  décrits  par  les  élémens  FR ,  &c ,  qui 
tourneroicnt  autour  du  rayon  fixe  EO.  Or,  ces  cercles  compofe- 
roient  une  demi-fphere;  &  pour  avoir  la  valeur  de  leur  fbmme,  il 
faut  multiplier  le  plus  grand  par  les  deux  tiers  de  la  hauteur  OE  :  donc 
pour  avoir  le  (blide  ABCD  ,  il  faut  multiplier  le  plus  grand  plari 
ABCD,  par  les  deux  tiers  de  la  hauteur  OE. 

Remarque.  Ce  que  nous  difons  ici  doit  s'entendre  de  toutes  les 
calottes  qui  auroient  pour  bafe  des  polygones  réguliers  ;  de  même 
que  ce  que  nous  avons  dit  ci-deflus  (S30>535)^  touchant  les  py- 
ramides qui  ont  pour  arêtes  des  quarts  de  circonférence  convexes 
vers  Taxe,  doit  s'entendre  de  toutes  les  pyramides  de  cette  nature  qui 
auroient  des  polygones  réguliers  pour  bafe* 

SOUDES 


GÉOMÉTRIE.  LES  SOLIDES.  Leurs  rapports^      435 


SOLIDES     SEMBLABLES. 

^37.  Définition.  Les  folides  qui  font  compofés  d'un  même 

nombre  de  faces  femblables  chacune  à  chacune  ^  font  dits  folides 

femblables. 

Proposition     CXIX. 

^38.  Les  parallélépipèdes^  ou  les  prifmes  ,  ou  les  cylindres  ferru^ 
hlables  ^  font  entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs  hauteurs ,  ou  des  côtés 
homologues  de  leurs  bafes ,  ou  des  circuits  de  ces  bafes  ,  ou  enfin  c^ 
quelques  lignes  femblàhlement  pofees.  (  fig.  3^7.  ) 

DÉMONSTRATION.  Soient  les  deux  parallélépipèdes  femblables  AE» 
ae  :  le  premier  eft  égal  au  produit  de  fabafé  ABCDpar  fa  hauteur  ÂH^ 
&  le  fécond  efl  égal  au  produit  de  fa  bafe  abcd  par'  fa  hauteur  ah  : 
donc  tes  deux  folides  font  entre  eux  comme  ces  produits.  Mais  les 
baies  ABCD,  abcd^  étant  (emblables^  font  entre  elles  comme  les 
quarrés  de  leurs  côtés  homologues  AB  ,  ah  ;  donc  le  premier  fo^ 

lide  eft  au  fécond  ,  comme  le  quarré  AB  multiplié  par  ta  hauteur 

AH ,  efl  au  quarré  ab ,  multiplié  par  la  hauteur  ah.  Mais  à  caufc  que 
les  faces  H ABN ,  habn ,  (ont  femblables  ;  les  hauteurs  AH  ^  ah  ^  font 
entre  clUs  comme  les  côtés  AB  ^  ab  :  donc  le  premier  fplîde  eft  au 

fécond ,  comme  le  quarré  AB  multiplié  par  AB  ^  eft  au  quarré  ab 

multiplié  par  ab;  c'eft-k-dire  comme  le  cube  AB  du  côté  AB  y  eft 

au  cube  ab  du  côté  homologue  ab. 

Maiâ  les  cubes  AB ,  ^  ^  des  côtés  homologues  AB ,  abj  font  en* 
tre  eux  comme  les  cubes,  des  côtés  homologues  AH^  ah  :  donc  les 
ielides  femblabes  AE  ,  ae ,  font  aufTî  comme  les  cubes  de  leur  hau- 
teur. On  prouvera  de  la  même  façon  qu'ils  font  comme  les  cubes  àet 
circuits  de  leurs  bafes  y  &c  ;  à  caufe  que  les  circuits  des  baies  fèm* 
blables  font  entre  eux  comme  leurs  côtés  homologues  ;  &  la  dé- 
monftration  eft  la  même  pour  les  prifmes  femblables ,  &c  pour  les  cy- 
lindres femblables  :  puifque  les  baies  des  cylindres  font  des  polygones 
d'une  infinités  de  côtés.  C.  Q.  F.  D, 

^39.  Corollaire  I.  Les  pyramides  femblables  &  les  cônes  fetfb^ 
blables  ^  font  entre  eux  comme  Us  cubes  de  leurs  hauteurs  ou  de  leurs 
côtés  homologues. 

I^éMOKSTRATiON.  Lcs  pyramides  font  les  tiers  des  prifmes  de 
fnème  hauteur  :danc  fi  les  pyramides  font  femblables ,  leurs  prifmes 
je  ibnc  auffi;  puifque  Içs^ftweurs  ^ÎTeot^re^ntre  elles  comme  les 
JombI,  lii 
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côtés  homologues  des  bafes.  Mais  les  prifnies  femblables  font  comme 
les  cubes  de  leurs  côtés  homologues  :  donc  les  pyramides  reml>lables, 
qui  font  le  tiers  des  prifmes ,  font  aufli  comme  les  cubes  de  leurs 
côtés  homologues.  Et  la  même  chofe  doit  (è  dire  des  cônes  femblablesy 
qui  ne  font  autre  chofe  que  des  pyramides  dont  les  bafes  ont  une 
infinité  de  côtés. 

540.  Corollaire  II.  Toutes  Us  fpheres  font  femblables  ;  &  par 
conjequent  elles  font  entre  elles  ^  comme  les  cubes  de  leurs  diamètres. 

(fig.318.) 

DEMONSTRATION.  La  fphere  ABCD  efl  égale  \  fon  grand  cercle 
AC  multiplié  par  les  deux  tiers  du  diamètre  BD  (  ^  i  o) ;  &  la  fphere 
o^c^eft  égale  au  produit  de  fon  grand  cercle  ac  par  les  deux  tiers  du 
diamètre  bd.  Mais  les  deux  cercles  AC ,  àc ,  étant  femblables ,  font 
1:omme  les  quarrés  de  leurs  diamètres  AC ,  ac  ^  ou  des  diamètres  BD , 

bd:  donc  la  fphere  ABCD,  efl  k la  fphere  abcdi  comme  AC  x-f  AC^ 

«fl  à  tfc  X  7  oc;  ou  comme  AC  efl  a  ^. 

J41.  Corollaire  IIL  Les  onglets  femblables  Jont  entre  eux 
comme  les  cubes  de  leurs  hauteurs  ,  ou  des  diamètres  de  leurs  bafes  ^  &c. 

(fig-  3S9) 

Démonstration.  Si  les  onglets  femblables  ABCE  ^  abce^  font 
àe  la  première  efpece  ;  le  premier  efl  égal  à  fon  grand  triangle  BED 
multiplié  par  -f-  AC  (  ^  1 5  )  ;  &  le  fécond  efl  égal  a  fon  grand  triangle 
bed  multiplié  par  f  ac.  Mais  par  la  fuppofîdon,  les  deux  grands  trian- 

gles  étant  femblables ,  font  entre  eux  corn  mes  les  quarrés  BD  9  hd^ 

de  leurs  bafes  BD  ^  hd  :  donc  les  onglets  font  entre  eux ,  comme  BD 

xf  AC  eflàJ^x  f  ^î  oucommeBD  x  AC eft  îi  W'x tfc. Or^^  BD- 

bd:  :  AC.  ac  :  doncles  deux  onglets  font  entre  eux  comme  BDxBD. 

bdx  hd;  ou  comme  BD.  bd. 

Si  les  onglets  femblables  ABCE,  ahce^  font  de  la  féconde  efpece 
(  fig.  360  )  j  en  forte  que  leurs  bafes  A  BC ,  ahc^  foient  moindres  cha- 
cune qu'un  demi-cercle  ;  ou  pourra  toujours  lès  regarder  comme 
faifantpartie  d*autres  onglets  femblables  delapremîere  efpeccNMRE^ 
)amre ,  qui  auront  pour  bafes  des  demi-cercles  :  &  alors  les  deux  on- 
glets ABCE,  ahccy  feront  entre  eux  comme  les  onglets NMRE, 
îtmre.  Car  les  bafes  ou  fegmens  femblables  ABC,  ahc^  feront  entre 
eux  comme  les  bafes  ou  demi-cercles  NMR ,  nmr  :  &  les  hauteurs 
B£,  be,  comme  les  hauteurs  M£|  me  :  donc  les  onglets  ABCE  >  abce , 
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feront  encre  eux  comme  ME.  me  y  ou  comme  BE.  6e. 

Et  par  un  femblable  raîfonnement  on  prouvera  que  les  onglets 
femblaUcs.  de  la  féconde  efpece  qui  ont  pour  bafes  des  fegmens  plus 
grands  que  le  demi*cercle  y  font  entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs 
hauteurs. 

542.  Corollaire  IV.  En  général  tous  les  folides  femblabUs  ,  de 
quelque  façon  quilsfoient  compojes  ^font  entre  eux  comme  les  cubes  4^ 
leurs  côtes  homologues. 

DÉMONSTRATION.  Si  VoTi  prend  dans  ces  folides  des  points  fem-* 
blablement  po((&  y  &  que  de  tous  les  angles  de  leurs  faces  on  mené 
de  droites  à  ces  points  ;  on  décompofera  les  folides  en  autant  depy-- 
ramides  femblables  entre  elles ,  qui  feront  comme  les  cubes  de  leur» 
côtés  homologues  :  &  par  confëquent  les  folides  compofés  de  ces  py- 
ramides feront  dans  la  même  raifon. 

DU  CHANGEMENT  DES  SOLIDES. 

m 

^43.  De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  efl  aifé  de  voir  qu'on 
peut  changer  une  pyramide  en  un  parallélépipède  ou  en  un  prifmc 
qui  auroit  même  ba(è  y  &  pour  hauteur  le  tiers  de  la  hauteur  de  la 
pyramide  ;  qu'un  prifme  ou  un  parallélépipède  (e  peut  changer  en 
pyramide  ;  qu'une  fphere  peut  é^e  transrormée  en  un  cylindre  ou  en 
un  onglet^  ocçX'eft  pourquoi  je  me  cpntenterai  de  donner  ici  quel- 
ques règles  générales  y  pour  changer  unfolide  en  un  autre  ^  ou  pour 
faire  i^n  folide  égal  à  plufieurs  autres ,  qu  enfin  pour  rendrç  un  folido 
femblable  à  un  autrç. 

544*  Problème  I,  Un  parallélépipède  AB  étant  donné  i  trouver 
un  autre  parallélépipède  qui  luifoit  egal^  &  qui  ait  pour  hauteur  une 
droite  donnée  ae.  (  ng,  3(5 1 .  ) 

Solution.  Puifque  le  parallélépipède  que  je  cherche  doit  être 
égal  au  parallélépipède  AB  ;  fa  hauteur  ae  doit  être  à  la  hauteur  A£  j 
réciproquement  comme  la  bafe  ACHD ,  eft  à  la  bafe  achd  que  je 
cherche  (497  ).  Jç  donne  à  la  bafe  que  je  cherche  la  dimenfion  ad 
égale  à  la  dimenfion  AD  de  la  bafe  ADCH;  &  alors  la  bafe  ABCD 
fera  à  la  bafe  ahcd  cherchée  ^  comme  l'autre  dimenfion  AC,  efl  k 
la  dimenfion  cherchée  ac,  Cefl  pourquoi  je  dirai  :  la  hauteur  oe  efl  à 
la  hauteur  AE^  réciproquement  comme  ACefl  à  un  quatrième  terme, 
lequel  étant  trouvé  par  les  règles  ordinaires ,  fera  la  droite  ac.  Faifane 
donc  un  parallélépipède  fur  la  bafe^^A,  avec  la  hauteur  ae;  le  pa« 
raliélepipede  ab  i^ra  égal  au  parallélépipède  AB. 

$45.  Problêmb  11.  Un  parallélépipède  AB  étant  donné  ;  trouver 
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un  autre  parallélépipède  qui  lui  frit  égal  &  qui  ait  uni  bafe  donnée, 
(fig.3ér.) 

•  • 

Solution.  ^  fa  bafe  donnée  achd  a  une  dinnenfîoa  da^  égale  à 
la  dimenfîon  DA  de  fe  bâfè  DACH  ;  alors  les  deux  bafes  font  entre 
elles  comme  les  dimenfîons  tfc,  AC.  Ccft  pourquoi  je  dis  :  la  bafe 
dach  eft  à  la  bafe  DACH,  c'elt-k-dire  k  dimenfion  ac  t§t\  la'di^ 
incnfîon  AC ,  réciproquement  comme  b  hauteur  AE ,  eft  k  ua 
quatrième  terme ,  lequel  étant  trouvé  par  les  rejjl  es  ordinaires  y  donne 
la  hauteur  ae  que  je  dois  donner  au  parallélépipède >ï^,  qui  fera  égal 
au  parallélépipède  AB. 

Mais  fi  la  bafe  donnée  âj^yr  n'a  pas  une  dimenfion  commune  avec 
fa  bafe  DACH  ;  je  la  change  en  une  autre  dach ,  qui  foit  égaleU  dfqty. 
&  qui  ait  la  dimenfion  da  égale  à  la  dimenfîon  DA ,  en  difant  :  da 
eft  à  /^ ,  réciproquement  comme  dr  eft  à  ^A  :i  après  quoi  j'^acheve  le 
refte  comme  auparavant. 

Remarquez  ijue  p»  le  mot  de  dimenfion  on  doit  toujours  en* 
tendre  une  ligne  perpendiculaire  fur  l'autre  dimenfîon  rcar  on  fçaic 
bien  que  les  dimenhons  des  plans  font  longueur  &  largeur^  &  que 
ces  quantités  doivent  être  perpendiculaires  entre  elles.. 

^^4^.  pRO^t^MB  IIL  Deux  parallélepivedcs  AC^aCj  éuntdon^ 
nés  ;  trouver  un  jxiraUélepipede  qui  Uurjùit  égal.  (  ng.  362,  )- 

Solution.  Je  cherche  k  donner  au  parallélépipède  ac  une  hauteur 
égale  à  la  hauteur  AM  du  parallélépipède  AC  ;  &  pour  cela  je  change: 
d'abord  fa  bafe  an  en  une  autre  pf  qui  ait  la  dimenfîon  dv  égale  ^  lai 
âimenfîon  DA  :  &  le  parallélépipède  pA  j  fait  fur  la  baie  pq  avec  Is 
Kauteur  am ,  eft  égal  au  parallélépipède  ac.  Maintenant^  je  dis;  Is 
hauteur  AM  que  je  veux:  donner  au  parallélépipède  pÀ,  eàà  la  hau- 
teur am  Du'il  Zj  i^ciproquement  comme/r  eft  k  un  quatrième  terme 
RF  r  &  taifant  avec  RF  une  bafe  RT  ,  qui  ait  k  dimenfion  RN 
^=^dpj  le  parallélepipe  RS  fait  fur  la  bafe  RT,  &  avec  la  hauteur  RQ 
ifcsAM^  fera  égal  au  parallélépipède /7Â  ou  ac  ;  ôc  par  conséquent  le 
parallélépipède  AS  fera  égal  aux  deux  parallélépipèdes  donnés.. 

J47.  Corollaire  I.  On  peut  de  la  même  fsçon,  faire  un  pa^ 
mUélepipede  égal  à  plufieurs  autres  ^ou  à  plujieurs  cuves ^ 

54S.  Corollaire  IL  Pour  faire  un  parallélépipède  égal,  à  Ik 
Jbmme  d un  parallélépipède  &  dunprifme^  qui  auroit ,  par  exemple , 
pour  bafe,  un  pent^one;  je  changerois  la  baie  du  prifme  en  trian- 
gle, &  le  triangle  en  reâangle  ;  &  par  conféquent  là  parallélépipède 
qai  aurcxtt  pour  faafè  ce  xeaangle^  &  pour  hauteur  la  hauteur  du 
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]irî(ffle,  ferok  égal  au  çrifmc.  Ceft  pourcfooi  je  n'aurok  plus  qu'à 
fak^  un  féal  paràli^0pipe4ê  è^l  aux  àeùyt  ^  comme  ci-delTus. 
•  On  peut  de  la  même  teiçon  faire  un  paralUlepipcde  égal  à  deux  ou 
plufieurs  pyramides  >  en  changeant  auparavant  les  pyramides  en  pa<- 
rallélepipedes* 

De  même  encore ,  on  peut  faire  une  pyramide  égale  à  plufieurs  py^ 
?a/72z^«  ,  en  changeant  d'abord  toutes  les  pyramides  en  parallélépi- 
pèdes ;  en  faifant  enfuite  un  parallélépipède  égal  k  la  (bmme  des  pa- 
rallélépipèdes ;  puis  en  faifant  une  pyramide  égale  au  parallélepidede 
total  9  c'eft-^a-dire  triplant  la  hauteur  de  ce  parallélépipède.  Car.  utie 
pyramidede  même  bafé  qu'un  parallélépipède  &  qui  a  le  triplé  de  la 
«auteur  ,  eîl  égale  au  parallélépipède. 

Je  laîflé  aux  commençans  lé  plaifir  de  trouver  une  infinité  d'autres 
changemens  qu'on  peut  faire  fur  les  folkles ,  en  fuivant  ce  qui  vienr 
d'être  dit. 

549.  FroBlêmb  IV.  Eo^primr  m  liffitsia  raifon  di  pUifieurs 
folides.  .  ^. 

SotUTïoî*.  Te  change  les  iôlides  donnés  en  autant  de  paraîJélcpï- 
pedes  y  dont  les  bafes  aient  une  dimension  commune  ,  &  qui  aient  Jà 
même  hauteur;  &  alors  tous  ces  parallélepidesfercxit  entre  eux  comme 
}es  dimenfîons  inhales  de  leurs  bafes,  Ceft  pourquoi  ces  dimen* 
fions  exprimeront  le  rapport  des  folides  donnés. 

^^O.  pROBLÊMfi  Vr  Faire  un  cube  quifoit  à  un  autre  Cuie  ,  dans\ 
telle  raifon  que  Von  voudra,  (fig.  363-) 

Solution.  I°.  Suppofé  qu'on  demande  un  cube  doubijs  du  c\&ïS 
ÂB  ;  je  prends  une  droite  AH ,  double  du  <:6té  de  AC  ;  &  enfuite 
deux  moyennes  proportionnelles  entre  AH  &  AC  ;  ce  qsî  fe  fait  par" 
le  moyen  du  compas  de  proportion ,  conune  on  verra,  fur  la  ^n  de  zm 
chapitre  ;  &  le  cube  fait  fur  la  première  des  deox  moyennes  propor-; 
tionnelles ,  eft  double  du  cube  AB  (  ♦  ).  ,        .  i 

Car  nommant  h  la  première  des  deux  moyennnes^  &  cla  féconde; 

nous   avons  ::  AC.  h ,c.  AH  r  donc  AC  ^  ^3  ::  AC  .  AH  (Càlcm 
3x7  ).  Mais  AC  eft  la  moitié  de  AH ,  par  la  conftruâioD  ;  donc  le^ 

cube  AC  ou  AB  efl  la  moitié  du  ciibe  fak  fur  k^  , 


é  ■■    <    Il    II    I  iwfcii— i^i^ 


(*)  LsLfoIution^qae  doime  ici  Tabbé  Deiditr  »  iù  fameux  frohUme  de  laéKplkaiion  ift^  c^ir 
jprralèineqiiJo&fl'aptt  aùçorttifàuitt  m»  la  géoQiétrieél^meAiairey^c'eftfà^dîre  par  i«. 
Uo\  fecôu'rs  de  la  règle  &'du  cotnpas,  eftpliitôi^mc  fiHtf^<'U^fP«0çh4c^fi;pniti<Rie»  c^u'unjB 
^Dhitioa  rigoureiifeaiciit  géomteifue  C^x4>  ^       '  ^  «/ 
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II''.  Si  Ton  demande  un  cube  qui  ne  foit  que  le  tiers  du  cube  AB  j 

)e  prends  le  tiers  AD  du  côté  AC  s  enfuite  deux  moyennes  propor- 

tionneUesm^  n^  encre  AC  &  AD  :  ce  qui  me  donne  ::  AC  .m.n^ 

I 

AD  :  donc  AC  .  ;w3  :  :  AC  .  AD.  Mais  AC  eft  triple  de  AD  :  donc 

le  cube  AC  ou  AB  e{l  triple  du  cube  fait  fur  la  première  moyenne 
proportionnelle  m. 

III''.  Enfin  (i  Ton  demande  un  cube  qui  foit  au  cube  AB  >  comme 
une  ligne  donnée  ^  efl  à  une  ligne  donnée  b;  je  cherche  une  qua-* 
crieme  proportionnelle  x  aux  deux  lignes  données  ^  ^  ^  ^  &  au  côté 
AC  :  ce  qui  me  donne  b .  a  ::  AC  .  x;  ou  x  «  AC  :^.a.b;o\x  AC  • 
X::b,a.  Je  cherche  deux  moyennes  proportionnelles  entre  AC  Scx^ 

&c  j'ai  ::  AC  .m  .n.x  :  donc  AC  .m^  ::  AC  .x  ::  b.  a.;  &  par  con- 
^uent  le  cube  fait  fur  AC  y  c'eft-à-rdire  le  cube  AB  eft  au  cube  fait 
fur  la  première  moyenne  proportionnelle  m  ^  comme  ^  eft  à  a. 

^51.  Problème  VI,  Faire  un  <ubc  égalàunparaUéUpip€4edonné 
AB.(fig.3(J4.) 

*  Solution,  Je  change  la  bafç  AC  du  parallélépipède  en  yn  quatre 
MP  qui  lui  foit  égal  ^  &  multipliant  MF  par  la  hauteur  MQ  égale  \ 
]a  hauteur  AE  du  parallélepipe4e  donné,  j'ai  le  paralléltpipcde  MN 
égal  au  par^lélepipede  AB.  Je  cherche  deux  pioyennçs  proportion-»' 
nelle  m^  n^  çntre  le  côté  MR  du  quarré  MP  ^  îa  hautçur  MQ  ou 
AE;  &  le  cube  fait  fur  la  première  proportionnelle  /^  ^  eft  égal  au  pa- 
rallélépipède MN,  &  par confëquent  au  parallélépipède  AB. 

Car  par  la  conftrudion^^  nous  avons  :  :  MR  ,m.n.  MQ  :  donc 

MR .  m  î  ;  :  MR .  MQ  ;  &  faifant  le  produit  des  extrêmes  &  ce|ui 

de$  moyens  ^^  nous  avpns  MR  x  MQ=  m  l  x  MR  ;  &  divifant  touf 

par  MR ,  nous  aurons  MR  x  MQ  =»  ^^x  3.  Mais  MR  x  MQ  eft  le  pa-* 
parallélépipède  MN  ou  A3  :  donc  ce  parallélépipède  eft  égal  au  cube 
dcmU 

m  • 

Ç  <2.  C0ROLI4AIRB.  On  peut  par  ce  moyen  faire  un  cube  éga/  à 
plujieurs  cubeSy  ou  à  plujîeurs  parallélépipèdes  ^  ouà  plufieurspyra-^ 
^iaesy  ou  à  plujîeurs  figures  de  différente  efpece  :  en  réduifant  d*  abord 
toutes  les  figures  en  un  parallélépipède  égal  k  toutes  les  Ggurcs  ^  & 
enfiiite  à  un  cqbe  égal  à  ce  parallélepipedç, 

jo*  Problème  VIL  Deux  folides  fimblables  AC^  ac,  é;ant 
donnes  ;  trouver  un  autre  folide  PX  qui  foit  égala  lafomntfi  des  dmx^ 
&  qid  leur  foit fêndflable.  {^^.  "^6^!)  . 
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Solution.  Je  cherche  un  cube  aux  deux  folides  donnés  y  &  je  (up- 
pofe  que  la  ligne  s  (bit  le  côté  de  ce  cube  :  je  cherche  auffi  un  cube 
égal  à  l'un  des  folides  donnés ,  par  exemple  ^  au  folide  ac;  &  je  fup- 
pofe  que  le  côté  de  ce  cube  foit  la  droite  r:  enfuite  je  dis  le  côté  r  eft 
au  côté  ad  du  folide  ac,  comme  la  droite  5  eft  à  un  quatrième  terme 
que  je  nomme  FQ ,  &  qui  fera  le  côté  homologue  du  folide  que  je 
cherche.  Te  dis  de  même  le  côté  r  eft  au  côté  am  y  comme  le  côté  s  k 
un  quatrième  terme  que  je  nomme  PR  y  &  qui  (era  un  autre  côté 
homologue  du  (blide  que  je  cherche.  Enfin  je  dis  le  côté  r  eft  à  la 
hauteur  ae  ,  comme  le  côté  5  eft  à  un  quatrième  terme  que  je  nommo 
PT^  &  qui  fera  la  hauteur  du  folide  cherché.  Faifànt  donc  avec  les 
trois  dimenfions  PQ,PR,PT,  le  folide PX;  ce  folide. fera  égal 
aux  deux  donnés  ^  &  leur  (èra  femblable. 

Car I par  la  conftruétion ,  nous  avons  r.  ad::S.  PQ  :  puis  r.am:: 
S.  PR  :  enfin  r  »  ae  ::s.  PT  :  &  multipliant  ces  trois  proportions  les 
unes  par  les  autres  y  c'eft-à-dire  les  antécédens  par  les  antécédens  ^ 
les  confequens  par  les  confëquens  ;  nous  aurons  rKady.am%ae  :  : 
sK  PQxPRxPT.Maîs  r^^adxamxae  :  donc  ^5  «pQxPR 
X  PT, 

Ôr ,  5  '  eft  le  cube  égal  aux  deux  folides  donnés  :  donc  PQ  x  PR  x 
PT  y  ou  le  folide  PX^  eft  aufli  égal  à  ces  deux  folides  ;  &  de  plus ,  il 
leur  eft  femblable;  puifque  fes  dimenfions  PQ^PR,  PT,  font  fem- 
blables  aux  dimenfions  du  petit  folide  ac. 

Je  laifTe  grand  nombre  d'autres  problèmes  fur  cette  matière  ,  qui 
peuvent  fe  réfoudre  aifément  en  luivant  les  principes  que  je  viens 
d'établir. 

DES   SURFACES  DES   SOLIDES. 

<<;54.  Dans  les  folides  qui  ont  une  ou  deux  bafes ,  tels  que  font  les 
pyramides  y  Içs  cônes  y  les  demi-fpheres  y  les  parallélépipèdes  y  les 
prifines ,  les  cylindres  y  &c  ^  on  entend  par  le  mot  àcfurface^  la  va- 
leur des  plans  montans  ou  des  côtés  courbes  qui  montent  y  fans  y 
comprendre  les  bafes  ;  Se  quand  on  veut  que  les  bafes  foient  com-^ 
prifes  y  on  fe  fert  du  mot  de furface  totale. 

pROPosiTiour    CXX. 

^^^»  La  furface  J^ un  parallélépipède  droit  y  d!unprifme  droit  ^  ou, 
d*un  cylindre  droit  ^  ejt  égale  au  circuit  de  fa  baje  multiplié  par  la 
hauteur  du  folide.  (fig.  3^1.) 

DiÉMON  STR  ATiON.Soit  le  parallélépipède  AB  :  fa  furface  n'eft  autre 
chofe  que  la  fomme  des  quatre  reâangles  montans  compris  entre  fes 
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d^yx  b^s.  Or ,  ces  fôâ^qgks  (bnç  chaçua  le  produic  de  fa  bafe  par 
Ca  iMuteuf  ;  &  la  h^titoar:eft  la  même  dkns  chacun  d'etfx.:  donc  csj^ 
quatre  reftanglçs  font  le  produic  de  leurs  quatre  bafes  A.C ,  CH ,  HD, 
I) A  9  par  la  hauteur  AE  ;  c'eft-à-dire  le  produic  fiu  i^irpuip  pu  con^» 
(our  ACHD  ^  par  h  hauceur  AE. 

On  démontrera  1^  même  chofe  pour  Jes  priftnes  droics ,  &  pour  Ie$ 
cylindres  droi|t$.  Car  les  bafes  des  cylindres  étanc  4es  polygones  d'une 
infinité  de  côté$  ;  leurs  furfaces  ^  lorfqu'ils  font  droits  ^  ne  font  autre 
«hofe  (qu'une  infinité  de  reâangles  c^iii  ont  tous  pQur  hauteur  la  hauv 
ftçur  du  cylindre.  C.  Q.  F.  D. 

f^^6.  CoROiLAiRE I. Pour  mefurer lafurface  d'un paraUéUpipede^ 
incliné  AC\  U  fautnécejpiircment  nzefurcr  à  part  les  plans  montons^ 
(fig.366.)  ... 

DiéivroNSTRATioir.  Car  quoi  qu'il  puifTe  arriver  que  !çs  deux  face? 
AEFD^  &  fa  parallèle  BHCO ,  foient  encore  des  rèâangles  ;  ccpen-r 
dant  la  face  ABHE|  &  fa  parallèle  DOCF  feront  toujours  des  paral- 
Jélogrammes  ,  dont  les  côtés  feront  inclinés  :  de  façon  que  la  face 
ÀBfiE  ne  fera  pas  le  produit  de  fa  bafe  ÀÇ  par  la  longueur  AE  ;  a\| 
lieu  que  la  face  AEFD  fera  ég^e  à  fa  bafe  AD  mujitipliée  par  la  lpn<^ 
jgjicurAE. 

La  même  chofe  doit  fe  dire  de  toiis  les  prifmjes  inclinés. 

557.  Corollaire  II.  La  même  difficulté  fubfijie pour  les  cy^ 
lindres  inclinés  ;  ilftmble  cependant  quon  puiffe  aijement  les  mefurep 
en  cette  façon.  (fîg«3.67.)  ' 

Soit  le  cylindre  incliné  ABCD.  Te  le  coupe  par  un  plan  EB  per- 
pendiculaire entre  les  cotés  AD  ^  BC,  &  qui  pafTe  par  l'extrémité  B 
fde  la  bafe  inférieure  AB  :  je  conçois  que  le  cylindre' foît  prolongé  du 
côté  de  D^  &  je  le  coupe  par  on  autre  pian  FC  parallèle  au  plan  EB  : 
ce  qui  me  donne  un  cylindre  droit  EBCF  égal  au  cylindre  incliné 
ABDC  Car  Ja  partie  cylindrique  AB]E ,  étant  égale  a  la  partie  cylin- 
drique DGF;  fi  Ion  ajoute  de  part  &:  d'autre  la  partie  commune 
EBCD ,  on  aura  ABCD  =  EBCF-  Multipliant  donc  la  circonférence 
de  la  bafe  EB  du  cylindre  droit  EBCF,  par  le  côté  BC;  le  produit  fer^ 
la  furfacc  du  cylindre  droit  EBÇF,  &  par  çonféquent  du  cylindre 
incliné  ABCD!  Mais  la  queftion  conlilte  à  trouver  le  circuit  de  la 
bafe  EB  :  car  cette  bafe  n^eft  plus  un  cercle  comme  la  bafe  A©  9 
mais  une  ellipfe,  comme,nous  ferons  voir  dans  Ja  fuite.  Ceft  pourqiioi 
le  plus  court  eft  de  mefurer  avec  un  fil  le  contour  de  la  bjàfç  £B, 

P  R  a  p  K)  s  I  T  I  O  N     C  X  X  1. 

5^5^;  ±ajurfatcde  touupytamidt  drçifc  &  fhnt la kafi^Jlmpo^ 

fygonc 
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ly&one  régulier  y  ejl  égale  au  contour  de  fa  bafe  multipliée  var  la  moi^ 
ziciTiihe  droite  menée  du  fommet^  perpendiculairement  Jur  le  coté  014 
fur  la  bafe  dePune  des  faces.  (  fig.  308.  jf 

DiMONSTRATiOK.  Soit  la  pyramide  quarrée  &  droite  ABCD  : 
ia  furface  efl  compofëe  de  quatre  triangles  (emblables  &  égaux,  & 
par  conféqueHt  elle  eft  égale  à  quatre  fois  le  triangle  AÈB.  Or ,  ce; 
triangle  eft  égal  à  fa  ba(e  AB  multipliée  par  la  moitié  de  la  hauteur 
FE  :  donc  la  furface  de  la  pyramide  eft  égale  à  quatre  fois  la  bafe 
AB,  ou  au  circuit  ABCDj  multiplié  par  la  moitié  de  AE.  Ce  qu'il 
falloit  démontrer. 

^(?9.  Remarq^ue.  Si  on  coupoit  la  pyramide  par  un  plan  MNOQ 
parallèle  à  la  bafe ,  &  qui  coupât  les  quatre  arêtes  chacune  en  dewô 
également  ;  le  contour  MNOQ  feroit  égal  à  la  moitié  du  contour 
ABCD  de  la  bafe.  (  %•  3<î8.  ) 

Car  les  triangles  femblablcs  EAB ,  ÉMN,  don  nent  EA  •  EM  :  :  AB  * 
MN.  Mais  par  la  conftrudion ,  nous  avons  EM  =7  EA  :  donc  MN> 
c=  T  AB  ;  &  ainfi  des  autres  faces.  Or ,  comme  le  produit  du  contour 
ABCD  par  la  moitié  de  EF  j  eft  la  même  chofe  que  le  produit  de  la 
moitié  du  contour  ABCD  par  la  droite  EF  toute  entière  ;  il  s'enfuie 
que  la  furface  de  toute  piramide  droite  &  régulière ,  eft  égale  au  pro-^ 
duit  du  contour  moyen  pris  entre  le  fommet  &  la  bafe  à  égale  dif^ 
lance ,  multiplié  par  la  droite  EF. 

^70.  Corollaire  I.  La  furface  de  tout  cône  droit  ABC ,  efi 
égale  au  produit  de  la  circonférence  AB  de  fa  bafe  ^  multipliée  par  la 
moitié  du  côte  CB  \  ou  à  la  circonférence  moyenne  MN  y  multipuéepar 
/e  c^reCB.  (fig.  3^9.) 


Démonstration.  Car  tout  cône  r^ulier  eft  une  pyramide  régu- 
lière d'une  infinité  de  côtés  ;  &  la  droite  menée  du  fommet  C  fur 
la  bafe  infiniment  petite  de  Tun  des  triangles  qui  compofent  les  faces^ 
n'eft  pas  différente  du  côté  CB;  Donc  j  &c. 


571.  CoROLLAiRB  IL  Pour  nufurer  les  furfaces  des  vyri 
droites  qui  ne  font  pas  régulières  ^  &  des  pyramides  inclinées  dont  les 
hafes  font  réffdieres  ou  irrégulieres  ;  il  faut  néccflairement  mefurer 
chaque  face  des  triangles  à  part ,  à  caufe  qu'ils  n'ont  pas  tous  la 
même  hauteur.  De-Ià  vient  c^dn  nàpas  encore  trouvé  la  manière  de 
mefurer  la  furface  d'un  cône  incliné  AÉC.  (  fig.  370.  ) 

Quelques  auteurs  donnent  pour  règle  ,  de  multiplier  la  cîrconfé-^ 
rence  de  la  bafe  AB,  par  la  moitié  du  côté  CD  moyen  entre  le  plus 
grand  côté  AC  &  le  moindre  BC  :  ce  qui  n'efl  fondé  fur  aucune 
Tome  L  Kkk 
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preuve  géométrique ,  &  ne  peut  faire  tout  au  plus  qu'uhe  approxi* 
mation. 

Proposition      CXXII. 

J72.  Lafurface  it une  pyramide  droite  &  régulière  tronmiée  paral- 
lèlement à  fa  bafe  ,  e(l  égale  à  lafomme  des  circuits  ABGÔ,  HGFE , 
de  les  hafesj  multipliée  par  la  moitié  de  la  ligne  droite  'RS  perpendi^ 
cuîaire  entre  les  deux  côtés  parallèles  AB ,  HG  de  tune  de  fes  faces 
ABGH  :  ou  bien  cette  furf ace  efi  égale  au  circuit  MNOQ  qui  coupe  les 
arêtes  AH ,  GB ,  &c,  chacune  en  deux  également  ^  multiplié  par  la 
^w/re  Ri.  (fig.371.) 

DÉMONSTRATION.  La  pyramide  étant  droite  &  régulicrc ',  fa  fur- 
face  tronquée  efl  compofée  d'autant  de  trapézoïdes  égaux ,  que  la 
bafe  a  de  côtés  ;  cw ,  le  trapézoïde  ABGH  eft  égal  à  la  fomme  de  fes 
deux  côtés  parallèles  AB,  HG,  multipliée  par  la  moitié  de  fa  hauteur 
RS  ;  ou  à  la  droite  MN  qui  coupe  fes  deux  côtés  non  parallèles  en 
deux  également,  multipliée  par  la  hauteur  RS  (386  )  :  donc  la  furface 
de  la  pyramide  tronquée  eft  égale  k  autant  de  fois  l'un  ou  l'autre  de 
ces  produits,  que  la  bafe  a  de  côtés  ;  c*eft-k-dire,  dans  cette  figure,  à 
quatre  fois  l'un  ou  l'autre  produit.  Or ,  4  fois  les  côtés  AB>HG, 
xorment  les  deux  circuits  ABCD ,  HGFE  j  &  quatre  fois  MN  forme 
le  circuit  MNOQ.  Donc,  &c. 

573.  Corollaire  I.  Lafurface  d'un  cône  droit  tronqué  parallèle* 
ment  à  fa  bafe  ^  eft  égale  aux  circonférences  de  fes  deux  bafes  AB  , 
DC ,  multipliées  par  la,  moitié  du  côté  CB  \  ou  à  la  circonférence 
moyenne  EF  qui  coupe  les  côtés  DA,  CB  ,  chacun  en  deux  également  ^ 
multipliée  par  le  côté  CB.  (fig.  372.  ) 

Cela  eft  évident  :  k  caufe  qu  un  cône  droit  tronqué  parallèlement  k 
fk  bafe,  eft  une  pyramide  droite  régulière ,  d'une  infinité  de  côtés,  & 
tronquée  parallèlement  à  fa  bafe. 

^74.  Corollaire  II.  Lafurface  d'une  pyramide  droite  irriguliere 
tronquée  parallèlement  à  fa  bafe  ,  ne  peutfe  mefurer  qu' en  prenant  cha- 
que face  à  part  ;  &  il  faut  dire  la  même  choie  des  pyramides  incli- 
nées tronquées  ,  k  caufe  que  leurs  faces  font  toutes  différentes. 

Proposition     CXXII  I. 

^75.  Si  ton  injcrit  dans  un  demi-cercle  ACDF,  un  polygone  ré- 
gulier ABCDEF  dont  deux  de  fes  côtés  AB  ,EE  ^fi  terminent  fur 
Us  extrémités  A^'P^  du  diamètre  AF  ;  &  que  ronfaffe  tourner  ce  po- 
lygone autour  du  diamètre  fixe  AFj  lafurface  que  les  côtés  AB,  BC , 
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CD,  &c,  de  ce  polygone  décriront  ^  fera  égale  à  la  circonférence  qu'- 
auroit  pour  rayon  i  apothème  OR  multipliée  par  le  diamètre  AF- 

<%-373-) 

Démonstration.  II  eft  vîfible  que  les  côtés  AB ,  EF ,  décriront 
des  furfaces  de  cônes  :  que  les  côtés  BC ,  DE,  qui  ne  font  pas  paral- 
lèles à  Taxe  îSc  qui  ne  le  touchent  point ,  décriront  des  furfaces  de 
cônes  tronqués  parallèlement  k  leurs  bafes  ;  tR  que  s'il  fe  trouve  un 
côté  CD  parallèle  au  diamètre ,  ce  côté  décrira  une  furface  de  cy- 
lindre. Je  mené  de  tous  les  angles,  des  droites  BH ^  CM ,  DT  ,  EV, 
perpendiculaires  fur  le  diamètre  :  &  fi  je  démontre  que  la  furface  de 
cône  que  décrit  AB ,  eft  égale  à  la  droite  AH  comprifc  entre  le  point 
A  &  la  perpendiculaire  BH,  multipliée  par  l'a  circonférence  dont  lé 
rayon  eft  Tapothême  OR  ;  que  la  furface  de  cône  tronqué  que  décrit 
BCj  eft  égale  à  la  droite  HM  comprife  entre  les  deux  perpendiculaires 
BH,  CM,  multipliée  paria  même  circonférence,  &  ainfi  de  fuite  ; 
l'aurai  démontré  auflî  que  la  fommc  de  toutes  les  furfaces ,  eft  égale 
a  la  fomme  des  parties  AH,  HM ^  MT  ^  &c ,  du  diamètre  AF  ;  c'eft- 
à-dire  au  diamètre  AF  multiplié  par  la  circonférence  dont  lé  rayon 
feroit  Tapothême  OR;  &  que  par  conféguent  la  furface  totale  décrite 
par  les  côtés  du  polygone ,  eft  égale  à  la  furface  d'un  cylindre  qui 
auroit  pour  bafe  le  cerclé  dont  le  rayon  ferait  OR ,  &  pour  hauteur 
le  diamètre  AF.  Pour  en  venir  donc  à  la  démonftration  y 
^  I^.  La  furface  de  cône  ^  décrite  par  le  côté  AB ,  eft  égale  à  la  cir- 
conférence de  fa  bafe  ou  à  la  circonférence  que  la  perpendiculaire 
BH  décriroit  autour  du  diamètre  AF  multipliée  par  la  moitié  du  côté 
AB  (  y 70)  :  ou  bien  en  coupant  AB  en  deux  également  en  R,  la 
furface  du  cône  eft  égale  k  la  circonférence  que  décriroit  la  droite 
RS  perpendiculaire  fur  AF  multipliée  par  le  côté  AB.  Or ,  Fapo- 
thême  OR  étant  perpendiculaire  fur  AB ,  les  triangles  reâangles 
SOR,  RAS,  font  femblables;  &  à  caufe  des  parallèles  RS,  BH,' 
les  triangles  refbngles  RAS ,  BAH  font  auflî  femblables  :  donc  le 
triangle  SOR  eft  femblable  au  triangle  BAH  ;  &  par  çonféquent  BA . 
AH  :  :  RO  .  RS  :  &  au  lieu  des  deux  derniers  termes  RO ,  RS ,  met- 
tant les  circonférences  dont  ils  feroient  les.rayons ,  lefquellcs  circon- 
férences font  entre  elles  comme  leurs  rayons  ;  &  nommant  ces  cir- 
conférences (  RO ,  (RS  ;  nous  aurons  BA  .  AH  :  :  (  RO  .  (  RS  :  & 
Faifant  le  produit  des  extrêmes ,  &  celui  des  moyens  ,  nous  aurons» 
B  A  X  (  RS  =  AH  X  (  RO  ;  c'eft-à-dire  ^  la  droite  AH  mulripliée  par  la 
circonférence  de  Tapothême  RO ,  eft  égale  à  la  droite  AB  multipliée 
par  la  circonférence  du  rayon  RS  ,  ou  à  la  furface  conique  que  dé- 
criroit AB.  iri  1   '• 

Jv  R  K  ij 
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II''.  Pour  démontrer  la  même  chofè  à  l'égard  des  furfaces  de  coné 
tronqué  que  décriroîenc  les  droitçs  BC  ^  DE  y  &c  >  qui  ne  font  pomt 
parallèles  au  diamètre  AF ,  &  qui  n'y  aboutiiTent  point  ;  je  divife  DE. 
en  deux  également  en  P  :  &  menant  au  centre  la  droite  PO  ^  cette 
droite  efl  encore  t^apothéme  du  polygone.  Du  point  E  >  je  mené  Eh 
jparalîele  au  diamètre;  &  du  point  F ,  ta  droite  FX  perpendiculaire  fur 
le  même  diamètre.  Le  triatigle  reâangle  OFX,  eft  (emblable  au  trian-^ 
gle  mFriy  lequel  efl:  femblable  au  triangle  ;2 PE ;  &  celui-ci  eft  fem«^ 
Dlàbk  au  triangle  LED  :  donc  les  triangles  OPX^  IDE,  étant  fèm- 
Wabks  ;  nous  avons  DE .  LE  ou  TV  :  :  OP .  PX:  &  au  lieu  de  OP^ 
PX,.  mettstfit  les  circonférences  dont  elles  feroient  rayons ,  Se  quet 
nous  nommerons  (OP ,  (PX  ;,  nous  aurons  DE  ..TV  ::  (OF  •  (FX^; 
tfoù rontire  DEx(PX«TVx(OF.  M^s  DEx(FX,  eft  la  fur* 
lace  de  oftne  tronqué  que  décriroit  DE,  en  tournant  autour  de  AF 
(573):  donc  cette  fur&ce  efl  égale  à  la  partie  TV  du  diamètre 
multipliée  par  la  circonférence  dont  le  rayon  fèroit  égal  à  rapochême 
OF ,  ou  OR  f  &  atnfi  des  autres.. 

m^.  Quant  à  làjurfacc  cylindrique  ^  que  décriroit  Te  côté  CD  pa* 
sallele  au  diamètre  \  il  efl  clair  qu'elle  feroit  égale  à  la  droite  CD  ott 
MT  muldpl»ée  par  la  circonférence  dont  le  rayon  feroit  l'apochême 
OZ ,  ou  OR.  Donc ,  &cX.Q.  F.  D. 

57é..CoKOLi.AUEtB..  Si  Ton  fa^c  donc  un  cyfindre  abmny  dont  2a? 
bafe  ah  (bit  le  cercle  qui  auroit  pour  rayon  Tapothême  RO  ,*  4c  diont: 
la  hauteur  bnk  fbit  ^le  au  diamètre  AF^  Li  fiafâce  de  ce  cylindre 
fera  égale  à  la  fwfice  que  décriroit  lefolygone  <n  tournant  autour 
4&  AF.  rfig,  273.  > 

De  pins  ^chaque  fùrface  particulière  décrite  par  l'un  dés  côtés  ,  tet 
que  BCj/era  égale  à  lafurface  de  la  portion  du  cylindre  qui  auroitpour 
(au^ur  la  partie  HM,  du  diametsre  correfpondancc  au  côté  BC,  ôêl 

"*  des  autres. 


F  It  O  F  O  ^  I  T  t  O  HT     C  X  X  I  V., 

J77V  Lafarface  (tune  Jf  hère  ABCD  efi  égale  à  la  ^r face  du  cy^ 
Unire  circonfcrit  ^GH.  (  fig.  3.74.  ); 

DEMONSTRATION.  lia  fphcrc  ABCD  efl  décrite  par  là  circonvo/u-r 
tîon  du  demi*-ceKle  DAB  autouc  du  diamètre  BD.  Or ,  ce  demi^ 
cercle  pouvant  être  regardé  comme  un  polygone  d'tine  infinité  dtt: 
côtés  ;  la  fiirfàce  de  la  fphere  ne  dîfiere  point  de  k  fomme  des  fur- 
fecesque  les  côtés  infiniment  petits  du  polygone  décriifÈnt  en  tour-- 
xumt  autour  de  BDr  &  comme  là.  fomme  <le  ce&  fiarfaceseft  égale  ài 
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k  circonférence  qui  aurdit  pour  rayon  Tapothême  du  polygone,  multi- 
cipliée  par  le  diamètre  BD  (  ^75);  il  s'enfuit  que  la  wface  de  la 
fphere  eô  égale  à  ce  produit.  Mais  l'apothème  d'un  polygone  d'une 
infinité  de  côtés ,  ne  diiïere  pas  du  rayon  O  A  du  demi-cercle  :  donc 
k  fùrface  de  la  fphere  eft  égale  a  la  circonférence  du  rayon  OA  mul- 
tiplié parle  diamètre  BD,  de  par  confêquent  elle  eftégaile  à  kfurface 
du  cylindre  circonfcrit  EFGlii.  Ce  qu'il  falloir  démontrer.. 

578.C0ROLLAIR*  I.  Lajurface  iunjtffntnt  MBN  d^Jphreefi 
igale  à  Utfurface  de  la  portion  T VGH  au  cylindre  circonfcrit  ^  la^ 
é[uelU  a  la  hauteur  TH  égale  à  la  hauuur  XB  du  fegment.(ûg.  374;  )r 

DiêMONSTRATiOTT.  Les  côtés  infiniment  petits  du  polygone  côm^ 
pris  entre  le  point  B  &  k  perpendicukire  MX ,  décrivent  des  furi&ce» 
égales  aux  furfaces  des  portion^  cylindriques  qui  ont  pour  hauteur  Ici 
parties  du  diamètre  correfpondances  à  ces  cotés  i$7^)T  donc  toute» 
ces  furies  font  enfemble  égales  à  k  furface  cylindrique  qui  a^pur 
hauteur  k  partie  BX  du  diamètre,  cocrefpondante  à  la  fomme  âj» 
côtés- 


^rface 


<79v  Corollaire  IH  La  fùrface  d!me  :pne  AMSC ejf  égale  â 
jace  AGVT  dô  la  portion  cylindrique  qui  a  pour  hauteur  la  hau^ 
IteurOX.  de  ht  :pne.  Ce  qui  fe  démontre  de  la  même  façon ,  &  ain£ 
des  autres  parties  de  la  fumce  de  la  fphere«  (Jig.  374.) 

^8o;  Corollaires  IIL  Lafùrface  dtau  fphere  efi quadruple  de fw 
grand  cercle  ACl 

DjSmoi^str  ATiON.  La  furface  dé  k  fphere  eff  égale  à  celle  du  cy- 
£ndre  circonfcrit  EFGH  ;  ôc  celle-ci  eft  égale  à  k  circonférence  EF 
bu  AC  du  ^rand  cercle ,  multipliée  par  le  diametrev  Or ,  le  grand 
cercle  AC  eft  égal  à  fa  circonférence  multipliée  par  la  moitié  du  rayott 
ou  le  quart  du  diamètre  (378  )  :  donc  la  furface  de  la  fphere  eft  à  foQ» 
grand  cercle^  comme  la  circonférence  du  grand  cercle  multiplier 
par  le  diamètre  ^  eft  à  la  même  circonférence  multipliée  par  le  quartii^ 
du  diamètre;  &  par  confêquent^  conune  le  diamètre  eft  à  (on  quarr^ 
eu  comme  4  eft  à  i. 

581.  Remarque.  Pour  trouver  lûjblidité  d'uru  fphere-^  iM  fera' 
attendlon  qo^unc  fphere  peut  êcre  conudérée  comme  étant  compofée; 
d-une  infinité  d&  pyramides  dont  les  bafes  infiniment  petites^i  font 
fiir  k' furface  de  k  fphere  ^  &  dont  les  fommetsfont  au  centre  de  la 
ll|>here.  D'où  il  fuit  que  toutes  ces  pyramides  ayant  la  même  hauteur^, 
^eft^«-dice  le  rayon  d^  kiphece  ;;,  leurf  ibmme  fera^égale.  à^k  fonmli: 


l 
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de  leurs  bafes ,  ou  à  la  furface  de  la  fphere  multipliée  par  le  tiers  du 
rayon.  Cela  pofé ,  il  eft  facile  de  mefurer  la  folidité  de  telle  partie  que 
Ton  voudra  de  la  (phere  (fîg,  374  )  : 

Par  exemple ,  pour  mefurer  lefeSeur  MBNO ,  je  multiplie  la  fur- 
face  MBN  qui  eft  la  bafe  de  toures  les  pyramides  que  ce  feâeur  con- 
tient ,  par  le  tiers  du  rayon  BO  ;  Se  le  produit  eft  la  folidité  cherchée. 

De  même,  pour  mefurer  le  fegment  Jhhérique  MBN,  je  mefure  le 
feâcur ,  &c  j'en  retranche  le  cône  MON. 

De  même  encore,  pour  mefurer  la  :^one  fpkérique  AMNC ,  j*cri 
retranche  le  cône  MON  ;  &  le  refte  eft  la  fomme  des  pyramides 
ui  auroient  leurs  fommets  en  O  ,  &  dont  lés  bafes  feroicnt  fur  la  fur- 
kce  de  la  zone.  Te  multiplie  donc  la  furface  de  la  zone  ^  par  le  tiers 
du  rayon;  &  j'ajoute  au  produit  le  cône  MON  :  ce  qui  me  donne  la 
folidité  de  la  zone ,  &  ainfî  des  autres. 

Proposition    CXXV. 

• 

<82.  La  furface  {tun  onglet  A&CE  efià  la  furface  de  la  fphere  que 
fa  bafe  ABC  décriroit  en  tournant  autour  du  diamètre  AC ,  comme  la 
plus  grande  hauteur  EB  de  F  onglet  j  ejl  à  la  circonférence  du  jgrand 
cercle  de  lafphere^  (  fig.  375 .  ) 

DEMONSTRATION.  1°.  Suppofonsque  V  onglet  folt  égal  à  la  fphere: 
la  plus  grande  hauteur  EB  fera  donc  égale  à  la  circonférence  du 
grand  cercle  (  $  i8  ).  Or ,  la  furface  de  cet  onglet  eft  compofée  d'une 
infinité  de  droites  élevées  perpendiculairement  fur  tous  les  points  de 
la  circonférence  ABC  de  la  bafe  ^  &  égales  chacunç  à  chacune  aux 
circonférences  que  tous  les  points  de  ABC  décriroient  en  tournant 
autour  de  AC  :  car  par-tout  oîi  l'on  vopdra  couper  Fonglet  par  un 
plan  HPL  parallèle  au  grand  triangle  EBO ,  on  aura  HP  .PL  ::  EB  . 
BO.  Mais  EB  èft  la  circonférence  du  rayon  BO  :  donc  HP  fera  aulfi 
la  circonférence  du  rayon  PL ,  &  ainfi  des  autres.  Or ,  toutes  les  cir- 
conférences décrites  par  tous  les  points  de  la  circonférence  CBA  , 
qui  tourneroient  autour  de C A,  forment  la  furfacie  de  la  fphere  :  donc 
la  furface  de  Tonglet  eft  égale  à  celle  de  la  fphere. 

II**.  Que  fi  r  onglet  efl  moindre  ou  plus  grand  que  la  fphere;  la  plus 
jrande  hauteur  EB  fera  auffi  moindre  ou  plus  grande  que  la  circon- 
rérence  du  grand  cerclé;  &  par  conféqucnt  HP  fera  auffi  moindre 
iou  plus  grand  que  la  circonférence  du  rayon  PL,  &  ainfi  des  autres. 
D'où  il  luit  que  la  furface  de.ronglet'fcra  moindre  ou  plus  grande 
que  la  furface  de  la  fphere,  félon  que  EB  fera  moindre  ou  plus 
grande  que  la  circonférence  du  grand  cercle  ;:  ^  que  par  coh^ 
féquent  la  furface  de  l'onglet  fera  à  celle /de  te  fpkwe^  comme  la 
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hauteur  EB  eft  k  la  circonférence  du  grand  cercle.  C.  Q.  F.  D. 

^83.  Corollaire  L  Si  ton  coupe  un  onglet  de  la  première  efvece 
par  un  plan  HPL  parallèle  à  fon  grand  triangle  ;  la  furface  de  la 
portion  HPLC  coupée  par  ce  plan  ^  ejl  à  la  furface  que  fa  bafe  PCL 
décrirait  en  tournant  autour  au  diamètre  5  comme  la  hauteur  £B  de 
r onglet  ^eflàla  circonférence  du  grand  cercle.  C^eft  une  fuite  évi- 
dente de  cette  propofition. 

f 

584.  Corollaire  II.  La  furface  d!un  onglet  de  la  première  efpece 
ABCD ,  efl  égale  à  un  reSangle  qui  auroit  pour  baje  le  diamètre  AC  ^ 
&  pour  hauteur  une  droite  égale  à  la  plus  grande  hauteur  EB  deton-^ 
g/^r.  (fig.  375.) 

DÉMONSTRATION  1°.  Si  tongUt  efl  éealà  lafphere  ;  fa  furface  eft 
auin  égale  à  celle  de  la  fphere.  Or ,  la  (urface  de  la  fphere  eft  égale 
à  celle  du  cylindre  circonfcrit;  &  celle-ci  eft  égale  à  la  circonférence 
du  grand  cercle  multipliée  par  le  diamètre  CA  :  fi  Ton  prend  donc 
une  Kgne  droite  CT  égale  à  la  circonférence  du  grand  cercle ,  p« 
égale  à  la  hauteur  EB  de  l'onglet;  le  reâangle  fait  lous  CT  &c  le  diar 
mètre  AC^  fera  égal  à  la  furJtace  du  cylindre^  ou^e  la  fphere  ^  ou  de 
Tonglet. 

11^.  Que  Jî  r  onglet  efl  moindre  ou  plus  grand  que  la  fphere  ;  fa 
furface  fera  à  celle  de  la  fphere,  ou  au  reétangle  AT,  comme  Ja  hau- 
teur EB  eft  à  la  circonférence  du  grand  cercle ,  ou  à  la  droite  CT; 
Prenant  donc  une  ligne  moindre  ou  plus  grande  que  CT ,  &  faifant 
avec  cette  ligne  &  avec  le  diamètre  AC  un  reâiangle  AX;  ce  rec- 
tangle fera  égal  à  la  furface  de  l'onglet  :  puifque  le  reâangle  AX 
fera  au  reâangle  AT,  comme  la  hauteur  BE  eft  à  la  circonférence 
du  grand  cercle  égale  à  AT. 

585.  Corollaire  III.  La  furface  des  ongUts  de  la  féconde  efpece 
fe  trouvera  aifément,  en  obfervant  ce  que  nous  avons  dit  touchant 
Jeur  folidité.  Par  exemple,  {^fig^  344.  ) 

\^.  Pour  trouver  la  furface  de  f  onglet  ADCB  de  la  féconde  efpece  y 
qui  fait  partie  de  Tonglet  SXTB  de  la  première  efpece;  je  vois  qu'il, 
feùt  retrancher  de  la  furface  de  loriglet  SXTB,  i^  la  furface  de 
Tefpece  de  prifme  triangulaire  QSACZT  ;  x®.  la  furfoce  de  la  por- 
tion cylindrique  QXZCAD.  Or,  en  fuppofant  que  Ponglec  foit 
égal  ^  la  fphere  que  fa  bafe  décriroit,  fa  furface  feroit  égale  à  la 
furface  de  cette  fphere  :  &  la  furface  de  Tefpcce  de  prifme  QS  ACZTj 
eft  égale  à  la  furface  des  deux  fcgmens  fphériques  QS{ ,  ZTy  :  en- 
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fin ,  la  furface  de  la  portion  cylindrique  QXZCAD ,  eft  égale  à  la 
circonférence  QXZ  multipiiée  par  la  hauteur  XD.  Or,  tout  cela  eft 
facile  à  connokre  :  donc  il  eft  facile  auili  de  connoître  la  furface  de 
I  Wlet  DACB, 

IK  Qnejironglet  SXTB  n  eft  pas  égal  à  Ufphtre  ;  fa  furface  fcni 
toujours  à  celle  de  la  fphere,  comme  la  hauteur  BX  à  la  circonfé- 
rence du  grand  cercle  ;  éc  la  furface  de  Tefpece  de  prifme  QSACTZ 
fera  a  la  furface  de  deux  fegmens  fphériques  QS{,  ZT^^  auffi  comme 
la  hautdir  BX  à  la  circonférence  du  grand  cercle.  Âinfî  la  furikce 
de  Tonelet  ADCB  fera  facile  à  connoître. 

Il  eft  aifé  de  connoître  auffi  la  furface  de  l'onglet  ADCB  (ftg. 
345  ),  dont  la  bafe  eft  plus  grande  qu'ua  demi-cercle,  en  obfervanc 
ce  qui  a  été  dit  touchant  fa  folidité. 

585.  Remarque  I.  Ceft  auffi  en  fàirant  actentîon  à  ce  qui  a 
été  dit  touchant  la  folidité  des  anneaux  ouverts  ou  fermés ,  qu'on 
trouvera: 

•!•.  Que  la  furface  d'un  anneau  fermé  (Jîg.  348)  fait  par  la  cir- 
convolution d'un  cercle  ABCD  qui  tourne  autour  d'une  tangente 
immobile  HP ,  eft  égale  à  la  furface  d'un  cylindre  AMTC  (Jîg.  350  ) 
qui  auHMt  {xair  bafe  le  cercle  générateur  de  l'anneau ,  &  pour  hau- 
teur DS  la  circonférence  de  ce  cercle. 

II".  Que  la  furface  de  la  partie  extérieure  de  l'anneau  fermé ,  eft 
égale  à  la  furface  du  demi-cylindre  DABMNS  (Jig.  3^0  ) ,  plus  la 
forface  de  l'onglet  SMNR  égale  à  la  furface  de  ia  fphere  qui  auroit 
pour  grand  cercle  le  cercle  générateur. 

in*.  Que  la  furface  de  la  partie  intérieure  du  même  anneau  eft 
égale  à  la  furface  du  demi-cylindre  DCBNTS,  moins  la  furface  de 
l'onglet  NTSC  égal  à  l'onglet  SMNR. 

IV°.  Enfin ,  que  la  furfecc  du  vuide  BRCSD  (fg.  348  )  eft  la 
même  que  celle  de  la  partie  intérieure  de  l'anneau  ,  &  que  par  con- 
féquent  la  moitié  de  cette  furfece  eft  égale  à  la  furface  du  cône  DCS 
qui  a  pour  côté  le  quart  de  circonférence  DC  du  cercle  générateur. 

^87.  Remarque  II.  On  trouvera  de  même,  &  d'après  les  mêmes 
principes , 

I".  Que  la  furface  d'un  anneau  ouvert  {fig.  35x)  ^t  par  la  civ 
convolution  d'un  cercle  ABCD  qui  tourne  autour  d'une  ligne  exté- 
rieure immobile  HP,  eft  égale  à  la  furfece  d'un  cylindre  ACEM 
0%*354)  qwa  pour  bafe  le  cercle  gàiérateur  ^  &po-dr  hauteur  la 
droite  XQ  égale  à  la  circonférence  que  le  ceûtre  X  du  cercle  généra- 
teur décrit  autour  de  HP, 

II«. 
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11^.  Que  la  furface  de  la  partie  extérieure  du  même  anneau  eu 
égale  à  la  furface  du  demi-cylinde  DABNS,  plus  la  furface  d*un 
onglet  SMNR  égal  à  une  (phere  qui  auroit  pour  grand  cercle  le 
cercle  générateur, 

IIF.  Que  la  furface  de  la  partie  intérieure  eft  égale  k  la  furface 
du  demi-cylindre  DCBNES,  moins  la  furface  de  TongletNESL  égal 
à  l'onglet  SMNR. 

IV^  Enfin,  que  la  furface  du  vuide  BCDSQRCy^.^^ji.)  eft  égale 
à  la  furface  de  la  partie  intérieure  de  Tanneau  ;  &  que  par  conféquent 
la  moitié  de  cette  furface  eft  égale  à  celle  d*un  cône  tronqué  CDSQ 
qui  auroit  pour  arête  le  quart  CD  de  la  circonférence  du  cercle  gé- 
nérateur. 

588.  Remarque  IILOn  a  vu  comment  on  peut  trouver  la  foli- 
dite  d^une  pyramide  ABCDE,  dont  les  arêtes  font  des  quarts  de 
cercles  convexes  du  côté  de  Taxe  AO  :  il  n*eft  pas  auffi  aifé  de  trouver 
la  furface  de  cette  même  pyramide.  (  fig.  351.) 

Comme  il  n'eft  pas  moins  important  de  détruire  ou  de  prévenir 
une  erreur,  que  d'établir  une  vérité;  nous  allons  montrer  comment 
on  peut  s'égarer  en  cherchant  la  furface  d'une  telle  pyramide ,  ou  en 
cherchant  à  réfoudre  par  la  géométrie  élémentaire ,  ce  problème  ; 
trouver  la  furface  d'une  pyramide  ABCDE,  dont  les  arêtes  font  des 
quarts  de  cercles  convexes  du  côté  de  Paxe. 

F.  Fausse  Solution.  Pour  trouver  cette  furface ,  pourroît-oft 
dire  ;  je  circonfcris  autour  de  la  bafe,  une  circonférence  de  cercle 
ABCD;  &  je  conçois  un  cône  qui  ait  ce  cercle  pour  bafe^  &  pour 
côté  Tarète  AE.  La  furface  de  ce  cône  ne  fera  autre  chofe  que  là 
femme  des  circonférences  que  tous  les  points  du  quart  de  cercle 
AE.,  décrîroient  en  tournant  autour  de  l'axe  EO;  &  la  furface  de 
la  pyramide  n'eft  auffi  autre  chofe  qu'une  fomme  de  circuits ,  tels 
que  FGHL  femblables  au  circuit  de  la  bafe  ABCD  ^  &  qui  feroient 
infcrits  femblablement  dans  les  circonférences  corref pondantes. 
Ainfi  chaque  circuit  FGHL  eft  a  la  circonférence  correfpondantc  y 
comme  le  circuit  ABCD  de  la  bafe  de  la-pyramide,  eft  à  la  cir- 
conférence ABCD  de  la  bafe  du  c^e.  Donc  comme  la  circonfé- 
rence ABCD  de  la  bafe  du  cône ,  eft  au  circuit  ABCD  de  la  bafe 
'de  la  pyramide  j  ainfi  la  fomme  des  circonférences  qui  compofent 
la  furface,  c'eft-à-dire  la  furface  du  cône ,  eft  a  la  fomme  des  cir- 
cuits qui  compofent  la  furface  de  la  pyramide,  ou  à  la  fiirfâcê  de  la 
pyramide.  Or ,  la  circonférence  ABCD ,  ^  Je  drcriit  ABCD  font 
Tome  L  LU 
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connus  ;  &  la  furface  du  cône  efl  auili  connue  :  donc  on  connoitra  ai*' 
fément  la  furface  de  la  pyramide. 

II^  ViCB  DE  CETTE  SOLUTION.  Lc  raifonnemcnt  par  lequel  on 
jfemble  réfoudre  le  problême ,  eft  un  raifonnemenc  totalement  vi- 
cieux, dont  il  ed  facile  de  faire  fentir  la  faufTeté,  en  l'appliquant 
à  un  exemple  qui  ait  pour  objet  deux  furfaces  dont  le  rapport  e(l 
connu  ^  &  où  il  mènera  à  une  erreur  manifefte. 

Par  un  raifbnnement  tout  femblable,  on  concluroit  que  la  fur* 
face  d'une  pyramide  droite  &  quadrangulaire  feroit  à  celle  du  cône 
circonfcrit ,  comme  le  contour  du  quarré  infcrit  h  la  bafe  du  cône , 
eft  à  la  circonférence  de  cette  bafe.  Car  dans  chaque  feftion  de  Tun 
&  de  l'autre  corps,  on  trouve  dans  le  cône,  un  cercle  ;  Se  dans  la 
pyramide,  un  quarré  infcrit.  Cette  conclufîon  eft  cependant  très- 
faufle  :  car  la  furface  de  la  pyramide  eft  le  demi-produit  du  contour 
du  quarré ,  par  la  perpendiculaire  menée  du  fbmmet  de  la  pyramide 
fur  le  quarré  ;  &  la  lurface  du  cône  eft  le  demi-produit  de  la  cir- 
conférence de  la  bafe ,  par  le  côté  du  cône  ;  côté  égal  à  l'arête  de  la 
pyramide  infcrite ,  &  plus  grand  que  la  perpendiculaire  menée  fur  la 
bafe  de  cette  pyramide. 

D'ailleurs  fi  la  folution  dont  nous  attaquons  le  vice,  étoit va- 
lide ;  rien  ne  feroit  fi  aifé  que  de  arouver  la  furface  d'un  cône  obli- 
que. Car  infcrivant  dans  le  cône  une  pyramide  quadrangulaire  ,  on 
trouveroit  que  la  furface  de  cette  pyramide  feroit  k  celle  du  cône  ^ 
comme  le  contour  du  quarré  infcrit ,  un  cercle  3  eft  à  la  circonfé- 
rence de  ce  cercle  :  ce  qui  eft  cependant  totalement  faux. 

Le  raifbnnement  dont  on  vient  de  montrer  le  vice,  conduit  évi- 
demment à  Terreur  dans  la  furface  de  la  pyramide  plane  :  donc  il 
mené  ou  il  peut  mener  également  à  l'erreur  dans  la  furface  de  la 
pyramide  ABCDE  :  donc  ce  raifonnemcnt  eft  vicieux  &  antigéo- 
métrique. 

IIF.  La  vraie  folution  d'un  tel  problème,  ou  une  méthode  propre 
à  faire  trouver  géométriquement  la  furface  de  la  pyramide  ABCDE, 
ne  fauroit  trouver  ici  fa  place  :  parce  qu'elle  fuppofe  néccffaircment 
&  la  connoifTance  des  ferions  coniques,  &c  quelques  autres  con- 
noiftances  d'un  genre  encore  plus  relevé. 

J?E  QUELQUES  USAGES  DU  COMPAS  DE  VROPORTIOK^ 
NÉCESSAIRES  POUR  UINTELLIGENCE  DE  CE  QUI  A  ÊTÈ 
DIT  DANS  LE  COURS  DE  CE  UFRE. 

$89.  Tout  le  monde  fait  que  le  compas  de  proportion  eft  com^ 
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pofé  de  deux  lames  de  cuivre  ou  d'argent ,  qui  tournent  autour 
d'une  charnière  qui  eft  à  leur  extrémité  ;  &c  que  du  centre  de  cette 
charnière  on  a  mené  de  part  &  d'autre  f  des  lignes  fur  les  deux  lamqs 
qui  ont  difFérens  noms.  Je  n'entreprends  pas  d'expliquer  ici  tous  les 
ufàges  de  ces  difFérentes  lignes  :  cela  a  été  fait  par  M.  Ozanam,  dans 
un  petit  traité  intitulé  :  VJage  du  compas  de  proportion ,  qui  fe  vend 
à  Paris  chez  Jombert,  fils  aîné,  libraire.  Ainfi  )e  me  contenterai  de 
parler  de  la  manière  de  trouver  deux  moyennes  proportionnelles 
entre  deux  lignes  données  ;  &  de  la  façon  d'infcrire  dans  un  cercle ,  un 
polygone  qui  n'excède  pas  douze  côtés. 

La  ligne  des  parties  égales  eft  ainfi  nommée ,  parce  qu'elle  eft 
divifôe  en  un  certain  nombre  de  petites  parties  toutes  égales,,  &  par 
conféquent  elle  peut  fervir  d'échelle. 

La  ligne  desjolides  a  été  formée-de  cette  forte.  On  a  fait  64  fo- 
lides  (êmblables ,  ou  64  cubes  qui  étoient  entre  eux  comme  les 
nombres  naturels  1,1,3,4,  ^,  &c,  jufqu'à  64;  &  Ton  a  porté 
les  côtés  de  ces  cubes  fiir  la  ligne  des  folides  de  part  &  d'autre ,  en 
commençant  toujours  depuis  le  centre  de  la  charnière  :  de  forte ,  par 
exemple ,  qu'en  prenant  la  longueur  depuis  le  centre  de  la  charnière 
jufqu'au  nombre  i;;,  &  la  longuenr  depuis  la  charnière jufqu'au 
nombre  marqué  20  ;  ces  deux  longueurs  expriment  les  côtés  de  deux 
folides  (emblables,  ou  de  deux  cubes,  qui  feroient  entre  eux  comme 
1 5  à  xo. 

La  ligne  des  polygones  a  été  formée  aînfi.  On  a  décrit  un  cercle 
dans  lequel  on  a  infcrit  les  polygones  réguliers  depuis  le  triangle 
jufqu'au  dodécaeone  ;  &  l'on  a  porté  les  côtés  de  ces  polygones  fur 
la  ligne  des  polieones ,  à  commencer  toujours  depuis  le  centre  de 
la  charnière:  de  raçon  que  la  longueur  prife ^  par  exemple^  depuis  le 
centre  jufqu'au  nombre  marqué  ^  ;  la  longueur  prife  depuis  le  centra 
jufqu'au  nombre  marqué  7 ,  expriment  les  côtés  du  pentagone  &  de 
l'eptagone,  infcrits  dans  le  même  cercle.  Cela  pofé, 

590  Problêmb  L  Trouver  deux  moyennes  proportionnelles  entre 
deux  lignes  droites  données  a  ,  b.  (  fig.  yj6.  ) 

Solution,  Je  prends  avec  le  compas  ordinaire  la  grandeur  de  la 
ligne  a,  &  je  la  porte  fur  l'une  des  lignes  des  parties  égales,  mettant 
Tune  des  pointes  fur  le  centre  de  la  charnière ,  &  laiffant  tomber 
l'autre  fur  cette  liçne;  pour  favoir  combien  la  ligne  a  contient  de 
parties  égales.  Je  fais  la  même  chofe  à  Tégard  de  la  ligne  b  ,  &  trou- 
vant ,  par  exemple,  que  la  ligne  a  contient  30  parties,  &  que  la  ligne 
t  en  contient  17  ;  ces  deux  lignes  font  donc  entre  elles  comme  30 
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cft  à  17.  Je  prends  encore  la  grandeur  de  la  ligne  a  avec  le  compas 
ordiriaîre ,  &  j^ouvre  le  compas  de  proportion  repréfenré  ici  par' 
Panglc  BAC ,  jufqu'à  ce  que  Tune  des  pointes  du  compas  ordinaire^ 
étant  mife  fur  Tun  des  points  30  de  la  ligne  des  folides,  l'autre 
pointe  tombe  fur  Tautre  point  30  :  cela  fait ,  &  le  compas  de  pro- 
portion reftant  ainfi  ouvert,  je  prends  la  diftance  des  points  17, 17 
>de  la  ligne  des  folides  ;  &  cette  diftance  eft  la  première  des  deux 
ihoyennes  proportionnelles  m ,  n  cherchées.  Or,  celle-ci  étant  trou- 
vée, il  n'jr  aplus  qu'à  prendre  une  moyenne  proportionnelle  /2,  entre 
m&iby  pour  avoir  la ieconde. 

On  comprendra  la  raifon  de  ceci ,  fi  l'on  ^it  attention  que  \ts 
quatre  lignes  a^m^n^  b  étant  en  proportion  continue  ;  on  doit  avoir 
a^  y  m^  :  :  a.  b  ::  30. 17  :  ainfi  les  lignes  a,  m  doivent  être  entre  elles 
comme  les  côtés  de  deux  cubes  ou  de  deux  folides  femblables  ,  qui. 
feroient  entre  eux  comme  30  eft  à  17.  Or ,  les  lignes  a ,  m  font  égales 
par  la  conftruâion ,  aux  diftances  30, 30  ;  &  17,  17  :  &  à  caufe  des 
triangles  femblables  30  A  30 ,  &  17  A 17,  nous  avons  30,  30  .  17  . 
17 1:30,  A.  17,  A:  àovïQa.m  ::  jo,  A;  17,  A.Mais  30, A, &  17, 
A  font  les  côtés  de  deux  folides  femblables  ou  de  deux  cubes ,  qui 
font  entre  eux  comme  30  à  17  ;  donc  les  cobes  à^  a  m  font  aufli 
comme  30  eft  à  17;  &  par  conféquent  m  eft  la  première  des  deux 
moyennes  proportionnelles  cherchées. 

•^91.  Froblêmb  II.  Un  cercle  ABCD  étant  donné;  trouver  le  côté 
ïTun  polygone  régulier  qu  on  veut  lui  infcrire.  (fîg.  377.) 

Solution.  Je  prends  avec  le  compas  ordinaire  la  grandeur  OH 
du  rayon  du  cercle  donné  :  j'ouvre  le  compas  de  proportbn  y  jufqu'k 
ce  que  la  pointe  du  compas  ordinaire  étant  mife  fur  Tun  des  points 
6  de  la  ligne  des  polygones,  l'autre  pointe  tombe  fur  l'autre  point  6. 
Cela  fait,  &  le  compas  de  proportion  reftant  ainfi  ouvert,  fi  Ton 
demande  le  côté  du  pentagone  qu'il  faut  infcrire  dans  le  cercle  don- 
né ;  je  prends  avec  le  compas  ordinaire ,  la  diftance  ^ ,  5  des  points 
5 ,  y  de  la  ligne  des  polygones ^  &  cette  diftance  eft  le  côté  demandé. 
AB.  Car,  par  la  conffaaiâion ,  le  rayon  OH  &  la  ligne  AB  font  entre 
eux  comme  les  diftances  6,  6;  &  5  ^  «5  :  or,  à  caufe  des  triangles 
femblables  6R6 ,  ^R^;  on  a  ^,  ^.  ^,  5  ::éR-  5R;  donc  OH. 
AB  ;;  6R,  5  R  ;  c'eft-à-dire  le  rayon  OH  du  cercle  donné  eft  à  la 
corde  AB,  comme  le  côté  6R  de  Texagone  infcrit  dans  le  cercle 
qui  a  fervi  k  ladivifion  de  la  ligne  des  polygones,  eft  au  côté  5R 
du  pentagone  infcrit  dans  le  même  cercle.  Mais  le  côté  6Rde  l'exago- 
rie  eft  égal  au  rayon  du  cercle  dans  lequel  Texagone  eft  infcrit  :  donc 
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nous  avons  lé  rayon  OH  du  cercle  donné,  eftà  facorde  AB, 
comme  le  rayon  du  cercle  qui  a  fervi  pour  la  ccnftru<3:ion  de  la  ligne 
des  polygones  j  eftà  la  corde  R«j  de  ce  cercle.  Mais  la  corde  R^  eft 
le  côté  du  pentagone  infcrit  dans  le  cercle  qui  a  fervi  a  conftruire  la 
ligne  des  polygones  :  donc  le  côté  AB  doit  être  le  côté  du  penta- 
gone infcrit  dans  le  cercle  donné, 

^92.  Remarque.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  ce  chapitre 
touchant  les  folides  &  leurs  furiaces ,  fait  affez  entrevoir  que  nous 
audons  encore  beaucoup  de  choies  à  dire  fur  cette  matière.  Mais 
comme  les  méthodes  particulières  dont  il  faudroit  fe  fervir^  feroienc 
trop  longues  &  trop  embarraflàntcs;  je  renvoie  ce  fujet  ^u  livre 
fuivant ,  où  je  donnerai  des  méthodes  générales  &  faciles  pour  trou^ 
ver  la  folidité  &  la  furface  ^une  infkiité  de  foNdes. 


■  r^r 


CHAPITRE      XI  I. 

DU  TOJSÊ  pE  LA  MAÇONNERIE  ,   ET  SU  TOISÊ  DES  SOIS. 

$93.jLiA  mefuredoht on (e ïert  pôur/mefûrer  les  longueurs,  eft 
une  longueur  nommée  toifè  ou  toîfi  courante  ,  que  l'on  divîfe 
en  fix  parties  égales  nomméts pieds.  Chaque  pied  fe  divîfe  en  douze 
parties  égales  nommées  pouces  :  chaque  pouce  contient  douze  par- 
ties égales  nommées  lignes;  &  chaque  ligne  fe  divi(e  encore  èii 
douze  parties  égales  nommées  points ,  qui  fottt  dçs  grandeurs  ex- 
trêmement petites  qu'on  néglige  ordinairement  dans  la  pratique. 
Aîtifi  la  toile  courante  contenant  fix  pieds ,  &  chaque  pied  douze 
pouces;  il  eft  clair  que  chaque  toifè  courante  contient  G  ibis  12  où 
72  pouces  :  de  même  chaque  pouce  contenant  12  lignes ,  la  toife 
courante  doit  contenir  72  fois  12 ,  ou  864  lignes. 

<94.  La  toife  quarrée  eft  un  quarfé  ABCD  {fg-yj^)  dont  la 
bafe  AB  &  la  hauteur  AD  valent  chacune  une  toife.  Or,  comme 
chaque  côté  contient  G  pieds  j  il  eft  vifible  qu'en  multipliant  Tun  par 
l'autre,  le  produit  3^  marque  que  la  toife  quarrée  contient  3^  pieds 
quarrés,  ou  3(7  petits  quarrés  qui  ont  un  pîed  de  bafe  &  un  pied  de 
hauteur ,  comme  la  figure  le  fait  voir.  De  même  chaque  pied  qUarré 
ayant  t 2  pouces  de  bafe  &  12  de  hauteur,  contient  12  fois  12  ou 
1 44  pouces  quarrés  ;  &  par  conféquent  la  toife  quarrée  doit  contenir 
36  fois  144  ou  ^^  84  pouces  quarrés.  Enfin  chaque  pouce  quarré 
ayant  12  lignes  de  bafe  &  12  de  hauteur,  contient  12  fois  iz  ou 
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144  lignes  quarrées  ;  d'où  il  fuit  que  la  toife  quarrée  contient  5184 
fois  144  ou  746496  .%nes  quarrées. 

La  toife  quarrée  (irtpour  mefurer  les  furfaces  :  car,  fi  une  furface 
a  trois  toifes  de  longueur  &c  deux  toîfes  de  largeur  ;  multipliant  l'un 
par  l'autre,  on  aura  6  toifes  quarrées  :  c*eft-à-dire  que  cette  furface 
contiendra  fix  fois  un  quarré  dont  la  bafe  &  la  hauteur  font  chacune 
une.  toife  courante. 

59^.  La  toifé  cube  AB  eft  un  cube  (jfe,  379)  dont  les  dimenfîons 
AC,  AD,  de  la  bafe  &  la  hauteur  AE,  valent  chacune  une  toife 
courante.  Or,  la  bafe  de  ce  cube  étant  une  toife  quarrée,  contient 
36  pieds  quarrés,  lefquels  étant  multipliés  par  la  hauteur  A£  qui 
vaut  6  pieds ,  donnent  xi6  pieds  cubes  pour  la  valeur  de  la  toife  cu- 
bique :  ainfi  la  toife  cubique  contient  216  petits  cubes  tels  qu'on  les 
voit  dans  la  figure ,  &  dont  les  trois  dimenfioas  ont  chacune  un  pied 
de  longueur.  De  même  les  deux  dimenfions  de  la  bafe  de  chaque 
pied,  étant  chacune  de  12  pouces;  leur  produit  donne  144  pouces 
quarrés  de  bafe,  lefquels  étant  multipliés  par  la  hauteur  un  pied  ou 
douze  pouces ,  donnent  17x8  pouces  cubiques  pour  la  valeur  du  pied 
cube  :  d'où  il  fuit  que  la  toife  cube  contient  216  fois  1728  ou  373  24^ 
pouces  cubiques.  Enfin  les  dimenfions  de  la  bafe  d'un  pouce  cu- 
bique ,  étant  chaeune  de  1 2  lignes  de  longueur  ;  leur  produit  leur 
donne  144  lignes  quarrées ,  lefquelles  multipliées  par  la  hauteur  iz 
jlignes,  donnent  1728  lignes  cubiques  pour  la  valeur  d'un  pouce  cu- 
bique :  d'où  il  fuit  que  la  toife  cubique  contient  373248  rois  1728  , 
pu  64497x544  lignes^. 

La  toife  cube  fert  à  mefurer  les  folides  :  car  fi  les  deux  dimenfions 
de  la  bafe  d'un  folide  font  4»  3  ,  &  la  hauteur  du  folide  5  ;  la  bafe 
fera  quatre  fois  a  ou  12  toifes  quarrées,  lefquelles  multipliées  par 
Us  $  toifes  de  la  nauteur  donneront  60  toifes  cubes. 

596.  La  divifion  de  la  toife  quarrée  en  pieds,  pouces  ,  Se  lignes 
quarrés ,  étant  trop  embarraifante  pour  le  calcul ,  de  même  que  la 
^vifion  de  la  toife  cube  en  pieds ,  pouces,  &  lignes  cubiques  ;  on  a 
trouvé  le  moyen  de  faire  que  les  divifions  de  ces  deux  fortes  de  toifes 
fuffent  les  mêmes  que  celles  de  la  toife  courante  qui  facilitent  da- 
vantage le  calcul  ;  &  voici  comme  on  a  fait. 

597.  Spit  Ja  toife  quarrée  AC,  {fig.  380).  Je  divife  le  coté  AB 
en  fix  parties  égales  qui  valent  par  conféquent  chacune  un  pied  ;  & 
des  points  de  divifion ,  je  mené  des  parallèles  à  Tautre  coté  BC  :  ce 
qui  divîfe  la  toife  en  fix  reâangles  égaux,  qu'on  nomme  pieJs  de 
toife  quarrée^  parce  qu'ils  ont  chacun  un  pied  de  hauteur  &  une  toife 
4c  b^fe.  Je  divife  de  même  la  hauteur  de  chaque  pied  de  toife  quar- 
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rée  en  1 2  parties  égales,  à  caufe  que  chaque  piçd  contient  1 2  pouces  ^ 
&  des  points  de  divifion ,  menant  des  paralldes  à  la  bafe,  chaque 
pied  de  toife  quarrée  fe  trouve  divifé  en  1 2  reâanglcs  qu'on  nomme 
pouces  de  toifcs  quarrées  ^  pzrcc  qu'ils  ont  un  pouce  de  hauteur  &,un& 
toife  de  baie.  Enfin  ^  divifant  la  hauteur  de  chaque  pouce  de  toife 
quarrée  en  i  x  parties  égales ,  &  menant  des  points  de  divifion  des 
parallèles  à  la  bafe  ;  chaque  pouce  de  toife  quarrée  fe  trouve  divifé 
en  12  petits  reâangles  qui  ont  une  ligne  de  hauteur,  &  une  toife  de 
bafe  ^  &  qui  à  cauie  de  cela,  font  nommés  lignes  de  toife  quarrée. 
De  façon  que  la  toife  quarrée  contient  6  pieds  de  toife  quarrée,  ou 
72  pouces  de  toife  quarrée  ^  ou  enfin  8^4  lignes  de  toife  quarrée ,  6c 
cette  manière  de  divifer  la  toife  quarrée  convient  très-bien  non^eu^ 
lement  au  calcul,  mais  encore  à  la  nature  des  chofes  :  car  il  eft  vifible 
que  lorfqu'on  multiplie,  par  exemple,  une  toife  par  un  pied ^  lepro^ 
duit  n'eft  ni  un  pied  ni  une  toife  ^  mais  une  toife  de  bafe  &  un  pied 
de  hauteur  ;  &c  ainfi  des  autres. 

^ 98.  Soit  de  même ,  la  toife  cubique  BE,  (Jig.  38 1  ).  Je  divifé  fa 
hauteur  AB  en  f}x  parties  égales;  &  par  les  points  de  divifion,  jefais 
palier  des  plans  parallèles  à  la  bafe  :  ce  qui  divifé  la  toife  cubique  en 
6  parallélépipèdes  égaux ,  nommés  pieds  de  toife  cubique  ^  à  caufc 
qu'ils  ont  chacun  un  pied  de  hauteur ,  &  une  toife  quarrée  de  bafe. 
7e  divifé  de  même  la  hauteur  de  chaque  pied  de  toife  cubique  en 
douze  parties  égales  ;  &  par  les  points  de  divifion  ,  faifant  pafTer 
des  plans  parallèles  à  la  bàfè ,  chaque  pied  de  toife  cubiaue  fe  trouve 
divifé  en  1 2  parallélépipèdes  novamés  pouces  de  toife  cuaique  ,  parce 
qu'ils  ont  un  pouce  de  hauteur  &  une  toife  quarrée  de  bafe.  Enfin 
divifant  la  hauteur  de  chaque  pouce  de  toife  cubique  en  ix  parties 
égales,  &  par  les  points  de  divifion,  faifant  pafier  des  plans  parais 
leles  à  la  bafe  ;  chaque  pouce  de  toife  cubique  fe  trouve  divifé  en 
1 2  parallélépipèdes  égaux ,  nommés  lignes  de  toife  cubique ,  à  caufe 
qu'ils  ont  une  ligne  de  hauteur,  &  une  toife  quarrée  de  bafe  :  de 
Tàcon  que  la  toife  cubique  contient  6  pieds  de  toife  cubique, ou  72 
pouces  de  toife  cubique,  ou  8^4  lignes  de  toife  cubique. 

On  va  voir  dans  les  exemples  &  dans  les  problêmes  fuivaiis,  de 
quelle  manière  le  calcul  fe  fert  des  divifions  dons  nous  venons  de 
parler. 

599.  Froblêmb  L  l/n  mur  a  23  toifcs  3  pieds  6  pouces  6  lignes 
de  longueur  ^&  i  toifes  3  pieds  6  pouces  9  lignes  de  hauuur  :  combien 
contient-il  de  toifes  quarrees  t 

Solution.  J'écris  le  nombce  à  multiplier,  &  le  muldplicateur  à 
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la  façon  ordinaire ,  les  toifes  fous  les  toifes,  les  pieds  fous  les  pieds, 
&CC  :  &  comme  le  noflibre  z  des  toifes  du  multiplicateur  ,  n'a  xju'un 
caraâere  :  je  multipKe  les  toifes  ^  pieds  ^  pouces  ,&  lignes  du  nombre 

,  à  multiplier,  par  2,  en  di-  .r.  ^^*  j^  r  r  v 

fanr  :   2  fois  \  lignes  font     ^3  ^(A  ZF^^ds  G  pouc.  G  lign. 

1 2  lignes  de  toJi'c  quarrée ,       ^         3 ^ 9 

ou  un  pouce.  J  écris  zéro 
fous  les  lignes  y  &  je  retiens 
I  :  2  fois  <3  pouces,  font  1 2 
&  I  de  retenu  font  13 ,  ou 

I  pied  de  toife  quarrée  &     ^  , , 

•>'•  0611  I  <  4-f 

I  pouce  ;  j  cens  i  pouce,  oc  1*6 

\&  retiens  i  :  2  fois  3  pieds  font  6  &  J*  de  retenu,  font  7  ou  une 
toife  quarrée,  &  i  pied  que  j'écris  en  retenant  une  toife;  &  ache- 
vant le  refte  à  l'ordinaire,  j'ai  47  toifes  i  pied  i  pouce  o  lignes  pour 
le  produit  de  2  toifes. 

Pour  multiplier  par  3  pieds ,  jp  dis  :  fi  j'avois  à  multiplier  par 
une  toife,  le  produit  feroit  23  toifes  quarrées  3  pieds  G  pouces  G 
lignes  de  toife  quarrée  :  dotu:  3  pieds  qui  ne  font  que  la  moitié 
d'une  toife  ne  doivent  donner  que  la  moitié  de  ce  produit,  &  cette 
moitié  e(l  11  toifes,  4  pieds,  9  pouces  3  lignes* 
I  Six  pouces  font  le  Aixiemc  de  3  pieds  ou  36.pQuces  :  or,  trois 
pieds  ont  {Mroduit  1 1  toifes  4  pieds  9  pouces  3  lignes;  donc  G  pouces 
ne  doivent  donner  que  le  fixieme  de  ce  produit,  &  ce  iixiemc  cii 
I  toife  ^  pieds  9  pouces  G  lignes  7, 

Enfin ,  9  lignes  font  le  huitième  de  G  pouces  ou  de  72  lignes  : 
donc  9  lignes  ne  doivent  produire  que  la  huitième  partie  du  produit 
que  G  pouces  ont  donné  :  ainfi  prenant  le  huitième  de  i  toife  .5  pieds 
9  pouces  G  lignes  ^j  j'ai  i  pied,  $  pouces, 8  lignes-^. 
.  J'ajoute  enfemble  tous  les  produits  que  je  viens  de  trouver  ;  &  le 
produit  total  61  toifes  i  pied  i  pouce  ^  lignes -7-  ell  k  furface  du 
mur  propofé. 

Goo  Problème  II.  Trouver  le  contenu  d'une  furface  plane  qui  a 
34  toifes  1  pieds  ^  pouces  8  lignes  de  largeur^  &  23  toifes  ^  pieds 
o  pouces  8  lignes  de  hauteur. 

.  Solution.  Je  néglige  les  2  pieds  9  pouces  8 lignes  de  la  largeur; 
à  caufe  qu'il  feroit  trop  embarraffant  de  les  multiplier  par  les  23 
"toifes  de  la  hauteur.  Multipliant  donc  34  par  23  ,  j'ai  les  deux  pro- 
duits 102  &  68  rangés  comme  on  voit  ici. 

:^  Quatre  pieds  ibxic  le$  deux  ciecs.id'une  café.  Or  >  (i  .je  multipliois 

•  34 
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34' par  une  toife,  le  produit  lèroit  34  :  dôftc  en'  multipliant  par  a 
pieds,  le  produit  doit  être  les  tlèux  tiers  de  3^^  Mais  le  tiers  de  34  éft 
1 1  toifes  2  pieds  :  c'eft  * 

pourquoi   j'écris  deux       "^^  tolp  1  piedi    ^yoitc.    ^lign. 
fois  ce  produit  1 1  toifes       23  -      4   -         o'  8 

£  pieds. 

Six  pouces  font  le 
quart  de  deux  pieds  ou 
de  24  pouces  :  prenant 
donc  le  quart  de  ce 
que  deux  pieds  nTont 
rendu,  c'eft-k-dire  de 
1 1  toifes  2  pieds  ,  j'ai 
deux  toifes  ^  pieds. 

Huit  lignes  font  la 
neuvième  partie  de  6 
pouces  ou  de  72  lignes  : 
ainfî  prenant  le  :neu- 
vieme  de  ce  que  m'ont 
produiriô  polices,  c'eft-à-dire  de  2  toifes  ^  pieds;  j*ai  o  toîfès  i  pied  •. 
10  pouces  8  lignes.  .     . 

Je  reviens  maintenant  aux  2  pieds  9  pouces  8  lignes,  que  j'avois  , 
d'abord  négligés;  &  je  dis^  fi  j'avois  a  mult plier  une  toifç  par  23  * 
toifes  4  J)ieds  6  pouces  8  lignes  ;  le  produit  feroît  2^  ^^l^^?  4'P^^^.5.j 
6  pôûcésS  lignes^  Mais  je  nVi  à  multiplier  que  par  deux  pieds,  qui 
eft  le  tiéris  d'une  toife  :  donc  je  ne  dois  avoir  ique  le  tiers  de  ce  pro- 
duit, &'ce' tiers  èft  7  toifes  5  pieds  6  pouces  2  lignesf  *  .  ,.  ;^  .^j 
•  Néù^poucéslie  font  pas  exaâeriieht  contenus  dànsj^euç^piecîsj^^j 

^  eft  la  2^ 
mt)itîé 'de  ^.  Ori^pùifque  6  pouces  eflMe  quart  de  2  pieds;  prenant  ^ 
le  quart  de  ce  que  2  pieds  ont  produit ,  c'eit-à-dire  de  7  toifes  ^  pieds 
6  -porûces  '2  lighes  | ,  j  ai  unè'tbifé  5  pieds  lo^pouces^  é  lignes^  ^•.  '  ^      . 

■  P8âr'3  poûCes,  je^prénds  la  moitié  de Ve  cléfriîer  prodùit^^ 
dottrie-^  piedà' il  polices  3  lignes «r.  -         - 
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le^quartdef  deux  pieds  ou  vingt-quatre  pouces,  &;  Tai/tre 
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Enfin ,  ajoutant  tous  les  produits  cnfemble;  le  produit  total  8i8 
toifès  ^  pieds  6  pouces  6  lignes  ^  eft  le  contenu  de  la  furface  pro- 
pofée. 

^oi.  Pour  faciliter  le  calcul^  il  eft  quelquefois  néceflàirede  faire 
de  fauffes  fuppofitîons^  ainfi  qu'on  va  voir  dans  l'exemple  ou  dans 
le  ^irobléme.  fuivant. 

6oi.  Problême  III.  Trouver  la  valeur  (Tune furface  quia^i  toifis 
de  largeur^  &  25  toifes  9 pouces  de  hauteur. 

Solution.  Je  multiplie  d'abord  3  2  par  25  :  ce  qui  donne  les  deux 
produits  160  &  64,  difpofés  comme  on  les  voit  ici. 

Maintenant  comme  il  feroit  trop 
cmbarfaiTantdechercher  ce  que  9 pou-       3  2  toifes 
ces  eft  à  l'égard  d'une  toife  ;  je  fuppofe       a  5  toifes  o  pieds   9  pouces. 

que  j'aie  à  multiplier  32  toifes  par  un     T2      "^^ — * 

pied  qui  eft  le  ftxieme  d'une  toile.  Or^     ^ 
fi  j*avois  à  multiplier  par  une  toile,       ^ 
le- produit  (èroit  32  toifes  :  donc  en         * 
multipliant  par  un  pied ,  je  dois  avoir  ^ 

le  fîxieme  de  12 ,  c'eft-à-dire  5  toifes     , _«    ^ 

a  pieds  que  j'écris,  mais  que  j'efïace-     804 
rai  enfuite  ^  parce  qu'il  n'y  a  point  de 
pieds  dans  le  nombre  à  multiplier. 

Enfuite  9  pouces  n'étant  pas  exaâement  contenus  dans  un  pied 
ou  1 2  pouces,  je  divife  9  en  deux  parties  ^  &  3 ,  dont  la  première  6 
eft  la  moitié  d'un  pied ,  &  l'autre  3  eft  la  moite  de  6.  Apres  quoi  je 
prends  pour  é  pouces ,  la  moitié  de  5  toifes  x  pieds  ;  ce  qui  donne  2 
toifes  4  pieds  ;  &  pour  3  pouces  je  prends  la  moitié  de  2  toifes  4  pieds  : 
ce  qui  donne  i  toife  2  pieds« 

J'eflace  le  produit  ^  toifes  2  pieds  qui  vient  d'une  fufle  fuppofition  ; 
&  ajoutant  enfemble  les  autres  produits,  j'ai  804  toifes  pour  la  valeur 
de  la  furface  propofée. 

603.  Remarque.  Il  eft  bon  d'obferver  que  fi  l'on  demandoic 
d'extraire  la  racine  quarrée  d'un  produit  ou  d'une  furface  plane  com- 
pofée  de  toifes  quarrées,  de  pieds ,  pouces,  &  lignes'  de  toile  quarrée  , 
il  ne  fuffiroit  pas  de  réduire  tout  en  lignes  de  toife  quarrée,  mais  qu'il 
faudroit  outre  cela  réduire  ces  lignes  en  lignes  quarrées,  c'eft-à-dire, 
multiplier  Jes  lignes  de  toife  quarrée  par  le  nombre  de  lignes  quarrées 
qu'elles  contiennent. 

Soit  le  produit  ($  toifes  4  pieds  o  pouces  6'lignesde  toife  quarrée 
^6ût  oti  denuttide^  d'extraire  la  racine  quarrée*  Je  réduis  tout  en 
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lignes  9  ce  qui  donne  <^j66  lignes  de  coifè  quarrée.  Or  ^  comme  cha- 
cune de  ces  lignes  eft  le  produit  d'une  toife  de  longueur  par  une  ligne 
de  hauteur 9  &  qu'une  toife  contient  864  lignes^  il  s'enfuit  que 
chaque  ligne  de  toife  quarrée  contient  864  lignes  quarrées  :  multi- 
pliant donc  ^766  par  864,  le  produit  eft  4981824  lignes  quarrées^ 
dont  la  racine  eft  X232  lignes  qui  font  2  toifès  3  pieds  6  pouces  ;  & 
en  efFët  fi  l'on  multiplie  2  toifes  3  pieds  6  pouces  par  2  toifes  3  pieds 
0  pouces  ^  le  produit  fera  6  toifes  4  pieds  o  pouces  6  lignes  ^  comme 
il  étoit  propofé. 

La  raifon  de  ceci  eft,  que  les  lignes  de  toife  quarrée  étant  com- 
pofée  de  deux  quantité  de  différente  efpece ,  c'eft*à-dire  y  d'une 
toife  de  longueur  &  d*une  ligne  de  hauteur  ;  l'extraâion  de  leur  ra- 
cine ne  peut  donner  ni  des  lignes  ni  des  toifes  :  &  que  par  conféquent 
fi  l'on  veut  faire  cette  extraaion ,  il  faut  néceffairement  réduire  les 
lignes  de  toife  quarrée  en  lignes  quarrées,  dont  la  hauteur  &  la  lon- 
gueur font  de  même  efpece. 

Et  il  faut  fairela  même  remarque  k  l'égard  des  pieds  de  toife  quarrée. 

604.  Froblêmb  IV.  Trouver  le  contenu  atunfoUdc  qui  a  ji  toi/es 
3  pieds  Apouces  de  longueur ,  6  toi/es  1  pieds  6  pouces  de  largeur  j 
&  13  toifis  ^  pieds  de  hauteur. 

Solution.  Je  multi-       ^^  ^^^yj^       •  ^      ^^^^^ 

tiphe  la  longueur  par  la         6  i  6  6  lignes 

largeur  :  ce  qui  donne  

80  toifes  quarrées3  pieds 
9  pouces  1 1  lignes  de 
toife  quarrée  &  j  de  li- 
gne. Je  multiplie  ce  pro- 
duit par  la  hauteur  13 
toifes  4  pieds  :  ce  qui 
donne  r  102  toifes  cu- 
biques o  pieds  3  pouces 
1 1  lignes  de  toife  cubi- 
que ,  &  ^  de  ligne  pour 
lafolidité  demandée. 

60^.  Il  faut  encore 
remarquer  ici  »  que  G, 
l'on  demandoit  d'ex- 
traire la  racine  cubique 
d'un  produit  compofé 
de  toifes  cubiques,  de 
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de  toifeçqbiquc  ;  il  f^u4roit  ^on-feulçmçqtr  tout  réduire  eniignes 
tpife,  cub^quejin^is  epcore  j^uttiplier  ces  Hgoespar  ]e  notabrejdedignes 
çqbiques, qu'elles .cçatienneiit 3  ou  par  7464911^  :  car  la  ligne  cubi- 
que ayant  ^une  tpife  qqarrée  de  bafe ,  laquelle  vaut  7464916.  lignes 
c^uarrées  (  5  94  )  9  fie  une  ligQe  de  hauteur ,  vaut  {>ar  conféquent 
746496  ligoes  cubiqi^s.  Après  quoi  9  on  ferokrextiaàion.delaxa- 
fine  cul^ique  à  Tordin^ire.  . 

Que  fi  outre  {çs  lignes  4e  Xoife  cubiq^  9  îl  iê  xcouvoit  jone  fac- 
tion de  ligne  y  par  exemple  ^  ;  on  prendroit  le  fîxieme  de  j/^61^^6  lir 
gnes  quarrées^  qui  eft  la  yaleyr  d'une  ligjoie  4^  toife  cubique ,  6c  on 
r^jouteroit  aux  IJKPÇs  cubiques  qu'on  anroit  trouvé  en  faÛant  la  né^ 
djuâion  :  &:  i^  en  jtaifanjt  cejcte  addition  il  (e  .trouvoit  une  fracbion  de 
ligne  ci,ibiquje  y  qn  rçduiroit  tout  en  cette  iraâion  &c.^ 

DU^  TOISÉ  DES  pois  DE  CHARPENTE  y  DE  MENUISERIE y^ 

DE  CHARRONNAGEy  &c^ 

^06.  J^p  >>qip  qyi  a  eriçore  tqutje  fqn  éporce  fc  nomme  hois  .en 
grumç  ;  frejqi  dont  q|i  a  Qté  l'écarpe  axAC  1?. hache» 4c  qu'on  a  équarri 
en  forrne  (Je  pgr^lélepipec^  gifez  ^éfeâ;tf(eux  9  Ce  nomme  éi^iis  f/r 
èrin  :  enfin  celui  qu'on  équarrit  avçc  U  j(i:ie  9  fè  nqtiuQe  i^^  ^e 

Tout  bois  équarri  avçc  la  hache  ou  avec  la  fcie  étant  &ic  en  âr- 
ni£ .de  parallélépipède 9 a  nour  baie  une  figure  de  quatre  ^^ôtés.idpi^ 
les  deux  dimenfions ,  qui  font  la  largeur  &  Ja  hauceur  du  hôiB^yi^ 
nomment  dimenfions  de  [ éqîmrrijfage  ;  &  quand  ces  deux  diofClien- 
fions  font  inégales  y  le  bois  fe  nomme  mi-plat  ou  à  deux  fkces* 

.  Le  kois  en  grume ,  c'eâ-à-dire ,  le  tronc  d'un  arbre  y  ou  fi^  bjan- 
ches  y  étant  toujours  fait  comme  une  e^ece  de  colonne  qui  va  en 
dimÎQuanf ,  a  par  cûn(2queai  deu;^  hafes  ciif  uiajtfres ,  l'une  inférieure 
&  l'autre  fupérieure,  laquelle  eft  moindre  <iue  l'inférieure.  C'eft 
pourquoi  on  prend  ordinairement  (on  diamètre  vers  le  milieu  de. 
la  longueur  y  pour  faire  une  jufte  compenfation.  Mai&commç  Té- 
corce  eft  inutile  pour  les  ouvrages  qu'on  veut  faire  avec  ces  fartes, 
de  bois  y  on  retranche  trois  pouces  du  diamètre  ôc  l'on  quarre  le 
refte  ;  ce  qui  donne  à  le  vérité,  un  équarriflage  plus  grand  qu'il  ne 
faut  y  puifque  le  quarré  du  diamètre  eft  plus  grand  que  foïi  ccïch  t 
mais  ce  défaut  fe  trouve  compenfé  d'un  autre  coté  parles  trois  pouces 
que  l'on  ôte  pour  l'écocce ,  n'y  ayant  gueres  d'arbres  qui  en  ait  lui 

5)6uce  oc  demi  Après-tout^  dans  ces  fortes  de  marchés,  U. vaut  mieux 
i!iy£Ç  i^ufege  établi  parmi  ks,  Marchands^  que  4e  vouloir  ks  affu-r 
jeçtir  à  une  exactitude  géométrique  à  laquelle  ikn'ente^ûie»t  cien>. 
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&  qiii  par-]à  les  meccroit  fans  celle  dans  la  crainte  qu'on  ne  voulût 
lesTtrompen 

607.  La  mefure  dont  on  fe  fert  pour  les  bois  fe  nomme  folive. 
Ceft  un  folide  AB  (  fig.  jftx  )  dont  la  longueur  AC  eft^  d'une  toi- 
fê  ou  6  .pieds  ;  la  largeur  .AD  de  x  2  pouces  ou  i  pied  ^  &  la  hauteur 
AH  de  G  pouces.  Ainfi  ce  folide  efl  de  3  pieds  cubiques  :  car  mul« 
tipliant  la  longueiar  6  pieds  par  la  largeur  uni  pied  ;  le  produit  efl  (ix 
pieds  quarrés  ^  lefqoels  multipliés  par  la  hauteur  6  pouces  ou  un 
demi-pied  y  donnent  trois  pieds  cubiques. 

•  Si  Ton  couœ  la  itaiiteiir  AH  en  ibc^iarties  égales,  &  que  par  les 
points  de  diviuon  on  coupe  la  iblive  pataMdefnent  à  (a  bafe  ou  dans 
toute  fa  longueur  ;  la  folive  fe  trouvera  partagée ^n  6  parties  égales 
qu'on  nomme picils  Je  Jbiive  :  de  mêmeîiivifant  la  hauteur  d'un  pied 
de  folive  en  12  parties  égales  y  &  cçupant  lepied  dans  toute  fa  lon- 
gueur félon  ces  divifions  ;  lepied  de  folive  fera  divifé  en  12 parties 
égales  qu'on  nomme  pouces  de  folive  :  enfin  divifant  la  hauteur  d'un 
pouce  de  folive  en  1 2  parties  égales  y  &  coupant  le  pouce  dans 
toute  fk  longueur  lèlon  ces  divifions^  onatira  1 2  lignes  de  foliée.  Ïjgs 
dimenfions  de  Téquarriflage  dans  la  folive  y  font  la  targeat-  AD>  <& 
la  hauteur  AH. 

608.  La  toîfe  cube ,  comme  nous  avons  dit  cndeffus  (  ^  9  ^  )  con- 
tient 216  pieds  cubes  y  &  la  folive  en  contient  3  :  divifant  donc  21^ 
par  3.  j  le  quotient  72  fait  voir  que  la  toife  cube  contient  72  folives  y 
ou  qu'elle  efl  72  fois  plus  grande  que  la:  folive.  Or ,  ct>!nine  la  toîfe 
cubique  contient  6  pieds  de  toife  cubique,  lie  pied  t2  pouces  de 
toife  cubique  ^  &  le  pouce  1 2  lignes  de  toife  cubique  \  de  méiAe  que 
la  folive  contient  6  pieds  de  folive  ^  le  pied  12  pouces  de  folive  y  & 
le  pouce  12  lignes;  il  s'enfuit  que  les  pieds  y  pouces^âc  lignes  de  toife 
cubique  font  aufli  72  fois,  plus  grandsque  les  pieds  ^pouces^  &  lignes 
de  fotive. 

605).  Après  ce  qui  vient  d'être  dit  ^  il  eft  aifé  de  voir  que  fî  Tori 
toife  une  pièce  de  bois  à  la  façon  ordinaire  y  pour  avoir  fa  folidité  en 
toifes  y  pieds  9  pouces  ^âc  lignes  de  toife  cubique ,  &  qu'on  multi- 
plie enfuite  cette  folidité  par  72  ;le  produit  fera  voir  combien  cette 
pièce  de  bois  contient  de  folives  :  en  voici  un  exemple. 

.  ^r G.  Problème.  Trouver  le  nombre  de  folives  quon  peut  ûrer 
d'un  tronc  d^ arbre  dont  la.  longueur,  efi  de  4  toifes  3  vieds  ,  &  U 
diamètre  pris  dans  le  milieu  de  U.  longueur  efl  de  '^  pieds  9  pouces ,, 
G  lignes.  .  ^. 

Solution L Jerettanche  du diamette  3  pouces ,  pour  la  taifôfi 
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que  j'en  ai  apportée  ci-deflus  ;  &  j'ai  o  toiles ,  3  pieds ,  6  pouces^ 
6  lignes ,  dont  je  fais  le  quarré  en  difant  :  s'il  falloit  multiplier  par 
une  toife ,  le  produit  féroit  o  toifes  3  pieds  6  pouces  6  lignes  :  donc 
en  multipliant  par  3  pieds,  qui  eft  la  moitié  d'une  toife ,  je  dois  avoir 
la  moitié  de  ce  produit  i  &c  cette  moitié  eft  i  pied  ,  9  pouces  ,  3 
Jignes. 

Six  pouces  font  le  fîxieme  de  trois  pieds  :  c'efl:  pourquoi  je  prends 
le  fixieme  de  ce  que  3  pieds  ont  produit,  &  ce  (ixieme  eft  3  pouces 
€  lignes  &  y. 

Pour  ^  lignes  ,  qui  font  le  douzième  de  6  pouces,  je  prends  le 
douzième  de  ce  que  6  pouces  ont  produit  :  ce  qui  donne  3  lignes 
&  4t-  J'ajoute  tous  CCS  pro- 
duits enfemble  ;   &  le  pro-         o  toifes  '^  pieds  6  pouces   6  lignes 
duit  total  o   toifes  z   pieds         o  3  6  6 

de  toife  quarrée  1  pouce  une 
ligne  &  7;- ,  efl  le  quarré  du 
diamètre. 

Te  multiplie  ce  quarré  par 
la  longueur  4  toifes  3  pieds , 
à  la  raçon  ordinaire;  ôc  le 
produit  I  toife  cubique  3 
pieds  4  pouces  10  lignes  de 
toife  cubique,  &  ^,  efl  la 
folidité  du  tronc. 

Pour  fçavoir  combien  ce 
produit  contient  de  folives; 
je  le  multiplie  par  72 ,  à  caufe 
que  la  toife  cubique  contient 
72  folives, en  difant  :  unefois 
72  fait.  72  folives.  Pour  3 
pieds  je  prens  36 ,  qui  eft  la 
moitié  de  y%  :  pour  4  pouces 
qui  fout  le  neuvième  de  3 
pieds  ^  je  prends  le  neuvième 
de  36  qui  eft  quatre  :  je  par- 
tage 10  lignes  en  2  parties  8  &  2  ,  dont  la  première  8  eft  le  fîxieme 
de  4  pouces ,  &  la  féconde  2  efl  le  quart  de  8  :  ainfi  je  prends  le 
fîxieme  de  4  folives ,  ce  qui  donne  4  pieds  de  folive,  &  prenant  en-^ 
fuite  le  quart  de  4  pieds ,  j'ai  un  pied  de  folive. 

Pour  jj  je  dis  :  deux  lignes  m'ont  rendu  un  pied  de  folive ,  donc 
uue  ligne  doit  rendre  un  demi  pied  ou  6  pouces  ;  &  ceci  n'eft  qu'une 
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feufle  ruppoficion  que  j'cfiacerai ,  parce  queDc  ne  doit  pas  entrer 
en  ligne  de  compte.  Or,  6  pouces  font 72 lignes ,  dont  la  quarante- 
huitième  partie  eft  t  Ugne  i  :  multipliant  donc  i  ligne  &  7  par 
33 ,  le  produit  49  lignes  ^ ,  ou  4  pouces  i  ligne  \  eft  ce  que  doit 
prcxluire  la  fraâiôn  ■^.  J'ajoute  tous  ces  produits  enfenible ,  &  j'ai 
ni  folives  ^  pieds  4  pouces  i  ligne  \  contenues  dans  le  tronc  pro- 
pofé. 

éi  I.*  Si  la  pièce  de  bois  à  mefurer  étoît  équarrie  avec  la  hache  ou 
la  fcie ,  &  que  fes  trois  dimenfîons  fuflent  inégales  ;  on  multi- 
plieroit  fes  trois  dimenfions  les  unes  par  les  autres  pour  avoir  fa  fo- 
lidité ,  &  Ton  multiplieroit  fa  fblidité  par  72  :  ce  qui  donneroit  le 
nèmbre  de  folives  contenues  dans  la  pièce. 

6\%.  Il  eft  indilFérent  de  multiplier  d'abord  les  trois  dimenfions 
les  unes  par  les  autres  y  &  enfui  te  la  folidité  par  72  ;ou  de  multi- 
plier Tune  des  dimenfions  de  l'équarriftàge  par  72  ,  &  enfuite  par 
les  autres  dimenfions  ;  car  le  produit  total  fera  toujours  le  même  ^ 
puifque  les  multiplicateurs  feront  toujours  lès  mêmes.  Or ,  de-lk 
on  a  tiré  une  autre  méthode  qui  abrège  beaucoup  le  calcul ,  ainfi 
qu'on  va  voir. 

613.  Solution  IL  Suppofons  le  même  tronc  d'arbre  de  l'exem- 
ple précédent  :  fon  diamètre  eft  o  toife  3  pieds  ^  6  pouces ,  6  lignes. 
Or  y  avant  de  le  hiultiplier  par  lui-même  j  je  réduis  les  pieds  en  pou-* 
ces  ^  &  les  ajoutant  aux  0  pouces  ,  j'ai  42  pouces  G  lignes.  Je  mecs 
les  42  pouces  au  rang  des  toifes  y  &  par-là  je  fais  la  même  cHofe  que 
fi  je  multipliois  42  pouces  par  72  ;  à  caufe  que  la  coife  eft  72  fois 
plus  grande  que  le  pouce.  Quant  aux  fix  lignes  j  je  vois  que  fi  fe 
les  mets  au  rang  des  pieds ,  elles  deviendroienc  144  fois  plus  grandes; 
à  caufe  que  le  pied  contient  144  lignes  ;  &  par  conféquent  ces  li- 
gnes,  au  lieu  d  être  multipliées  par  72  ,  fe  trouveroîent  multipliées 
par  144  ou  X  fois  72  ;  ce  qui  eft  la  moitié  trop  :  c'eft  pourquoi  au 
lieu  de  6 ,  je  ne  mets  au  rang  des  pieds  que  la  moitié  de  6  ,  c'eft-à- 
cTire  3.  J'ai  donc  42  toifes  3  pieds  ,  qui  font  la  même  chofe  que  42 
pouces  fix  lignes  ,  multipliées  par  72.      ^^  ^^^^^ 

Je  multiplie  42  toifes  3  pieds ^  par  o  3  6 pouces  iliffits 
o  toifes  3  pieds  6  pouces  6  lignes;  &  le 
produit  25  toifes  o  pieds  6  pouces  3  li- 
gnes eft  72  fois  plus  grand  qu'il  ne  faut 
pour  être  le  quarré  du  diamètre  :  &  par 
conféquent  ce  produit  eft  le  quarré  du 
diamètre  muhiplié  par  72. 

Je  multiplie  ce  produit  par  la  Ion- 
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gHeur  4  coifes  3  pieds;  &  le  produit  112  toifes,  ^  pied^,  4  pouces  ^ 
i-ligne  T,  eft  72  fois  plus  grand  qu'il  ne  fàut^pouF  êtrelâ^  folidité  d» 
troQC  :  donc  ce  produk  eu  le  nombre  de  folives  contenues  dftf»  ce 
roonc. 

DES    FRACTIONS    DÉCIMALES. 

"  ^14.  Si  au  lieu  de  divifer  la  toîfe  en  pieds ,  pouces  &  lignes  ;  on 
la  divife  d'abord  en  dix  parties,  chacune  delquelles  fera .  ,v  ;  puis  ' 
chaque  dixième  en  dix  parties,  qui  feront  des  dixièmes  de  dixièmes^ 
ou  des  centièmes  ;  puis  chaque  centième  en  dix  parties  qui  fer6nt  des 
dixièmes  de  centièmes ,  ou  des  millièmes,  &  aînfi  de  fuite  ;  les-  fraâions 

7T>  r-ô-  y  T3Tr7  j  T^ioo  j  ToTSoo  3  ^^j  ^"o^^t  cc  qu'on  appelle  FraSioni 
décimales.  ^ 

6i^,  Les  dixièmes  fe  nomment  Primes  :  les  centièmes  fe  nom-  . 
ment  Secondes ^  les  millièmes  Tierces ,  les  dix  millièmes  Quartes ,  &c. 
'Ci6.  Pour  n'avoir  pas  1  embarras  des  dénominateurs  &  des  nu- 
mérateurs ,  on  écrit  i' ,  2',  3' ,  &c  ;  au  lieu  de  7^,  7^ ,  —j  &c.  De 
même  au  lieu  de  7^ ,  7^ ,  tI^,  &c  ;  on  écrit  1" ,  2" ,  3" ,  &C.  Au 
lieu  de  7^"— ,  -hs  jxo^j  &f  î  on  écrii  i"' ,  2"' ,  3"' ,  &c ,  &  ainfi'  de 
fuite.  De  façon  que  pour  dire  un  dix  millième  ou  une  quarte  ,  on 
écrit  1'^  .•  pour  dire  une  quinte ,  on  marque  i^ ,  &c  :  &  enfin  ,  pour 
marquer  un  entier  ,  ou  deux>  ou  3  ,  on  écrit  i^  ,  2^ ,  3^,  &c, 

617.  Au  moyen  de  ceci ,  il  eft  aifë  d'éviter  les  difficultés  &  Ten- 
nui  que  l'on  éprouve  fouvent  dans  le  calcul  ordinaire  des  fradi'ons  , 
ainfi  qu'on  va  voir  dans  les  exemples  fuivans. 

^t8.  Exemple  I.  Pour  réduire  3° ,  ^'  ^  lademiere  efpece  ,  cejl-â^ 
dire  en  primes  ;  il  n'y  a  qu'à  écidre  3  ^'  :  car  3°  <l  font  la  mèm&  chofc 

que3-.V. 

Mais  pour  réduire  3  7^  ^/z  dixièmes  ,  il  faut  .muldplier  l'entier  3 

p^r  10 ,  ce  qui  fait  30  ;  &  y  ajouter  ^  ,  ce  qui  fait  35  \  p^is^écrire  ^  : 

car.  7-^ font  la  même  chofe  que  35'.  Donc,  6cc* 

Par  la  même  raifon  ,Ji  ton  veut  réduire  2*^  ,  3'  j  ^\en  fa  derniers 

tfpece^  c'eji-à^dire  en  fécondes  ;  on  écrit  234'!.  Car  pour  réduire  les  • 

primç$  ou  dixièmes  3^ ,  en  centièmes  ;  il  faut,  les^  multiplier  par  10  : 

céuquîJe  fait  en  écrivant  34"  ;  à  caufe  que  le  nombre  3  devient  p^^ 

là  dix  fois  plus  grand  que  ^'11  étoit  feul  ;  &  ponr  réduîire  l'entier  x^  , 

en  fécondes  ou  centièmes  ;  il  faut  le  multiplier  par*  -i  00  ;  ce  qui  fc 

faft  encore  en  écrivant  234" ,  à  cauiè  que  le  nombre  2  devieot-  pac- 

là  a  00  foi&.plus  grand  qu  il  ne  faut.  Donc ,  &a 

fil 9.  Exemple  II.  Pour  réduire  35'  en  entier  ^  on* écrit^ 3^.  5'  îcaf-' 

3^  foitflamêjne  chpfe  que^.Or  pou^f^uire^ien-eimcrv  ^^^^^ 

divifer 


vvi 
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dîvifer  3«î  par  10 ,  &  le  quotient  3  marque  trois  entiers  avec  un  rcfte 
7^.  Donc ,  &c. 

De  même  pour  réduire  234*  mentUr^  on  écrit  2«.  3'.  àf.  Car  par- 
là  le  nombre  3  devient  dix  fois  plus  petit ,  puifqu'il  eft  feul  ;  &  k 
nombre  2  devient  1 00  fois  plus  petit.  Ainfi  c'eft  la  même  chofe  que 
fi  on  avoit  divifé  234  par  100  ^  ce  <|ui  eût  donné  2  entiers  ;  &  qu'oa 
eût  divifé  les  34  reftans  par  lo,  ce  qui  aurait  dpnné  3  dixièmes  , 
&  4  centièmes. 

620.  Exemple  III.  Pour  ajouter  2^.  3'.  4*'.  avec  3^  ^\  3^'  ;  on 
réduit  Tun  &  l'autre  nombre  à  fa  dernière  efpece  ;  ce  qui  donne 
234"  &  323."  :  puis  ajoutant  Tun  à  l'autre  ^  on  a  la  fomme  557"  ou 

Pour  ajouur  2®.  3  ••  ^  ^'" ,  avec  3<>,  ^\  3*^  5  on  réduit  Tun  &  Tau- 
tre  à  fa  dernière  efpece  :  ce  qui  donne  2345"'  &  323".  Mais  comme 
ces  deux  nombres  ne  font  pas  de  la  même  efpece,  on  ajoute  un 
zéro  au  dernier:  ce  qui  fait  3230*'  qui  eft  encore  le  même  que 
323"  ;  à  caufe  que  323"  eft  la  même  chofè  que  f^^,  &  que  3230'" 
eft  la  même  que  ff^  ,  &  que  les  deux  fraôions  fl:!  &  \^ ,  ne  font 
pas  différentes  ;  c'eft  pourquoi  ajoutant  enfemble  X34Ç'"  &  3230*"  , 
la  fomme  fera  ^^yV  ou  ^^  ^'  7^  ^"'. 

621.  Exemple  IV.  Pour  faujlraire  2^  3'.  4^'  de  4».  <^\  3"  ,  on  ré- 
duit tout  aux  dernières  efpeces  ;  ce  qui  donne  234"  &  453"  :  puis  en 
iaifant  la  fouflraftion  ,  le  refte  eft  219"  ou  2*».  i^  9". 

Pour  fouftraire  2^4 V"  de  654"  ,  on  ajoute  un  zéro  k  ce  dernier  ; 
çt  qui  donne  6540^  :  puis  faifant  lafouftraftion,  le  refte  eft  4i9<'^. 

4DU  4  •  I  •  9  «  5   * 

622.  Exemple  V.  Pour  multiplier  i"^^ par  32' ,  on  multiplie  à 
l'ordinaire  9  ce  qui  donne  7^20  ;&  ajoutant  le  caraâere  du  prime 
avec  celui  des  fécondes,  on  écrit  75 20"'; car  235^  font  la  même 
chofe  que  ^  ;  &  32'  font  la  même  chofe  que  \^.  Or ,  pour  multi- 
plier des  centièmes  par  des  dixièmes  ou  toc  par  10  ,  il  n'y  a  qu'à 
ajouter  un  zéro  ;  ce.qui  donne  des  -~~  :  &;  pour  exprimer  des  mil- 
lièmes ,  par  exemple  3 ,  on  écrit  3"'  ;  donc  &c.  *^ 

De  même  pour  multiplier  23^"  par  23 «ji"' ,  on  multiplie  à  Tor-  ' 
dinaire;  ce  qui  donne  5^2481  :  &  ajoutant  enfemble  le  caradere  des 
fécondes  avec  celui  des  tierces ,  on  écrit  ^^2481^ ,  &  ainfi  des  au- 
tres :  car  des  fécondes  ou  -~ ,  multipliées  par  des  tierces  ou  des 
-^  ,  donnent  ToT-  o^  ^^  quintes. 

623.  Exemple  VT.  Pour  divifer  2784*'  par  232" ,  on  fait  la  di- 
vifion  k  l'ordinaire  \  &  le  quotient  eft  12  :  puis  retranchant  du  ca- 
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raâeredes  tierces  k  caraâere  des  fécondes,  on  écrit  la'  ou  i^.  a'. Car 
des  tierces  ou  des  —^  divifés  par  des  fécondes  ou  des  7^-, donnent 
des  dixièmes  ou  d^  primes ,  &c. 

624^  Remarque.  Ce  calcul  ferait  auffi  beau  qu'il  parolt  brillant , 
s'il  pouvoit  fe  faire  qu'on  réduisit  toutes  les  mefures  en  dixièmes^ 
puis  en  dixièmes  de  dixièmes  y  4&c.  Mais  tant  que  les  divifïons  oit 
ibudivifions  ordinaires  fubfifleront  y  on  n'y.  gagnera  rien  :  nar  la  rai- 
fon  qu'on  fera  toujours  obligé  d'évaluer  les  primes  ^  fécondes  ,  ou 
tierces  qu'on  trouvera. 

éx^.Par  exemple  j  fuppofons  qu'une  fîirface  ait  2^  3\  %"  de  lar- 
geur ,  &  3^.  2'.  3".  de  hautçur. 

Si  je  veux  trouver  la  valeur  de  cette  furface ,  il  faut  que  je  mul-^ 
tiplie  432"  par  323"  :  ce  qiji  donne  74936"^  ^ou  7°.  4936'^,  ou  7 
toifes  quarrées  t^|^. 

Maintenant  fi  je  veux  avoir  combien  cette  iiraâion  vaut  de  pieds 
de  toife  quarrée  ;  il  faut  que  je  difè  par  règle  de  trois  :  la  toife  étant 
divifée  en  loooo  parties ,  j'en  ai  4936  ;  la  même  toife  étant  divifée 
en  fix  pieds  9  combien  aurais  je?  Et  1^  Règle  faite  ^  je  trouve  2  pieds 
&  une  fraaion  ;^^. 

Pour  évaluer  cette  féconde,  fraâîon  ^  il  faut  que  je  mulriplie  le  nu^ 
mérateur  961e  par  12,  &  que  je  divife  le  produit  par  loooo^  ce  qui 
donne  1 1  pouces,  &  une  fradion  tH^ôj  ^^^^  ^^t  que  j'évalue  en- 
core y  &  ainfi  de  fuite. 

Or  il  efl  vifîble  que  ces  évaluations  font  pi U3  pénibles  que  celles 
que  j'aurois  faites,  fi  je  m'écois  fèrvi  du  calcul  dés  dîvifîons  &  (budi- 
vifions  ordinaires;  à  caufè  que  les  numérateurs  &  dénominateurs  font 
Vçaucoup  plus  grands  :  doi^c  il  eft  clair  aufli  qu'on  ne  gagne  rien  par 
ie  calcul  des  décimales^  &  que  fi  l'on  paroît  éviter  d'^ord  quelques 
difficultés^  on  fè  jette  nécefiairement  dans  de  plus  grandes  fur  la  fin 
du  calcul. 

FIN  du  premier  Volume.   ^ 
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R  E  M  A  R  QUE  S. 

X  L  eft  a  propos  de  préfencer  ici  au  Public  le  tableau  abrégé  des  addi- 
tions &  des  changemens  qui  ont  été  faits  à  l'Ouvrage  de  M.  TAbbé 
Deidier  dans  cette  nouvelle  édition. 

I**.  Dans  le  premier  volume,  on  n'a  ajouté  aucun  article  notable 
au  corps  de  l'Ouvrage.  On  a  changé  pour  le  fond  des  chofes ,  d'a- 
bord la  manière  de  faire  la  divifion  <;ompofëe ,  page  17;  enfuite  la 
définition  de  la  Raifon  géométrique,  pages  130  &  131  ;  enfin 
l'article  de  la  troificme  remarque  de  la  page  449.  Quant  aux 
changemens  de  correékion ,  de  ponéhiation ^  de  goût  typographique, 
&  quelquefois  de  goût  géométrique,  qui  n'altèrent  en  rien  le  fond 
de  l'Ouvrage^  ils  font  fans  nombre  &  dans  le  premier  &  dans  le 
fécond  volume. 

II''.  Les  principales  additions  qui  ont  été  faites  au  même  Ou- 
vrage dans  le  fécond  volume ,  font  d'abord  tout  l'article  des  Equa- 
tions aux  Serions  coniques ,  depuis  le  commencement  delà  page  1 16 
jufqu'à  la  page  122;  enfuite  l'article  qui  a  pour  objet  Tangle  d'in- 
clinaifbn  d'un  Mortier  ou  d'un  Canon,  depuis  la  fin  de  la  page  202 
jufqu'au  commencement  de  la  page  205  ;  enfïn  l'article  du  Thermo- 
mètre, depuis  le  milieu  de  la  page  374,  jufqu'au  milieu  de  la  page 
378.  La  plupart  des  autres  additions  font  dans  des  notes ,  telles  que 
celles  des  pages  123,  i«j9, 170,  3^1 ,370,  372,381. 

IIP.  On  trouve  auflî  un  petit  nombre  de  fèmblables  notes ,  réî 
pandues  dans  ce  premier  volume,  pages  130,  247 ,  338,  437  :  mais 
il  y  en  manque  une  que  nous  allons  placer  ici ,  &  qui  efl  relative  à 
Tarticle  219  de  la  page  114. 

U  y  a  un  défaut  d'exaâitude  dans  ce  que  dit  M.  l'Abbé  Deidier, 


47*^  R  E  M  A  R^Q  U  E. 

I     -"«r^r-i 1 I  I f^n 1-      -   m  m 

concernant  la  Règle  de  Defcartes ,  fur  l'efpece  des  Racines  d^une 
équation  déterminée  par  la  fucceflion  ou  le  changement  des  fîgnes. 
Car  il  n'efl:  pas  vrai  qu'il  y  ait  toujours  autant  de  Racines  pofitivcs  ^ 
que  d'alternations  de  fignes  de  +  en  — ,  ou  de  -~  en  H-  ;  &  autant 
de  négatives  y  que  de  fucceffions  du  même  figne.  Cela  efb  feulement 
vrai  9  lorfque  l'Equation  ne  contient  aucunes  racines  imaginaires  ;  Se 
Defcartes  lui-même  l'a  reconnu  :  car  il  ne  dit  pas  totjunt  ^  mais 
feulement  tôt  e£c  poffunt,  &c. 
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